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3éminaire de Probabilitds XIV 1978/79

CARACTERTSATION D'UNE CLASSE D'ENSEMBLES CONVEXES DE L' oU &'
par YAN Jia-An'

Le théoréme de Dellacherie et Mokobodzki sur la caractérisation des se-
mimartingales repose sur le seul résultat suivant ( voir Meyer [1] ou Ja-
cod [2] )

Théoréme 1. Soit K un sous-ensemble convexe de Lj(O,?,P). 31 pour tout
e>0 11 existe un réel c¢>0 tel que P{§>c}§e pour tout £€K, il existe une
variable aléatoire bornée Z, telle que Z>0 p.s. et que supgeyx E[Z28]< .

Le but de cette note est de préciser le théoréme 1, et d'établir un
résultat analogue dans 1'espace g’ de martingales.

Soit (,%,P) un espace probabilisé. Nous désignerons par 1! 1l'espace
5! {Q,%,P), par B 1l'ensemble des v.a. bornées 20 sur Q. Pour G < L1 [
désigne 1'adherence de G dans L1. Nous mettons alors le théoréme 1 sous

forme de condition nécessaire et suffisante.

Théoréme 2. Soit K un sous-ensemble convexe de L1 tel que O€K. Les
trois conditions suivantes sont équivalentes :
a) Pour tout neLl » M0, il existe c>0 tel que cng K—F+ .

b) Pour tout A€F tel que P(A)>0, il existe c>0 tel que cIA¢ K—B+ .
c¢) Il existe une v.a, bornée Z telle que Z>0 p.s. et sup§€K E[2§]<+00 .

Démonstration. Il est clair que a) => b). Nous allons montrer que b)=>c),

en nous inspirant beaucoup de Meyer [1]. Supposons que la condition b)

soit vérifiée. Soit A tel que P(A)>0. Par hypothése il existe un réel

c>0 tel que cIA¢ K:E+ . Comme le dual de L1 est I® et K—B+ est convexe,
d'aprés le théoréme de Hahn-Banach ( plus précisément, le théoréme 4d'Ascoli-
Mazur ) il existe une v.a. bornée Y telle que

(1) sup EfY(s-1)1 < cE[YIA]
§€K, N€B,
Remplagant M par an ( a€R+ ) et faisant tendre a vers +w, on voit que

¥>0 p.s.. Appliquant (1) avec 1=0, on trouve alors

SUPg o E[YE] < cE[YIA] <+ 0 .

Soit H = { YeB_ : SUPg E[Y§] < +o0} ; d'aprés ce qui précdde H
n'est pas vide. Notons g = { {2=0}, ZeH }, montrons que C est stable par
intersection dénombrable. Soit (Zn) une suite d'éléments de H . Notons
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c, = supg g E[Z 8], dn=”Zn"La> , et posons Z=L_ Db Z , ol les b >0 sont

tels que I byc  <too, I bd <o ; il est évident que Z€H et que

{z=0}= N {2,=0}. I1 existe domc Z€l tel que P{Z:O}:inchC P(C), nous al-
lons montrer que Z>0 p.s.. Supposons que P{Z=0}>0 . Soit = YeH vérifiant
U)wwAﬂhN.%me%K,maO&Hhkﬂﬂzﬂ],etﬂwshvm.
Y+Z appartient 3 H, avec P{Y+Z=0}=P{Z=0}-P{2=0,Y>0}<P{Z=0}, ce qui est
absurde puisque P{Z=0} est minimale, Donc Z>0 p.s. et on a démontré que
b) = c).

I1 nous reste & démontrer que c)=>a). Supposons que la condition a) ne
soit pas satisfaite. Il existe alors neLl , M0 tel que pour tout néN on
ait nneK:§: , de sorte qu'il existe § &K, €,€B, et 6n€L1 tels que

nn = §-¢ -6, » ol 4 = 1/n . 8i 2 est une v.a. bornée par 1 telle que
L1 S
Z>0 p.s. on a alors E[ZEn] > nE[27] - 1/n , donc Supg e B[ZE] = +0, et la

condition c) n'est pas satisfaite. CQFD.

Pour voir que le théoréme 2 entraine le théoréme 1, on peut se ramener
par translation au cas ol O€K . Vérifions alors que 1l'hypothése du théoréme
1 entraine la condition b) du théoréme 2. Soit A€F tel que P(A)>0. Par hypo-
thése il existe un réel c>0 tel que P{§>c}< P(A)/2 pour tout §€K. On voit
aisément que 2cIA¢ K:§: , donc la condition b) est satisfaite.

Passons au cas de H1. Nous nous plagons sur un espace probabilisé filtré
(0,%,P, ($t)) satisfaisant aux conditions habituelles. Nous ne restreignons
pas la généralité en supposant que 3:ﬁn__, ce qui nous permet d'identifier
une martingale uniformément intégrable (Mt) 4 sa v.a. terminale M_, ( ainsi
I, désigne ci-dessous la martingale P(A|?t), pour A€F), Dans 1'énoncé sui-
vant, B+ désigne l'ensemble des martingales positives bornées, et les adhé-
rences sont prises dans H1.

Théoréme 3. Soit K un sous-ensemble convexe de H' contenant 0. Les trois
conditions suivantes sont équivalentes :
a) Pour tout NéHl, N£O , il existe un réel c>0 tel que cN ¢ K-B_ .

b) Pour tout A€F tel que P(A)>0, il existe c¢>0 tel que cIA¢ K-B, .

¢) I1 existe une martingale Z€BMO, telle que Z>0 p.s. et que l'on ait
SUPg g E[[Z,§]G)] < +00 .

Démonstration. Le raisonnement est tout & fait analogue & celui du
théoréme 2 : on applique le théoréme de Hahn-Banach en utilisant le fait
que le dual de 2 est BMO, la dualité étant donnée par < §,Y > = E[[g,Y]Oo]
en général ( qui vaut aussi E[EY] si §EB+ . Les détails sont laissés aux
lecteurs.

[1]. Meyer (P.A.). Sém. Prob. XIII, p.620-623 ( IN 721, Springer 1979 ).
[2]. Jacod (J.). Calcul stochastique et problémes de martingales. LN 714.
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COMMENTAIRES DU SEMINAIRE
1) Détails de démonstration. Au bas de la page 1, il est clair que H

n'est pas vide, car O€H. Le "d'aprés ce qui précéde" est donc inutile.
Page 2, de méme, le fait que O€K entraine que les cy sont =0,

2) Commentaires (C. Dellacherie ). a) Tout élément de Ll étant limite 4
une suite d'éléments de B, on peut remplacer K:F: par K:f: ( soit dit en
passant, on ne peut ni Ster 1l'adhérence au K—Ll, ni omettre que 0€K ), et
la condition g€ f:iif peut s'écrire

il existe des k €& tels que (g-kn)+ -0 p.s.

b) La démonstration du théoréme 1 par Mokobodzki permet de montrer que,
étant donnde une suite (Kn) de convexes bornés en probabilité, il existe
une méme v.a. bornée Z, p.s. >0, telle que SUpg e E[Z8] < ® pour tout

n. Peut on démontrer ce résultat par la méthode deP¥an ?

Réponse ( P.A. Meyer ) : ce résultat peut se déduire directement du théo-
réme 1, et donc aussi bien de la démonstration de Yan que de celle de Moko~
bodzki ! En effet, soit pour n>0, m>1 un nombre cnm>0 tel que

VgeKn , P{bcnm} 5%2"(1'14-1)

Choisissons des An>0 tels que, pour tout m, on ait Cp = L AC <®.
Posons Lk = zpsk Xpr 3 nous formons ainsi une suite croissante de

parties convexes de L1, soit L leur réunion, qui est encore une partie
1 7 -
convexe de L', Tout élément £ de L est une somme (finie) Zm’Angt ’ gnEKn’
et on a
1,-(n+1) _ 1
B §§cm | = zn P{§n§cnm}§ zn m2 T m

donc L satisfait au théoréme 1, et la v.a. Z construite pour L convient
pour chacun des Kn ( cette astuce d'enveloppe convexe non fermée est
empruntée & une autre démonstration de Mokobodzki @ ).



