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SUR LA COMPATIBILITE TEMPORELLE

D’UNE TRIBU ET D’UNE FILTRATION DISCRETE

par Aboubakary Seynou

Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1978/79

Dans notre note [~f], nous avons étudié la compatibilité temporelle
de deux tribus, i.e. l’existence d’une filtration dont deux temps
d’arrêt admettent les tribus données comme tribus des événements anté-

rieurs. Nous donnons ici deux petits résultats sur la compatibilité
temporelle d’une tribu et d’une filtration discrète(1).

Nous partons de la définition suivante, que nous serons amené à

modifier légèrement plus loin

DEFINITION. Soient (Q,F) un espace mesurable, G une sous-tribu de F

et une filtration discrète sur (Q,~). On dit que G et (F ) sont
temporellement compatibles s’il existe une filtration discrète (H )
sur (Q,F) satisfaisant aux conditions suivantes :

a) il existe un t.d’a. S de (H ) tel que G = Hq ;
b) pour~tout t d!a. T de (Fn), il existe un t.d’a. T’ de (Hn)

tel que H,~, .
On dit alors que (H ) réalise la compatibilité temporelle de G

et de (~’n) .
Pour soulager le travail dactylographique, nous écrirons A. B

l’intersection de deux tribus A et B , et A V B la tribu engendrée par
ces tribus ; nous noterons aussi A. B l’intersection de deux ensem-

bles A et B tandis que A + B désignera la réunion de A et B quand
ceux-ci sont disjoints.

THEOREME 1. Supposons que G soit une sous-tribu Si,
pour tout n, les tribus G et sont temporellement compatibles,
alors la tribu G et la filtration (Fn) sont temporellement compa-
tibles, et la compatibilité temporelle est réalisée par la filtration

(Hn) définie par Hn = Fn . (G V Fn-1), en convenant que F-1 = {Ø,03A9}.
-----

(1) Une aide de l’ENS de Fontenay-aux Roses a permis la rédaction
de cet article.
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DEMONSTRATION. Le théorème 1 de [1] permet de trouver, pour tout n,
un élément An de G.Fn de sorte que l’on ait

(1) et 

et, quitte à remplacer pour chaque n l’ensemble An par Bn = 
on peut supposer la suite (An) décroissante car, pour on a

K.Bn = (K.Bn-1).An  G et K.Bcn = ~m~n(K.Acm) ~ Fn . Enfin, l’intersection

A~ des An appartient à G V F~ = F~ , et l’ on a aussi (1) pour n = oo :
pour KEF ’on a évidemment K.AceF , et on montre aisément que l’on a
K.A(I)e g en supposant d’abord KsFm pour un entier m et en raisonnant
ensuite par classes monotones. Ceci fait, il est clair que l’on dé-

finit une filtration en posant F .(GVF -.) pour tout en-
tier n et on a évidemment H = F . Définissons une v, a. S par

S = n sur ( A-l = Q) , S = ~o sur A~
Comme on a la v.a. S est un t,d’a, de (Hn). 
trons que l’on a D’abord, il résulte immédiatement de (1) que
G est incluse dans Hq . Soit maintenant on a, pour n fini,
~ 

K,{S=n} = 

et K.{S = a~} = Comme " ,

il résulte de (1) que K.{S = n} appartient à G pour et c’est

aussi vrai pour n= 0 ; par ailleurs, on a aussi K.A~= (K.A~).A~ et
donc d’après (1) étendu à n=oo . D’où, finalement, on a
bien KEg et l’égalité G= HS est démontrée. Soit enfin T un t.d’a.
de (Fn) et définissons une v.a. T’ par

~ 

T’ = n sur 

T’ =ce sur ce qui reste

D’abord, nous montrons que, pour tout on a K.{T’ = ce

qui impliquera que T’ est un t.d’a, de (H ) (prendre K=Q) et que FT
est incluse dans Soit donc et écrivons

K. {T’ = n} _ (K. {T = + (K. { T = 
On déduit de (1) que le premier ensemble du second membre appartient
à Fn-1 et que le second appartient à G.Fn, si bien que K.{T’=n} appar-
tient à Hn . Nous terminons la démonstration du théorème en montrant
que HT, est incluse dans T. Soit KsHm, et écrivons

K.iT = n} _ (K.~T’=n}.An) + (K.{T’= n+1}.An)
Comme K.{T’=n} appartient à Hn, le premier ensemble du second membre
appartient à Fn, et comme K. {T 1 = n+l} appartient à H . donc à 
il résulte de (1) que le second ensemble appartient aussi à F .
D’où finalement K, { T = n } appartient à F , et c’est fini.

Nous montrons maintenant que le théorème 1 peut être mis en défaut

si on ne suppose pas G incluse dans F~ ; nous verrons ensuite que
l’on a cependant un résultat un peu plus faible dans ce cas.
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UN CONTRE-EXEMPLE. Nous a,b 
, 

sont deux

points ajoutés à et G = F = la tribu des parties de Q. Pour Fn ,
nous prenons la tribu engendrée par {0},{1},...,~n-1} et par l’atome

{n,n+l,...,a,b}. Comme Fn est incluse dans G pour tout n, G est évi-
demment temporellement compatible avec chacune des Fn. Nous supposons
que G est temporellement compatible avec la filtration (Fn) et, dési-

gnant par (H ) une filtration réalisant cette compatibilité tempo-
relle, nous montrons que l’on aboutit alors à une contradiction.

D’abord, on a évidemment H~= G=F. Soit, pour chaque n , S un t.d’ a.
de tel que Quitte à remplacer Sn par on peut

supposer que la suite (S ) est croissante ; puis, comme {0},...,{n-1}
appartiennent à Fn, on peut supposer sur {o,...,n-1}, quitte à
remplacer Sn par le t.d’a. de (Hn) valant ~ sur {0,...,n-1} et Sn
sur {n,n+l,...,a,b}. Posons alors S = lim Sn ; on a S = ~ sur N mais
on ne peut avoir S =00 partout car, alors, F~ ~ Vn HS serait égale
à H~ , ce qui est impossible, les points a,b appartenant à un même
atome de F~ . Par ailleurs comme, pour n fixé, {n,n+l,...,a,b} est

un atome de et que Sn est Fn-mesurable, Sn est égal à une cons-
tante sn , finie, sur cet atome. Et, comme l’ensemble {S = ce }

appartient â Fn, on voit que la suite (sn) ne peut être que stricte-
ment croissante, ce qui contredit le fait que S ne peut être partout

égal à ce .

Nous modifions en conséquence notre définition en supposant que,
si G n’est pas incluse dans F , la filtration qui doit réaliser la
compatibilité temporelle puisse être indexée par 1= {O,l,...,o~,o0+1},
co et 00+1 étant deux points ajoutés à Nen convenant que l’on a

n( pour tout n~N (si l’on veut que l’ensemble d’indices soit
inclus dans R+ , on peut prendre 1= {0,,...,1- 1 n,...,1,2}).
THEOREME 2. Sans supposer G incluse dans F~, si, pour tout n , les

tribus G et Fn sont temporellement compatibles, alors la tribu G et
la filtration (F ) sont temporellement compatibles, et la compati-
bilité temporelle est réalisée par la filtration définie par

Hn = pour H~ = H~+1 ~ GVH-
DEMONSTRATION. Nous nous bornons à indiquer brièvement les modifica-

tions à apporter à la démonstration du théorème l, les An ayant la
même signification que précédemment. Pour plonger G dans la filtra-
tion (Hi), on remplace simplement le t.d’a. S précédemment défini
par le t.d’a. S’ égal à S sur Ac~ et égal à sur A~ . Pour plonger
la filtration (Fn) dans la filtration (Hi)i~I, il n’y a rien à changer.

Nous espérons pouvoir aborder le problême de la compatibilité
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temporelle d’une tribu G avec une filtration dans un pro-
chain article. +
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