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Université de Strasbourg 1978/79

Séminaire de Probabilités

SUR L'EXTENSION DE LA DEFINITION D'INTEGRALE STOCHASTIQUE

par R. Cairoli

En s'inspirant d'un résultat que Wong et Zakai ont &tabli dans [10], en vue

d'étendre la définition des deux types d'intégrale stochastique

{ @ aw et f/ b awaw

R R2IR?
+ + +

aux processus ® et Y qui ne satisfont qu'd 1a condition d'intégrabilité faible

f @%dz < ®» p.s., resp. ff Y?dzdz < ® p.s.,

R R3<R?
+ 4+

+ 8

Walsh a démontré dans [7] une proposition qui peut &tre transposée dans un cadre
permettant d'effectuer la méme extension lorsque les intégrales stochastiques sont
prises relativement & une martingale de carré intégrable, resp. martingale forte

de puissance U4 intégrable, ou 3 des processus qui sont localement de ce type.

Le but de la présente note est de mettre en lumidre cette possibilité et, par
la méme occasion, de montrer que l'extension par localisation peut se faire sans

1l'emploi de théorémes de projection bidimensionnels.

Parmi legtravaux déjd parus, consacrés d 1'étude du probléme qui nous concerne,
il faut citer principalement les deux articles [9] et [10] de Wong et Zakai. Le pre-
mier traite de l'extension de 1l'int&grale stochastique du premier type, prise rela-
tivement & une martingale forte de carré intégrable, et de celle du second type,
prise relativement 3 une martingale forte de puissance L intégrable et dont les 1-
et 2-processus croissants associés sont dominés par une mesure déterministe. La
méthode employée s'inspire de celle de Ito. Le deuxiéme article traite de l'extension
par localisation, mais dans le cas du processus de Wiener W seulement. Les auteurs
remarquent toutefois que leur lemme de base s'étendrait au cas d'une martingale de
carré intégrable quelconque, si 1'analogue bidimensionnel du théoréme de projection
prévisible était disponible. Dans un article non encore publié [5], Merzbach traite
du probléme de l'extension de 1l'intégrale du premier type dans le cas d'une martin-
gale de carré intégrable. Malheureusement, la méthode qu'emploie 1l'auteur repose

sur un théordme de projection prévisible non encore &tabli correctement (voir & ce
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sujet l'article de Doléans-Dade et Meyer [4]).

Pour la notation et les notions non définies, nous renvoyons le lecteur & [2].
Tout au long de la note, nous supposerons donnés un espace probabilisé complet (Q, F
P) et une famille {JZ: z € ]Ri} de sous-tribus de F satisfaisant aux conditions

F1 — FL4 de [1].

Nous désignerons par z, le point (k,k) & coordonnées entiéres positives; R
tiendra place de [0,z]. Si o = (ui) et T = (vj) sont des subdivisions dysdiques fi-
nies de [0,k] et {Xst: (s,t) € Rzk} est un processus, nous poserons (suivant Doléans
—Dade et Meyer [4]), pour tout (s,t) € Rzk,

XO'T - XX

st u.vjl{(ui,vj)«(S,t)<(ui+1,vj+l)}-

i, 1
Nous désignerons par lim0 ou 1im_[ la limite quand 0 ouT parcourent une suite de sub-
divisions dyadiques finies de [0,k] dont le pas tend vers 0. Méme interprétation

lorsque lim est remplacé par lim sup ou lim inf.

Nous commencerons par un lemme, essentiellement déjd démontré par Doléans-Dade

et Meyer dans |4], démonstration de la proposition 5.

Lemme. Supposons que le processus croissant {AZ: z € 1Ri} vérifie la condition
suivante: il existe une suite de processus croissants prévisibles intégrables ! {Arzl:
z GIRf_} telle que
n+l n

a) {AZ AZ : oz E]Ri} est un processus croissant pour tout n;

. n _ 2
b) 11mn_)m AZ Az, pour tout z E]R+.

Supposons, en outre, que M est une v.a. bornée \}Zk—mesurable et posons, pour tout

z € Rzk, M= E{M| F,}. Nous avons alors 1'inégalité

B{MA, } > E{ [ lim inf_ lim inf_ MZTdAZ}.
k RZk

Démonstration. Fixons k et désignons par {MS s € (0,k]} le processus des

"
limites & gauche d'une version cddldg de la martingale ordinaire {Msk’ ‘}sk: s €[0,kI.

Puisque {Arslk: s 61R+} est un processus croissant, prévisible par rapport & {J:E,k: s

EIR+}, en raison d'un théoréme de Doléans-Dade [3],

n n
~k(Au k Au.k)}'

n ., _ n _oq
E{MAzk} =E{ [ M aA }=1lim E{ ] M )
1 1 i+l 1

(0,k] &

1) "Intégrable" signifie pour nous que chaque v.a. du processus est intégrable.
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Le méme raisonnement appliqué, pour chaque i, & la martingale {M t"git: t €[0,k]}
s
i

et au processus croissant {An £ " AE t: t GIR+}, prévisible par rapport a {C}kt:

t G.m+}, nous montre que le dér%ier membre est égal &

. n n
M - =
llmc E{Z f u.td(Au. t Au.t)}
i (0,k] "i~ i+l i
lim_1im_ E{ J M _ (A" - A" - A" + A0 )} =
a T L. V. . . . . . V. V.
1,] Yy J l+le+1 u1+lv3 ule+l ule
lim_1im_ E{ [ M°'aa"}.
o] T z 2z
R,
Kk .

En appliquant le lemme de Fatou au dernier membre, il résulte que 1'inégalité de
1'énoncé vaut pour A" 3 1a place de A. Il ne reste alors plus qu'd faire tendre n

vers 1'infini.

Nous dirons qu'un processus croissant {AZ: z é:mi} est localement intégrable,

s'il existe une suite (Dn) de voisinages d'arrét bornés de l'origine telle que

o) Dn (@) p.s., pour tout n;

n+l
- 2 .

B) ln l Dn = :m+ D.S.3

v) E{ fz ID (z)dAZ} < ®, pour tout n.

F+ n

Le résultat de Walsh annoncé au début de cette note peut s'énoncer ainsi:

Théoréme. Tout processus croissant qui vérifie la condition du lemme est loca-—

lement intégrable.

Démonstration. Nous suivons de prés le procédé indiqué par Walsh. Soit {AZ:
z €<Ri} un processus croissant vérifiant la condition du lemme. Désignons par ID

1'ensemble des points deimi dont les deux coordonnées sont dyadiques. Posons

Ml;n = P{Azk > nl ,:}-Z},

o n o
Dep = (J1l0,2): MIZ < 3 pour tout €DN[0,z)}, D =D.

. o . ' ~ e s D D
Il est clair que Dkn est un volsinage d'arrét de l'origine et que kn C K ,n+l

p.s.. De plus, par 1'inégalité maximale des martingales, nous avons

E{sup (Mlcm)z} < 16 P{Azk > n},

€D

ce qui entraine que, pour k fixé, Min décroft vers 0 p.s., uniformément en ¢ € ID,

quand n > ©, et donc que L_j Dkn =:mi p.s. D'autre part, en utilisant le lemme, nous
n
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pouvons écrire

n>E{A, ; A, <n}2E{ [ lim inf lim inf (1-M)Tan } =
X k R (o2 T A z
Zx
E{ [ (1 - 1im sup_ 1lim sup (Mkn)OT)dA }.
R [0} T VA Z
M . . Zk
D
als si z € n®

n

. . n,\oT
l 1
im sup 1lim sup_[(Ml; ) g SupCEIDn[O,z)Mlc{ < 3,

ce qui nous permet de conclure que le dernier membre majore

3E{ [ I, (z)a}
Z
R, kn
k
et donc que cette espérance est majorée par 2n. Pour avoir le voisinage d'arrét D
n

. -’ . n
de la suite cherchée, il ne nous reste alors plus qu'd poser D = ‘ ,(D nRrR ).
n n z
k

k=1 k

Nous pouvons maintenant aborder le probléme de l'extension de la définition

des deux types d'intégrale stochastique.

Nous commencerons par le premier type et supposerons donc qu'une martingale
de carré intégrable M = {Mz"jé: z G.Ri} est donnée. Nous désignerons par <M> =
{<M>Z: z éimi} 1'unique processus croissant prévisible intégrable tel que {MZ - <MW,
3;: z (]Bi} est une martingale faible. L'existence de ce processus découle d'un
résultat récent de Meyer [6], selon lequel le processus croissant construit dans [1],
p. 117, est prévisible. Merzbach nous a fait observer qu'en utilisant une des deux
projections prévisibles itérées considérées dans [4], 1'unicité se démontre exacte-

ment comme dans le cas uni-dimensionnel.

soit @ = {p(g): ¢ éimi} un processus prévisible tel que

f (pz(C)d<M>C < ®» p.s., pour tout z E]Ri.
R,
En désignant 1'intégrale au premier membre par Az’ nous définissons un processus
croissant {AZ: z E:mi} qui vérifie la condition du lemme. En effet, une suite {A":
z

z GIRi} satisfaisant 4 a) et b) de ce lemme s'obtient, par exemple, en posant

AV = [ ©*(z) An a<m>
2z
RZ

-
Le th&oréme nous permet donc de conclure qu'il existe une suite (D ) de voisinages
n

d'arrét bornés de l'origine vérifiant a) et B) et telle que, pour tout n,

= 2 : ©
EgRé IDn(C)dAC} EER% (@ IDn)(C)d<M>C} < w,
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Il est dans ce cas possible de ramener la définition de 1'intégrale stochastique
de @ par rapport & M au cas déjd traité dans [1]. Il suffit pour cela de poser,

pour tout z €]Ri,

/ o(z)au, = lim Rf (cpIDn)(c)nd.

RZ Z

Cette limite existe p.s. et ne dépend pas du choix de la suite (Dn). Pour établir
cette assertion, il suffit de démontrer que si D et D' sont deux voisinages d'arrét

bornés de l'origine tels que D ( D' et que

E{m{ (wZID.)(c)d<M>C} < o,
alors *
/ (coID,)(c’)dMC = f (eI )(g)aM,, p.s. sur {z € D}.

R, ‘ R,

4

De meniére équivalente, cela s'exprime en disant que si D est un voisinage d'arrét
borné de l'origine et si

B { wzgg)d<M>C} <,

alors E+

f (@I c)(C)dM =0, p.s. sur {z € D}.
D 4
R
z
Or, dans le cas particulier ol @ est un processus élémentaire et D est étagé, cette
conclusion résulte facilement en calculant 1'intégrale. Dans le cas général, il suf-
fit d'approcher @ par des processus élémentaires et D, du dessus, par des voisinages

d'arrét étagés ([2], proposition 2.2).

On remarquera que si la martingale M est continue & droite, on pourra choisir

une version de 1l'intégrale stochastique qui est continue a droite.

L'extension de la définition de 1l'intégrale stochastique du deuxiéme type s'ef-
fectue de maniére analogue. La martingale par rapport & laquelle on intégre est for-
te et de puissance L4 intégrable (cf.[1]): nous la désignerons encore par M = {MZ: z
e:mi}. Nous désignerons en outre par <M>! = {<M>;t: (s,t) GJRi} 1'unique processus
croissant l-prévisible (c'est-d-dire prévisible par rapport & {Q}ém: s EIR+} pour

t fixé) intégrable tel que {Mst - <M>; Jé : s é:m+} est une martingale, pour tout
00

t’
t EIR+, et par <M>? le processus défini de la méme manidre en interchangeant le rdle
de s et t. Dans l'introduction, ces deux processus ont &té appelés 1- et 2-processus

croissants associés a M.

Nous dirons qu'un processus indexé par (z,n) EIR:XIRi est prévisible (cf.[11),
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s'il est mesurable par rapport d la tribu sur IRiXIRiX Q engendrée par les ensem—
bles de la forme (zl, z;]x (z2, z;] xF, ol les rectangles du produit sont non vides

et tels que si ¢ appartient au premier et n au deuxidme, alors LA n, et oi F €

C;él \" zz'

Soit ¢ = {Y(z,n): ¢, n é:mz} un processus prévisible, nul sur {(g c4n}
et tel que
[ W (z,m) d<M>Cd<M>l < © p.s., pour tout z éimz

RXR

Désignons par Az 1'intégrale au premier membre et par AZ la méme intégrale avec
$?(z,n) An & la place de U?(g,n). Le processus croissant {AZ: z (:mi} ainsi défini
satisfait a la condition du lemme. En effet, les processus croissants {AE: z Eimi}
sont intégrables et vérifient visiblement a) et b) de ce lemme. Ils sont en outre
prévisibles. Pour le démontrer, il suffit de prendre un ensemble (zl,z;]x(zz,z;]XF
de la famille génératrice de la tribu prévisible et de prouver que le processus

croissant dont la v.a. d'indice z est

I, 1

R_ xR
Z Z

(g) 1 (n) d<M>2 d<M>r1]

(zy5 2{] (z,5 2,1

est prévisible. Or, il est évident que ce processus est 4 la fois 1- et 2-prévisi-
ble, donc un résultat d & Merzbach et Zakai ([L], corollaire de la proposition 2),

nous permet de conclure .

En vertu du théoréme, il existe une suite (Dn) de voisinages d'arrét bornés
de l'origine vérifiant o), B) et Y). D'autre part, en considérant d'abord le cas
particulier d'un voisinage d'arrét étagé et en approchant ensuite Dn’ du dessus,

par des voisinages d'arrét de ce type, il n'est pas difficile de constater que

1, (c)aa =[] ( wZI‘ (g n)a<m>la<wl,

m{n CIRXIR

ol 5n = {(z,n): ¢Vn € Dn}' Ainsi, pour tout n,

E{ ff ($%I2 )(z,n)a<m>2a<M>l} < =
R? xIR? Dy oo

et nous pouvons donc, comme pour 1l'intégrale du premier type, ramener la définition

1) Nous ne faisons pas de distinction entre processus indistinguables.
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de 1'intégrale stochastique de Y par rapport & MM au cas déja traité dans [1], en
posant, pour tout z (:mi,
[] Wz,n)amaM = lim [ (WIs)(g,n)am au .
R xR & B> g xR Dy ¢
z Tz z 'z
Cette limite existe p.s. et ne dépend pas du choix de la suite (Dn), ce qui se dé-

montre comme dans le cas de 1l'intégrale stochastique du premier type.

On remarquera que, puisque M admet une version continue & droite (en vertu
d'un résultat dii & Walsh [8]), on pourra choisir une version de 1l'intégrale sto-

chastique que nous venons de définir qui est aussi continue & droite.

L'extension des deux types d'intégrale au cas ol M est localement une martin-
gale de carré intégrable, resp. martingale forte de puissance U4 intégrable, peut se

faire par localisation (cf.[2]). Nous laissons au lecteur le soin de la réaliser.
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Note : Dans un article a paraftre intitulé "Sur la régularité des trajectoires des
martingales & deux indices", D, Bakry a récemment démontré que les martingales ont
des versions cadlag. Ce résultat permet d'apporter & l'exposé qui précéde quelques
simplifications évidentes. Il permet en outre d'établir le théoréme de projection qui
sert A réaliser le programme indiqué par Wong et Zakai mentionné dans 1l'introduction
(voir a ce sujet l'article & paraitre de Merzbach et Zakai intitulé "Predictable and

dual predictable projection of two-parameter stochastic processes").



