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APPLICATION D’UN LEMME DE T.JEULIN AU GROSSISSEMENT

DE LA FILTRATION BROWNIENNE.

M.YOR

1. INTRODUCTION ET POSITION DU PROBLEME :

désigne l’espace de probabilité de référence. Soient et

deux filtrations (1) composées de sous-tribus de ~, et vérifiant :

Vt,.tt c ~t. L’espacer des y-martingales de carré intégrable qui sont

également des $-martingales est un?-espace stable (i.e : stable, relative-

ment à la filtration ~). Il découle de cette remarque que, pour que l’hypo-

thèse : (H) toute ~ martingale est une ~-martingale soit réalisée, il suffit

(et il est évidemment nécessaire) qu’elle soit vérifiée par une famille

génératrice de l’espace des f-martingales de carré intégrable (considéré

comme 1-espace stable).
Il n’en est pas de même (voir ci-dessous) lorsque l’on s’intéresse à l’hypothèse :

(H’) toute ~’-martingale est une ~-martingale.
Dans la suite, - p est une probabilité sur ~0,~ ~, telle que n(dx)x  oo,

qui est supposée, dans tout l’exposé, différente de EQ ( le cas p = e est
trivial). - est une filtration donnée, et Of) 
mouvement brownien réel, nul en 0.

- (F t)t~0 est l’a plus petite filtration contenant F et telle que

le processus (I t= 
] t ,~] Bsd (s),t~0 

soit F -adapté.

(1) toutes les filtrations considérées ici satisfont -sauf mention contraire-

les çonditions habituelles.
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L’objet de cette Note est d’étudier la propriété (H’) pour le couple (~,‘~ ) et,
plus précisément, de caractériser les 1-martingales locales qui sont des

F -semi-martingales.
En [2]. K.Ito a montré que est une F -semi-martingale lorsque  = ~1

(voir aussi [4]), et (s) ds, et a posé -sous une forme légèrement

différente- la question de savoir si (H’) est vérifiée pour le couple (~,‘~~).
D’après [4], la réponse est négative pour 11 = de façon générale, il

résulte de la suite de l’article que (H’) est vérifiée -dans ce cadre- si, et

seulement si, ~(~ ~o!) n’est pas à support compact.

Signalons enfin que la méthode de démonstration employée ci-dessous est tout

à fait différente de celle fai"E en [4], qui reposait essentiellement sur

l’inégalité de Hardy dans L2. Ici, c’est un lemme dû à T.Jeulin [3] qui joue

le rôle essentiel (voir le paragraphe 3).

2. LE CAS OU 11 EST A SUPPORT COMPACT.

Enonçons tout d’abord un lemme préliminaire qui nous permettra de nous res-

treindre dans la suite à l’étude des (Ft) martingales locales qui sont intégrales

stochastiques par rapport au mouvement brownien B.

Lemme 1. Soit un (Yt) mouvement brownien réel issu de 0, et 

une (~t) martingale locale. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) U et B sont orthogonales, ie : UB est une (~t) martingale locale.
ii) U est une martingale locale -réduite à l’aide de (Ft) de temps d’arrêt-

par rapport à la filtration (F’t= (Ft+~B~)), où B~=03C3{ Bs,s ~ R+ }.

Si l’une de ces conditions est réalisée, U est a fortiori une martingale

locale par rapport à toute filtration ( ~ ) telle ue 
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Démonstration : Par arrêt (à l’aide de (~t) temps d’arrêt), on peut supposer
que U est une martingale uniformément intégrable.

i)2014~ ii) Grâce à la continuité à droite (dans L~) du processus U, il suffit

de montrer : V s  t, V b(~s), c b{Poo) ,
°

Notons la filtration naturelle de)J. La (Qt) martingale M def 
est la somme d’une constante et d’une intégrale stochastique par rapport à

0J : c’est donc une (5t) martingale, égale à et qui est, de plus,

orthogonale à U.

On a donc :

°

Par hypothèse,on a :

Vs  t, ’if SE b(~s), b(s~ ) ~

Pour tout n ~ N, notons Tn= inf{t ~ 0 /|Bt| ~ n}, et posons :

M~ = Bt ^ Tn. Il vient alors :

E[Ut E[Us Bt" T n et donc : =

(UB) est une (~t) martingale locale. La fin du lemme est évidente.

Revenons à l’étude du couple (~ ~~) ; ; notons a«oo) la borne supérieure du

support de ~, et =u(~ u ~~ , pour tout u E R+ .
Théorème 1. . Si X est une (~t) martingale locale qui se décompose en : :

X = + U, avec ~ processus p~révisible tel que .  ce

0 0

Pp.s, et U (it) martingale locale orthogonale à.B, , alors, X est 
martingale si, , et seulement si, ,

(1) -a i ) a } -1/2  ~ , Pp.s.
0 

s
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De plus, , si cette condition est réalisée, l’intégrale

(2)j 1 f est finie Pp.s, et
o 

~ 

t 
s 

~’~ ~ ~ ~ °

(3) Xt - t^a0 ds03C6s (s) as du( (u))2 {]s,a](Bu-Bs)d (u)}
est une F -martingale locale.
Avant de poursuivre, il est aisé de remarquer que, pour la variable

est gaussienne, centrée, et a pour variance

Y~ =J 
s

Enonçons les principales conséquences du théorème 1, que l’on démontrera au

paragraphe 3.

Corollaire 1.1 : Le (Ft)-mouvement brownien B est une F -semi-martingale si,
et seulement si : A def a0 ds (s)(03B3 s)-1/2 ~.
La condition : A   ~ est réalisée dès qu’il existe une constante c>0 et

a , avec 0aa, tels que :

> cp(s)’ 

2 
Enfin il existe des probabilités  à support compact telles que : A  = ~.

Démonstration : La première assertion découle immédiatement du théorème 1,

appliqué à X =B . Pour la seconde, on minore, pour se [a,a], l’intégrale
par J~ c"(~-)(p(s))B et, finalement, au

~ 
s

voisinage de a, l’intégrand qui figure dans la définition de A est majoré

par 2 , ce qui entraîne : A  ~.
’

Enfin, la question de l’existence de  à support compact telle que Ap =°°

est résolue si l’on exhibe une fonction f continue, décroissante 
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avec f(1) = 0, et 11/2 du f(u) (1f(v)dv)1/2 = ~.

u

Or, la fonction f(u) ) = e 1~(1~) 2014L- 
2 

satisfait ces conditions.
(l-u)

Corollaire 1.2 : Soit ~(~~0) une probabilité à support compact.

L’hypothèse (H’) n’est pas vérifiée pour le couple (F,F ).
Démonstration : Si l’hypothèse (H’) était vérifiée, on aurait, pour toute

fonction (déterministe) f E L2 CO,a’ :
a 

_

f  ~

03B3 s
ce qui équivaut à :

a

)  oo . Or ceci, n’est pas puisque :
0

(P(s))~ ~ 1
- 

(a-s)

3. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.

Nous procédons par étapes. t

Etape 1. Notons f~(s) = ~YU , ’ et Y~= f 
0

Montrons tout d’abord que (Yt, ta) est une quasi-martingale, ce

qui entraînera que (Yt, est une ~~, semi-martingale. Pour cela,

posons 51 v ~ { Iu, t }

=Ft  03C3{I t} = Ft  03C3 {]t,a] (Bu- Bt)d (u)}, et remarquons que

F t = y t+.
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Soi ent s et t deux nombres réels tels que: 0sta. Le processus de Wiener

(Bu+s - Bs, u ~ 0) étant indépendant de Fs, on a :
EÎY~ - Y~l Jb 1

jV s
où désigne le nombre réel déterminé par l’égalité suivante:

03B1s,t 03B3 s = E[(Yt-Ys)]s,a](Bu- Bs)d (u)]

(4) =  d (u) u f (v)dv+ (tf (v)dv) (t).
]s,t] s s

En remplaçant y s par y s+~ , et en fa i sant tendre ~ vers 0, il vi ent :

ElYt-Ysi;kl = as, . t Jk,
soit encore, si l’on note, pour h > 0, ph Y la projecti on F -optionnelle de

(Y,s>0) :

~É ~~ ~ ~~ °

D’après Stricker [6], une condition nécessaire et suffisante pour que
(Yt,t~ a) soit une (F t)t~a quasi-martingale est que SUp C h  ~,- a>h>0

où 

C% = ~ 
Or,

C h = 1 h ~a-h ds03B1s,s+h E|J s|
~

= c h ~a-h0 ds(03B1s,s+h)03B3 s (c = 2/03C0).

a

y r _
Il découle alors de (4) que C J dSV(S)  °~, d’où le résultat.

o
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Etape 2. Notons A Tunique processus continu, nul en 0, a variation finie

sur tout compact, et adapté à ~) tel que Y - A soit une (~) martingale
locale. Le but de cette étape est d’expliciter A.

On a bien sûr : A = A.. D’autre part, le processus étant une (~)
quasi-martingale, et vérifiant : E[sup) Yt|]~ , une légère modification du

ta .

théorème 54, p121 et 122, de Dellacherie [1], ou de celui de Meyer )5j,p.l57,

permet d’écrire : At= L1.lim Aht (ta), où :~ 
(h~O) 

Aht = 1 ht0[(phY)s - Ys]ds = t0 03B1s,s+h h J sds.

Or, 1 03B1 (s) , et Ton peut appliquer le théorème de convergence
"’h s,s+h (h-~0) ~~~
donnée relativement à la mesure ~ ds, puis a P, a Taide de la majoration : 1

|1 h 03B1s,s+h J s|~ |J s| f (s) , la variable (J sf (s)) étant normale réduite centrée.

tAâ 
_

Finalement, on obtient : B = J 
0 

~~ ~ . ~’
(Dans la suite, on note N= Y-A).

Etape 3. Soit Xt = ~t003C6s dBs, avec 03C6 processus F-prévisible tel que :

Vt.) pp.s. (d’après le 1emme 1, il suffit de considérer ces

0

~ -martingales locales). On veut montrer ici Que :

- i) X est une F -semi-martingale si, et seulement si, l’intégrale figurant en

(2), soit : a0 ds|03C6s| (s) s|J s|, est finie Pp.s.
ii) si cette condition est réalisée, Xt- t^a0ds03C6s (s) (s)J s est une (F t)

martingale locale.
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On peut clairement prendre pour intervalle de temps T = [0,a].
Si Xt= t0 03C6s dBs, on a aussi, en posant 03C8s= 03C6s/f (s)1(sa), Xt= ~t003C8sdYs,
pour tout t ~ a.

- Si ~ est borné, l’intégrale stochastique de ~ par rapport à Y ne dépend

pas de la filtration par rapport à laquelle Y est une semi-martingale. On

peut donc écrire, avec les notations de l’étape 2 :

(*) Xt = t03C8s dNs + t03C8s dAs (t ~ 0).
o 0 

t

- Si on suppose seulement que, pour tout Pp.s, un
0

passage à la limite (portant sur ~ , pour la convergence en probabilité)

permet de montrer que la formule (*) est encore valide pour tout t  a.

- Supposons maintenant que X est une (?") semi-martingale. D’après (*),

l’unique processus C continu, nul en 0, à variation finie, tel que :

X - C soit martingale locale vérifie :

Vt  a, Ct = dAs.
0

Cette égalité se prolonge par continuité à (t = a) ; ; en particulier,

a|dCs| = a|03C8s||dAs |  ~ Pp.s,
0 0

i.e : : l’intégrale figurant en (2) est finie Pp.s.

De même, le processus défini par (3) est une (~’t) martingale locale.
. ra

- Inversement, si J Pp.s, le processus

a 0
’ ( t ~ 0) est à variation finie sur tout compact, et l’égalité (*)

0

se prolonge par continuité à tout t  a. En conséquence, X est une (fi)
semi-martingale, et (Xt- t0 03C8sdAs, t ~ 0) une (F t) martingale locale.
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a 
_

Etape 4. Il nous reste à montrer que : J ~u(s) Pp.s, si et seulement
- ------ 

’0 
S 

si : 1 1 É3( Ju ! 0. Pp.s.
o 

s s

Comme cela a été annoncé dans l’introduction, c’est le résultat suivant, dû

à T.Jeulin [3], qui sert ici, ainsi que pour d’autres exemples de grossisse-

ment (cf C31) d’outil fondamental.

Lemme 2 : (Q,1, (~t), P) désigne un espace de probabilité filtré usuel, et
un processus croissant (~ t) prévisible.

Soit un processus mesurable positif qui vérifie la propriété

suivante :

Il existe une probabilité À sur telle que :

r
 oo ; a{0}= 0 ; et :

pour toute fonction f : R+-~ R, borél i enne, bornée :

(5) (p)(f(R))t = 03BB(dx)f(x), pour t~ supp(K)
Alors, (~ RsdKs  ~) = (K~  ~) Pp.s.

0

Quitte à faire le changement de temps : t~2014~2014 , , on peut évidemment prendre
(1+t)

pour intervalle de temps T =[0,a[. Le résultat cherché découle alors du lemme

de Jeulin appliqué au processus croissant

t 
_

Kt = 0 ds|03C6s| (s) 03B3 s, et au processus Rt= 1 t|J t|, qui vérifie (5), avec

03BB(dx) = 2/03C0 dx e-x2/2
4. LE CAS 0U y N’EST PAS A SUPPORT COMPACT.

Dans ce cas, la fonction continue est strictement positive, et donc

bornée inférieuranent par un réel positif, non nul, sur tout compact de R+.
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Aussi, les difficultés rencontrées au paragraphe 3 disparaissent, et, reprenant

la démonstration précédente avec a = oo, on obtient le :

Théorème 2 : Si  n’est pas à support compact, la propriété (H’) est vérifiée

pour le couple (~,~~).
De plus, si X est une martingale locale qui se décompose en : : X=~.B+U,

avec ~ processus (~ t) prévisible, et martingale locale orthogonale à B,

le processus :

Xt- t0ds03C6s (s) ~du( )u))2 {]s, ~[(Bu- Bs)d (u)} est une (F t)t~0 martingale

s

locale.

Remarque : Là encore, le lemme de Jeulin permet d’obtenir des précisions

intéressantes.

Si X est une (1t) martingale locale, on note X = M + C sa ~~-décomposition
canonique (M est une ~-martingale locale ; C un processus à variation finie,

continu, nul en 0).

Si l’on reprend la démonstration du corollaire 1.2, il apparaît que pour que

toute (Ft) martingale de carré intégrable X = M + C vérifie ~0|dCs| ~ Pp.s,

il est nécessaire que ~~0 ds ( (s))2   ~.

~ { 
s

Or, ceci n’est pas possible, cette dernière intégrale de Riemann étant égale

à +co= - log + log F(0), si A fortiori, il n’est

u

pas vrai que toute (1t) martingale de carré intégrable soit une (~t) semi-

martingale de Hl.
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Note ajoutée au texte initial (Décembre 1979) :

La bonne présentation - selon la terminologie de D. Williams - est de
grossir Ta filtration (~t) avec une variable générique (que l’on peut sup-
poser centrée) de l’espace gaussien engendré par le mouvement Brownien 

soit ~~0 f(s)dBs (f~L2(R+,ds)).
J’espère présenter, aussitôt que possible, cette généralisation des

résultats qui figurent dans le présent article, en indiquant dès maintenant
que la version "générale" est très voisine de la version "restreinte".


