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Séminaire de Probabilités XIV

1978-1979

PROLONGEMENT DES SEMIMARTINGALES
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L'objet de ce travail est d'étudier le prolongement en 0O et +® des semimartin-
gales dans ]0,+»[, Aprés avoir étudié ce cas particulier avec des méthodes
probabilistes, nous donnerons un résultat général de prolongement qui a des
applications intéressantes pour "les mesures semimartingales" (cf [8]). Pour cela
nous utiliserons un théoréme d'analyse fonctionnelle dfi & Maurey et Pisier [5].

Nous remercions vivement P. A. Meyer pour ses nombreuses remarques et améliorations.

PROLONGEMENT DES SEMIMARTINGALES SUR JO,+of,

Précisons d'abord les notations et faisons quelques rappels, Soit
(Q,%,(gt)P) un espace probabilisé filtré vérifiant les conditions habituelles
de la théorie des processus, Soit X une semimartingale, On dit que X est une
semimartingale jusqu'a 1'infini s'il existe une suite (Tn) de temps d'arrét
tendant stationnairement vers +w, tels que pour tout n le processus X arrété
a l'instant Tn , noté iTn , soit une semimartingale appartenant a H1 . Le
théoréme suivant qui améliore un résultat de Lenglart donne une condition néces—

saire et suffisante pour qu'il en soit ainsi,

THEOREME 1, Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) X est une semimartingale jusqu'a 1l'infini,
b) il existe une loi de probabilité Q équivalente & P telle que X soit une

Q -quasimartingale,
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c) pour tout ensemble prévisible A , la suite (1A.X)n converge en probabilité

lorsque n tend vers +» ,

Démonstration : Meyer a établi 1l'implication a) ::#b) dans l'artic¢le

7] . Réciproquement si X est une quasimartingale, il éxiste deux surmar-
tingales positives X' et X" telles que X = X' - X" , On remarque alors
aisément que les temps d'arrét Tn = inf{t, X't 2n ou X"t > n} tendent
stationnairement vers +o et les surmartingales (X‘)Tn et (X")Tn appartiennent
a la classe D , donc a H1 . L'implication a)::gc) est bien connue., La
démonstration de la réciproque est plus délicate et se fera en élusieurs étapes,
Nous noterons X la semimartingale X arrétée a l'instant n . D'aprés un
résultat de Dellacherie [1] , il existe une loi Q équivalente & P telle que
toutes les semimartingales x* appartiennent & l'espace normé Tea :

autrement dit, pour la loi Q, X est spéciale de décomposition canonique

Xn = Mn + An , Mn appartenant a l'espace vectoriel M des martingales de carré
intégrable muni de la norme Iqug;:= E[Mn,Mn]m,An appartenant & 1l'espace vectoriel
G des processus a variation intégrable muni de la norme ”Anl[G = E[JmldAn[] .

3] désigne la tribu quotient de la tribu prévisible P par la relatign d'équiva-

lence : A ~B si et seulement si pour tout n , 1A.Xn = 1B.Xn . On pose :

Bl = Iy + 118"

l(1,=15) X"

- a pour tout A,B € P
2°(1 +[x")

a(a,B) = %
n

TMa) = (1A.Xn)m pour tout A € P
. n . , . ca s
J(A) = 1lim J (A) , la limite étant prise en probabilité.
n-oo
On désigne par L° 1'espace vectoriel topologique des variables aléatoires p.s.
finies, muni de la topologie de la convergence en probabilité avec la quasinorme

vlle = 01, l0]7 .
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Le lemme suivant est analogue au lemme 1 d'Emery [3] avec une démonstration un peu

différente.

LEMME 1. d est une distance sur § pour laquelle P est complet,
Les applications 7" de  dans L° sont continues pour tout n et J est

aussi continue,

Démonstration : d est évidemment une distance sur © . Si (An) est une suite

de Cauchy pour d , c'est aussi une suite de Cauchy dans

n,n-. n
LQ(p 5 M_Q) ﬂL1(P bN Igud_Q

Tn 2R "n 2R

Donc (1A ) converge dans Lz(...) n L1(...) vers 1'indicatrice d'un ensemble
n

prévisible A . Par conséquent (An) converge aussi vers A dans © . Les

applications 7% sont lipschitziennes, donc continues. Il en résulte que J

admet aussi un point de continuité, Comme J est additive, on vérifie aisément

que J est continue partout.

Nous abordons maintenant la deuxiéme étape de notre démonstration.
*
LEMME 2. La variable aléatoire X = supIXS| est finie p.s.

Démonstration : Par hypothése, les variables aléatoires Jn(A) convergent dans
L° vers J(A) « En prenant A = E x Q , on constate que la suite X: = Xn
converge en probabilité lorsque n +o , Quitte & extraire une sous-suite, on
peut supposer que la convergence a lieu p.s. Notons Tn = inf{t 2 n,lXt|2|Xn|+1} .
Sur 1'ensemble T < 4w, |J(]n,Tn])| > 1, D'aprés le lemme 1 cette suite de

variables aléatoires tend vers 0 dans L° . Donc P[Tn < +©] tend vers O ,

*
Mais on a l'inclusion : {Tn < +2} D {X" = +»} . Donc p[x* = o] = 0 et le
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lemme est établi.,

Notons que le résultat du lemme 2 subsiste si on remplace X par 1l'intégrale
stochastique (sur [0,+e[) 1A.X pour tout ensemble prévisible A . On peut
alors invoquer un résultat de Lenglart [4] cu donner une démonstration directe
pour la derniére étape. Rappelons que nous avons choisi pour le lemme 1 une loi
Q équivalente & P telle que toutes les semimartingales X" soient dans

7% ® (G . Compte tenu du lemme 2 , on peut exiger de plus que EQ[X] < +® .

Nous fixons désormais la loi Q et toutes les intégrales se rapporteront a

cette loi., Comme la semimartingale X" est dans 7% ® G, elle est spéciale, de
décomposition canonique > Gl « Il existe un processus prévisible e

a valeurs dans {—1,1} tel que e:dAn = [dAnl pour tout n . Posons :

O = Mgoq} O = Tqemoq) ¢ SOIE T = inf{t,'(o‘,x)tlvl(g',x)t| >p} . Les
processus c.X et o'.X arrétés a l'instant Tp sont bornés par p + X* car
A(g.X)Tp = oq AXT . Nous noterons encore g.X (resp.c'.x) les processus arrétés a
1'instant Tpp. D?aprés le lemme 2 , (U.X)* est aussi fini p.s. et la suite
(Tp) tend stationnairement vers +® , Pour établir que X est une semimartingale
jusqu'a 1'infini, il suffit de montrer que les semimartingales arrétées o.X

et o0'.X sont dans Fy « Or o.An est un processus croissant intégrable et
c.Mn est une martingale de carré intégrable que nous pouvons supposer nulle

en 0 ., Dans ce cas E[o.A:] = E[U.XEJ <p+ E[X*] . Gra3ce au lemme de Fatou, on
en déduit que E[c.A_] < +» . Comme (oM™ < (c.X)* + 0.A_ , on en déduit que

la martingale ¢.M appartient a H et le théoréme 1 est établi.

On a un théoréme analogue pour le prolongement en O des semimartin-
gales dans ]0,+»[ ., Nous dirons d'aprés [6] et [8] qu'un processus X est

une semimartingale dans ]O,+®[ si pour tout n , X1r1 sl est une semimartin-

’

gale au sens habituel.
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THEOREME 2. Soit X une semimartingale dans JO,+w[ . Alors X est la restriction
a 70,+=[ d'une semimartingale si et seulement si pour tout ensemble prévisible

1
A , les variables aléatoires J1 1AdX convergent dans L1° .
n

Ce théordme est analogue au théoréme 1 et on peut transcrire
la démonstration précédente mais c'est beaucoup plus pénible... En particulier
1'équivalent du lemme 2 utilise un résultat de Mertens explicité dans [9] et
qui nous a été communiqué par Meyer.
C'est pourquoi nous allons établir un résultat plus général avec une méthode

différente faisant appel a 1l'analyse fonctionnelle.

UN THEOREME GENERAL DE PROLONGEMENT.,

Dans 1'étude en O et +» nous étions amenés 3 introduire les

semimartingales jusqu'a 1l'infini Xn = 131/h
b

le résultat général qui englobe les théorémes 1 et 2 .

n ..
X (respe X =1 .X) « Voici
1% (resp [o,n]

THEOREME 3. Soient (An) une suite croissante d'ensembles prévisibles de

. n . . . . 5 e s
réunion A et (X ) une suite de semimartingales jusqu'a 1'infini telles que :

X" = 1 .Xn+1 et pour tout ensemble prévisible X 1la suite (1K.Xn)m converge

dans L° vers une v.a. notée J(K) « Alors la suite (Xn) converge pour la
topologie des semimartingales vers une semimartingale X telle que 1AC.X =0,

Démonstration : La démonstration se fait aussi en plusieurs étapes. Rappelons

d'abord un trés joli résultat d0i & Maurey et Pisier [5] .

THEOREME 4. Pour tout o € 70,1 il existe & € ]0,1[ tel que pour toute

famille finie Z1""’Zn de v.a. et toute suite finie de réels c1,...,cn

bornés par 1 :
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n n
ofl = cz.lz 1] <o+ K me[l z efih 8]
i=1 1t e i=1

n . .
ol e parcourt l'ensemble {—1,1} , K étant une constante universelle.

Soit I 1'algébre engendrée par les intervalles stochastiques
dyadiques., Comme l'ensemble des v.a. de la forme J[(A\An) N B] , B parcourant
I , est dénombrable, on peut supposer que toutes ces V.a. appartiennent a
L1QQ) (c£ T1]). Notons que J(An N B) = (1B.Xn)°° est aussi intégrable pour
tout n . Nous nous proposons de montrer maintenant que pour tout ¢ >0 il

existe un réel c € R tel que Q[lJ(f)l >c] < pour tout £ €T , T

£

3
désignant 1l'enveloppe convexe de I , Fixonx e > O et prenons @ = % o I1 1lui
correspond d'aprés le théoréme 4 un certain & > O ., Par ailleurs il existe
M>0 tel que d(B,d) N implique Q[IJ(B)I > g] < é% . Rappelons que
A=U An et que la suite (An) est croissante, Ainsi il existe ng tel que
d(A\An ,QO <M . Notons J la "restriction" de J a A\An c'est-a-dire :

o o

f(B) = J(B n (A\An )) pour tout B € 5 « Alors pour tout B prévisible
o

Q[lf(B)l > g] < é% . Tout élément f de T s'écrit sous la forme :

n
£ = 3 xp1D ou les (Dp) appartiennent & I , sont deux a deux disjoints et
p=1 P
n
0 < xp <1 pour tout p. Or T + 1D = 1D - 1D’ avec D,D' € T car les
p=1 P n
(Dp)‘ sont deux & deux disjoints. Donc @[ |F( = % 1D )| 2 87 <q[|T(D)] = g] +
p=1 P

+ erf(D')l > g] < 2% . Le théor2me de Maurey et Pisier implique que

[ = = Ne
QLIT()! 2 1] s ¢ pour tout £ € T . Comme J(Ano nB) = (1B.X )m pour tout

No

B € P et que la semimartingale X est une semimartingale jusqu'a 1'infini,
il existe c' € R tel que pour tout £ € T , Q[|J(Ano Ne)lz2c'lse. or
J() = T(.) + J(Ano N.) . Donc il existe c € R tel que pour tout £ € I,
Q[lJ(f)l >c] < 2 . On sait d'aprds un résultat de Dellacherie - Mokobodski

dont la démonstration a été améliorée par Yan [11] qu'il existe une loi Q'

équivalente & Q telle que sup E_,[J(£)] < +o .
ef Q
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I1 en résulte que XT = J([O,T]) est une Q'-quasimartingale dont on peut choisir

une version cEdng (il suffit de reprendre la démonstration du théoréme 1.5 de
[97). Aprés le choix de la bonne version, Xy = J[0,T]) a encore lieu pour tout
temps d'arrét dyadique T . A 1'aide du lemme 1 et du théoréme de convergence
domminée pour les intégrales stochastiques, on voit que 1l'ensemble des B € P
qui vérifient J(B) = (1B.X)oa est une classe monotone. Comme il contient

1'algébre engendrée pour les temps d'arrét dyadiques, cette égalité a lieu pour

tout B prévisible, Comme G «X , on en déduit que la suite (Xn) converge

Ay

pour la topologie des semimartingales vers X . Il en résulte aussi que
1 «X = 0 puisque 1 g =0 pour tout n .
AS AS

Remarques :

a) La convergence pour la topologie des semimartingales entralne en
particulier le résultat suivant : si (Hn) est une suite de
processus prévisibles uniformément bornés tendant simplement vers
un processus (prévisible) H, alors Hn.Xn converge pour la
topologie des semimartingales vers H.X. Bien entendu, on ne peut
pas remplacer la condition de borniture uniforme par la condition

plus faible : € L(Xn) pour tout n .

b) Les applications aux mesures semimartingales sont développées dans

(8].

c) Une version plus faible du théoréme 2 figure dans [3] et [10].

RECTIFICATICN SUR LES EPREUVES, Dansg 1'énoncé du th.4, ajouter que les c

sont bornés par 1 en valeur absolue, et remplacer la formule par

n n
Qll z e¢;%l 2 1] ca +Ksup (inff A : Q[| T e;Z; > T <8 |)
i=1 - - € i=1 =" =

Dans la démonstration, ligne 9, choisir 7 tel que Q[lJ(B)Ig-ék]g % .
Ligne 13, pour B prévisible Q[lj(B)|§6§ I< % . Enfin, lignes 16-17

€
MWQPMDHz%]g%ﬁ@”;&h@ﬂwwgﬁ]gmSwsmw@mm
ensuite, p

i
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