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Séminaire de Provapnilités XIII

UNE SOLUTION SIMPLE AU PROBLEME DE SKOROKHOD
par Jacques AZEMA et Marc YOR

1. Introduction :
Soient (Xt) un mouvement brownien d une dimension issu de 1'origine et p
une loi de probabilité sur R, centrée et admettant un moment du second ordre.
On appelle Wu(x) le barycentre de la restriction de u & [x,»[, et on pose

St = suthS. L'objet principal de cet article est de montrer que le temps d'arrét
S<

T = inf{t 3 Sy zwu(xt)} résout le probléme de Skorokhod relatif a p, c'est
a dire satisfait aux conditions suivantes :

a/ La loi de XT est u.

b/ E[T] = \XR x2 du(x).

Par rapport aux constructions antérieures (Skorokhod [11], Dubins [2],
Root [10], Chacon - Walsh [1]),1e procédé proposé ici présente 1'avantage de ne
pas étre obtenu par un passage d la limite & partir de lois discrétes ; la solu-
tion est donc plus explicite. D'autre part on peut calculer, 1a encore explici-

tement, la loi des variables aléatoires ST et T en fonction de u.

Ce travail a été inspiré par la lecture (1) des articles de H.M. Taylor [12],
D. Kennedy [4], J. Lehoczky [7], D. Williams [13], dont 1'objectif était inverse :
étant donnée une fonction ¥ continue et T = inf{t 3 St )W(Xt)}, quelle est la loi
du couple (ST’T) ?

En ce qui concerne les méthodes,nous avons usé de maniére intensive du ré-
sultat suivant : Si f est de classe Cl, le processus f(St) +(Xt —St) f'(St) est

une martingale locale.
Ces martingales locales paraissent un peu simplettes mais suffisent dans de

nomoreux cas i obtenir des résultats d'accés difficile. Introduites en [18] de ma-
nieére compliquée, elles ont déja été utilisées par les auteurs en [19].

(1) Nous remercions vivement M. Basseville qui nous a fait connaitre les travaux
de Kennedy et Lehoczky.
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Comme deuxiéme exemple d'application de ces méthodes, nous donnons une
nouvelle démonstration d'un célébre théoréme di a D. Ray [9] et F. Knight [5]
sur le temps local du mouvement brownien.

Enfin, nous consacrons un appendice au théoréme de Paul Lévy sur 1'équi-
valence en loi des processus (S-X,S) et ([X| ,L°), ol L° désigne le temps lo-
cal en 0 du mouvement brownien X.

2. Quelques martingales simples associées au mouvement brownien

(,E ,(gt) » P) est 'un espace filtré vérifiant les conditions habituelles ;
X = (Xt) est une martingale locale continue (par rapport & la filtration (gt)) de
processus croissant (<X, X>t ). On désigne par (Lt) le temps local en 0 de (Xt) :
c'est le processus croissant continu tel que IXtI - Lt soit une martingale loca-
le. Le temps Tocal en a, (Li), est (défini comme étant) le temps Tocal en zéro de
la martingale locale (Mt-a). On pose enfin S, = ;2%:(Xs)’ et 1'on a le résul-
tat suivant

2.1. Proposition Soit f : (x,y,t) —f(x,y,t) une fonction réelle de classe ¢,

définie sur R?®, qui satisfait aux conditions :

1 n 1 - 1 1
> fxz +-ft =0 fX (0,y,t) + fy(o,y,t) =0

Les processus Sy - X, ,Sy, <X,X>.) et f(IX[,,L;, <X,X>.) sont des mar-

tingales locales.

Démonstration Appelons (Zt) le processus f(St -Xt ’St’ < XX >t) et appli-
quons Ta formule d'Ito ; i1 vient

t t
Z,=1,- So £1(Sg - Xgs Sgs <X,X> )X+ go(f)'(+f;/)(ss-XS,SS,<X,X>S)dSS

Dans la deuxiéme intégrale, on peut remplacer SS -Xs par 0 puisque dSS est
porté par {s| XS = Ss}‘ Cette intégrale est donc nulle ; le résultat relatif au
temps local se montre de 1a méme fagon.

2.2. Corollaires 1/ Le processus (St -Xt)2 - <X,X >; est une martingale locale

2/ Si f est une fonction de classe Cl,les processus
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f(St) -(St-Xt)f'(St) et f(Lt) -|Xt|f'(Lt) sont des martingales locales.

3/ Pour tout couple (p,q) de RZ, les processus

, q?
zg 9= [qchq (Sg=Xg) + Pshq (S =X)] expl-pS, - 5 <X, x>},
Np’q q2 .
Ag [achq [X.| +pshq |Xt(] exp{-pL, - > <X,X>,} sont des martingales
locales.

Nous aurons besoin d'une 1égére extension de 2/ qui s'obtient grace a un

argument de classe monotone :

2'/ Soit g une fonction borélienne bornée ; posons

X
G(x) = g g(u) du ; le processus
0

(1) G(St) - (St-Xt) g(St) est une martingale locale.

(on remarquera que, contrairement aux apparences, le processus ((St 'Xt) g(St))
est & trajectoires continues.)

3. Le probléme de Skorokhod

a/ Préliminaires analytiques Soit u une probabilité sur R admettant un

moment d'ordre 1, et centrée ; on pose

L tdu(t) si u[x,=[>0
v (x) = HPol el
X siu[x,=[ =0

Wu(x) est le barycentre de la restriction de u a [x,[ ;
La fonction W“ posséde les propriétés suivantes :

Wu est une fonction croissante, continue a gauche,vérifiant : V x,Wu(X) 2 X,
et 1lim Wu(x) = 0. De plus, Wu(y) =y = Wu(x) =x Vx>y.

X > =

(2)

On remarque que 1'on a T1im u[x,o[ ¥ (x) = 0. On pose dans la suite
X >+ H

Aa(x) = u[x,m[ 5 quand aucune confusion n'en résulte,on écrit ¥ pour Wu. La pro-

position suivante montre que Wu détermine y.



93

3.1. Proposition On a la relation

(3) a(x)—exp(—gX d(s) ) op Ms)-s

) -o Y(s)-s s<x Y¥(s,)-s

k]

ot 1'on convient que % =1 et ou ¥© désigne, comme d'habitude,la partie continue

de ¥.

Démonstration Posons a = inf{x ;{i(x) =0} ; la formule (3) est évidente
lorsque x>a ; il suffit de 1a montrer pour x<a aprés avoir remarqué que les

deux membres définissent des fonctions continues a gauche.
Or,pour x € J-»=,a[, on a : ¥(x) f(x) = S- t du(t)
X 5%
D'oli : ¥(x+) dii + ud¥ = - xdu = xdii, sur ]-=,a[.
Puisque 1a fonction [¥(x+) - x] ne s'annule pas sur J-=,a[ , i1 vient, sur

cette demi-droite : di = - —H dv.
Y(x+) - x
Cette "eéquation différentielle" (sur ]-=,a[) est plus que classique ; con-

naissant la condition initiale fi(-«) = 1, elle se résoud par la formule

X C
(x) = eXp{-S A(s) 3 o o(1- —2¥(S) ) dont decoule 1a for-

o [¥(s)-s]  s<x ¥,(s)-s
mule (3).
Le résultat précédent admet une réciproque :

3.2. Proposition Soit ¥ une fonction de R dans R, vérifiant les conditions (2)

X c
On pose {i(x) = exp[—} M] I H(s)-s , (toujours avec la

- ¥(s)-s s<x ¥(s,)-s

convention % = 1), et on suppose que
(%) lim  ¥(x) p(x) = 0.
X > 4

i est alors une fonction décroissante continue & gauche vérifiant 1im f(x) =1
X > =co

et Tim {i(x) = 0. Elle définit donc une probabilité u sur R, caractérisée par :
X > 4o
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¥x, #(x) = u([x,).
u admet un moment d'ordre 1, est centrée et ¥ = ‘Pu.

Démonstration Posons a = inf{x; ¥(x) = x} Sur 1‘'intervalle ]-=,a[, on a :

di(x) = - f(x) d¥(x) » soit encore : [¥(x4) -x] di(x) =-fi(x) d¥(x).

¥(x4) - X
Le membre de gauche est nul sur [a,e[. Quant au membre de droite, il ne
charge pas {a}, car ¥ est continue en a, ni ]a,=[, car sur cet intervalle {i(x) =0

L'egalité [¥(x4)-x] di(x) = - fi(x) d¥(x) a donc lieu sur tout R.

Ceci s'écrit encore d[¥fi] = tdn

- § étant décroissante, on en déduit, en particulier, pour x>0, que :

¥(0) u(o0

p » puisque ¥(x) > x.

¥(x) H(x) < ¥(0) u(0), et donc : H(x) <
De 1a, on tire : T1im W(x) = 0.

X = 400
D'autre part, d'aprés la convergence (pour x<a) de 1'intégrale qui figure

dans Ta définition de fi, on a : T1im {(x) = 1. Ces deux résultats entrainent
X > =

1'existence de la probabilité p telle que : ¥ x, fi(x) = u([x,oo)).

- De 1'égalité d(¥h) = tdi, on déduit facilement que u admet un moment d'or-
dre 1, et 1'hypothése 1im Y¥(x) §(x) = 0 entraine alors 1'égalité
X >+

¥(x) fi(x) = 3 tdu(t) , pour tout x, d'od le résultat.
X 40

Remarques : 1/ Dans 1'énoncé précédent, si 1'on supprime 1'hypothése (%), la 1i-
mite, £, de ¥(x) u(x), quand x>« existe toujours, et est positive ou nulle. pad-
met un moment d'ordre 1, égal & -£, et on a : ¥(x) =- 1

m(x) g] -o,x[

tdu(t),
pour tout x tel que fi(x) >0.
2/ La condition (*) peut paraitre difficile a vérifier. Toutefois,

une condition suffisante pour qu'elle soit vérifiée est que Tlimsup ¥(x) <+ oo,
X >

Ceci découle de la majoration : si x>0, ¥(x) f(x) < (ﬂxil) S[ tdu(t).
X 5)

Enongons enfin un résultat relatif au second moment de u :

3.3. Proposition On a 1'égalité : (‘{/u(x) - x) f(x) d‘!’u(x) = x3du(x) + d(\l’il m).
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En conséquence, on a :

(4) SIR X2 du(x) = gIR (¥,(x) - ) B0 0¥, (x)

Démonstration Pour simplifier 1'écriture, notons ¥ = Wu.

On a : (¥(x)-x) ndy

- (¥(x) - x)(¥(x4) -x) dn
= x2du + [¥(x) +¥(x)] xdi - ¥(x) ¥(x,) di
D'autre part, on a : d{¥?i} = T(x) d(¥?) + ¥2(x,) dn

= B(x){¥(x) +¥(x,)} d¥ + ¥*(x,) di

(x - ¥(x4)) (Y(x) +¥(xy)) dn + Y2 (xy) di

[¥(x) +¥(x4)] xdi - ¥(x) ¥(x,) dii,

d'ol le premier résultat annoncé.
400

Le second en découle lorsque 1'on remarque que ¥(-«) = g tdu(t) = 0.

Note : Dans le cas ol u n'est pas centrée, i1 faut remplacer (4) par (4') :

(9

R

X2 du(x) = §R (4,(x) = %) W(x) d¥ () + (XIR tdu(t))?

b/ Une solution au probléme de Skorokhod : Soit (Xt) une martingale locale

issue de 0 telle que Timinf Xt = -o, limsup Xt = +ops
trow t >

Note On sait que les conditions ci-dessus sont équivalentes & <X ,X> = =ps.
Cela résulte d'un théoréme classique selon lequel toute martingale locale conti-
nue est un mouvement brownien changé de temps au moyen de <X, X>t. On notera
que, compte tenu de ce théoréme, on aurait pu, sans perte de généralité, traiter
uniquement dans ce qui suit le cas du mouvement brownien.

Mais, puisque les méthodes employées faisaient qu'il n'était pas plus col-
teux de traiter le cas des martingales locales, on a préféré éviter de recourir

a ce résultat.

3.4. Théoréme Soit p une mesure de probabilité sur R, admettant un moment

d'ordre 2, et centrée.
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On pose T = inf{t;5t>‘1’u(xt)}.
X a pour loi pet E[<X,X> ] =S x% du(x).
T ——r = T R

Démonstration Remarquons tout d'abord que T est presque sirement fini ;
soit en effet b un nombre réel, a = ¥(b) ; on a T<1'nf{t>Ta 5 Xt=b}, ou Ta dée-

signe le temps d'entrée de (Xt) dans {a}. Montrons maintemant que XT a pour loi
u 5 pour cela nous prouverons 1'égalité
X c
P[Xsz] = exp[-g .M_S_L] I _\P_LE)"_S
-2 ¥(s)-s  s<x ¥(s,)-s
ce qui, avec la proposition 3.1., nous donnera le résultat.

Désignons par [¥]]1e graphe de ¥ dans R? et par y le fermé

C¥lu( U {x} = [¥(x),¥(x,)]). 11 est facile de trouver un paramétrage
x€R

de vy, c'est a dire un homéomorphisme h = (a,8) de R sur y, ayant les propriétés

suivantes : o et B sont croissantes continues, Tlim a(x) = -», Tim a(x) = +=,
X > =c0 X > 40

Tim B(x) = 0, lim B(x) = +=. On a alors T = inf{t; (X »S) € v} ; on pose
X > =0 X > 400

= h’l(XT ’ST) et, dans une premiére étape, nous allons chercher la loi de Z.

Nous aurons besoin pour cela d'introduire les fonctions a'(u) = inf{v ;a(v) >u}
et B8'(u)
continue & support compact K contenu dans ]0 ,m[ 5 appliquons le corollaire

2.2.2'. a la fonction g = & o B' ; reprenant les notations de ce corollaire on

inf{v ; B(v) >u} (qui sont continues & gauche). Soit ¢ une fonction

sait que Mt = G(St) + (Xt-St) g(St) est une martingale locale continue ; en fait,

il est facile de voir que MT est une martingale bornée : en effet, d'une part,
G est bornée, et d'autre part, on a 1'inégalité
(X = Se 1) 9(Sep) < gl sup (y-x))
tAT tAT tAT (xuy)ey
yeB(X)
On a donc 1'égalité EMT = EMO, qui s'écrit
E[G(8(2)) + [a(2) -8(2)] 9(B(2))] = O

X
On remarque alors que G o B(x) = g d(v) dB(v) et que, si SB désigne le support
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de dg, goB(x) = ®(£(x)) ot £(x) = sup{s;s<x 5658}, de sorte que 1'égalité

"
o
-

z
précédente peut s'écrire g v(dz)g d(v) dB(v) + S. v(dz)(a(z) - B(z))o(L(z))
R - R
si v désigne la Toi de Z. Mais un instant d'attention montre que v est porté par

SB ; on a donc, en posant ¥(z) = v[z,»[

f, o 90 a8 = § w(@)(a(2) -a(2) o(2)-

La fonction v vérifie donc "1'équation différentielle"

9(x) dB(x) = - dv(x)(B(x) -a(x)), qui se résoud comme précédemment par 1'égalitée
() W00 = ep(-| W,
-2 B(u) -a(u)

I1 est alors facile d'obtenir 1'expressicn de la loi m de XT' On a en effet

fi(x) = m[x,so[ = P[a(Z) >x] = P[Z>a'(x)] = exp[-ﬂ0 ) ﬁ%]
i u) -alu

On remarque maintenant
-que ¥ = Boa' et que 1'image de dB par o est d¥
- que, si Sa désigne le support de do, 1'image de dB/S par o est day©.
o

I . oC _ -
On peut alors écrire, si S~ = r% ]an ,bn[ et afa,)) = x

XO‘I(X) dg(u) dg(u) N 3, dg(u)
(

. B(1) -a(u) _f(_m,a.(x))ns B -a(w) ), ynse B e(v)
o [+

X b
=§ ) . j n d(u)

¥(u) -u by <a'(x) B(u) - x

X
c ¥(uy) -u
= X d(u) 3 Log ¥luy) u

¥(u) -u u<x ¥Y(u) -u

X
c
On a donc M(x) = exp[-& M] it Hu) -u C.Q.F.D.

¥(u) -u™ yex ¥(uy) -u

I1 nous reste a montrer que E[<X 2X>0] = g x2 du(x).
R
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Supposons tout d'abord u & support compact ; le processus IXtATI est
alors borné.
L . 2 .
Considérons la martingale locale Zp = Xi = <X »X>, et une suite (Tp)p>1
1 PN - . = . 2
de temps d'arrét réduisant (Zt) ; on peut écrire E[X T/\Tp] = E[ <X ’X>TATp] ;
si p tend vers 1'infini, on a alors en appliquant le théoréme de Lebesgue :

(6) E[X}) = E[<X,x>] jIR X2 dy(x).

Supposons maintenant u quelconque, et introduisons les fonctions (‘yn)nelN

définies de la maniére suivante
\l/n(x) =0 si Xx<-n

‘Yn(x) = ‘l’u(x) si -n<xgn
¥, (%)

()

Y i <xX<
u(n) si n<x Wu(n)

X si x>¥ (n
W(m

A 1'aide de la proposition 3.2. on peut associer a ‘{’n une probabilité My a
support compact. On considére d'autre part le temps d'arrét

T, = inf{t; StM'n(Xt)} ; la suite Tn tend en croissant vers T et XTn a pour

loi H,- En vertu de la formule (6), on peut écrire E[<X ,X>Tn] = SIR x2 dun(x),

si bien que 1'on est ramené a montrer que lim J x? du, (x) = sz du(x). Mais
n-+o R

d'aprés la définition de ﬁn, on voit immédiatement que 1'on a

ﬁn(x) = -ﬁ(x) x n si -n<x<n
i(-n) ¥(-n) +n

de sorte que 1'on peut écrire, compte tenu de la formule (4)

sz du, (x) = n ¥(-n) + S . 1, (%) [¥(x) - x] d¥(x)
= n Y¥(- S | T(x)[¥(x) - x] d¥
O e j]-n,nl b = et

Le deuxiéme terme de cette somme tend vers j x? du(x) en vertu de (4).
R

I1 reste donc a montrer que 1im n¥(-n) = 0, ce qui est une conséquence des ma-

n->o
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jorations suivantes :

n 2
tdu(t)| <n EUXTl 3|XT| >n] < IHXTI l{IXTl >/n}”2

In S:tdu(t)l - ]nj

de sorte que 1gm n ¥(-n) = I;m n fg(-n) ¥(-n) = 0.

3.5. Remarque sur 1'unicité Un peu plus de soin dans la rédaction des résul-

tats 3.2. et 3.4. aurait permis de montrer le résultat d'unicité suivant

Proposition Soit u une probabilité sur R admettant un moment d'ordre 1 et
g une fonction réelle vérifiant les conditions (2) ; on pose T.=inf{t ;St zg(Xt)}

X
et on suppose que XT a pour loi u. On a alors g(x) = - 1 S tdu(t) ; en par-
a(x) J-e

ticulier si u est centrée, g = Wu.

Démonstration Reprenant la démonstration du théoréme 3.4., on voit que
c
dg (s ) I g(s) -s )
g(s)-s ' s<x  g(s,)-s
On se reporte maintenant & la démonstration de 3.2. ; 1'égalité précédente

entraine d[gii] = xdii(x), ce qui, compte tenu de la condition initiale :

X
1'on a nécessairement u(x) = exp( - 3
-0

Tim g(x) u(x) = 0, montre que g(x) = - = 1 5] tdu(t).
X > =00 u(x) -w’x[

Faisons une derniére remarque : 1'égalité (5) permet d'obtenir, non seule-

ment 1a loi de (XT) mais aussi celle de ST‘

Reprenons les notations du théoréme 3.4. et appelons ¢ la fonction définie
de R_-{0} dans R par ®u(x) = inf{y; wu(y):zx} ; on a le résultat suivant

X
3.6. Proposition (7) P[STZX] =€XP('g s
0 s —¢“(s)

En particulier, si ¢u(x) = x-a, on retrouve un résultat bien connu : ST a

une loi exponentielle.



4. Le cas des diffusions sur R

a/ Le probléme de Skorokhod

Supposons maintenant que (Xt) soit un processus & valeurs réelles, forte-
ment markovien, homogéne, nul & 1'origine et continu. On suppose toujours (Xt)
récurrent ; on sait alors qu'il existe une fonction u strictement croissante et

continue, unique & une affinité prés, telle que X1': = u(Xt) soit une martingale

locale. Puisque (Xt) est récurrent,on a lim wu(x) = +o, Tim u(x) = -= ; on
X = 400 X > =0
choisira u de fagon que u(0) = 0.

Donnons nous alors une probabilité u sur R vérifiant

j u(s) u(ds) =0 f [u(s)]? u(ds) <+ ,
R R
et definissons les fonctions h et 6 de la maniére quivante
1 u(t) du(t)  si u[x,e[>0
h(x) = ulxse[ Vx,eof
u(x) siu[x,=[=0

o =uloh. on a le résultat suivant

4.1. Proposition Posons T = inf{t; S¢>0(X¢)} 5 X; a pour loi u et

E[<X', X' >]1 = ‘SIR [u(s)]? du(s)-

Démonstration : Désignons par p' 1'image de p par u, et posons
S. = sup X! = u(S;). On remarque alors que 6 = u'lo‘i‘ , ou de sorte que 1'on a
t s<t s t H
T= inf{t;St': >,‘1/u.(X,'c)}. On applique alors Te théoréme 3.4. & la martingale lo-

cale (Xt':) et a la mesure p' : il en résulte que XT a pour loi u' ; XT a donc
pour loi u, C.Q.F.D..

b/ Le probléme de Lehoczky [7].

Nous terminerons ce paragraphe en donnant explicitement les formules ré-
solvant le probléme inverse : &tant donnée une fonction 8 satisfaisant aux con-
ditions (2), et T = inf{t; St>e(Xt)}, quelles sont les lois de X; et de S ?

Dans la proposition suivante nous avons appelé o(x) = inf{y ; 6(y) >x}. Les données
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de 6 ou de o sont équivalentes, et 1'on a

4.2. Proposition

X
exp[-g dguoe}c(s) ]x 1 (uoB)(s) -u(s)

o (ueB)(s)-u(s) © s<x (uo8)(s,)-u(s)

(8) P[XT>X]

X
(9) P[S;2x exp[-j ___gg(_s_)______]

o uls)-(uoo)(s)

Démonstration On se raméne au cas des martingales locales en remarquant
que T = 1inf{t;S;>uo e(Xt)} = inf{t ;S >uc@ ou—l(X;;)}. Posons ¥ = uofBo ul H
ux) o
on peut écrire P[X;>x] = P[Xizu(x)] = exp(- ¥ (s) n H(s)-s
. w ¥(s)-s  s<u(x) ‘l’(s+)-s

On fait ensuite le changement de variable s = u(t) et 1'on remarque que
You =uo6 ; on obtient alors la formule (8). Pour obtenir la formule (9), on

pose ¢(x) = inf{y ; ¥(y) >x} de sorte que & = uoo oU-l ; on écrit ensuite

u(x)
P[Ssz] = P[Sy>u(x)] = exp(-S —95 ) en vertu de (7). On a donc
0 s -&(s)
X
Plsy>x = exp(-g —du(s) ), d'odt Ta formule (9), puisque
o u(s) - ®ou(s)

doU = UooO.

Remarque : Supposons que la diffusion (Xt) admette pour générateur infinitésimal
un opérateur différentiel L de la forme
Lf(x) = % [a(x)]2 £'(x) + b(x) f'(x)
avec des hypothéses sur les coefficients a et b assurant la récurrence de la dif-
fusion. IT est alors facile d'obtenir u, puisque
X

u'(x) = exp(-g 2 bW dy)
0 [a()’)]z

En remplagant u par sa valeur dans la formule (9), on obtient la loi de St

o
5 Dosrtem’

da Methimeiigne

5
%
<
oo

& °
Liioihpa®
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en fonction des coefficients de la diffusion. On retrouve alors une formule dé-
couverte par Lehoczky[7] en utilisant d'autres méthodes, et qui est pour une
part, a 1'origine de ce travail. En fait, Lehoczky ne s'est pas arrété 13 ; géné-
ralisant une formule donnée par Taylor [12] dans le cas du mouvement brownien,
il s'est intéressé au cas ot o(x) = x-a et il a donné dans ce cas, non seule-
ment la loi de ST’ mais celle du couple (ST s T).

C'est en nous inspirant de ces travaux que nous allons donner maintenant
la loi du couple (ST , T) dans le cas du mouvement brownien.

5. La loi du couple (ST » 1) Nous supposons dans ce paragraphe que (Xt) est un

mouvement brownien. Rappelons (cf.2.2.) la définition du processus

P9 2
Zt = [q chq(Sy -X;) + pshq(St-Xt)] exp{-pS; - 92— t}

Quels que soient les réels p, q, (Zz’q) est une martingale locale ; ce ré-
sultat a &té obtenu par Kennedy [4] en utilisant d'autres méthodes. Revenons aux
notations du § 3, ol la donnée est une mesure u sur R, centrée, admettant un mo-
ment d'ordre 2, et soit T le temps d'arrét associé a u.

Rappelons que 1'on a posé @u(x) = infly ;Wu(y) >x} 3 dans 1'énoncé qui suit
on posera f(x) = x-9 (x) et a = inf{x; u([x,=[) = 0} ; on a Te résultat suivant

5.1. Théoréme On a, quels que soient p et q positifs

(10) Efexp(-pSy - LT =

a

a X
q& _dx exp(-g (gcothq¥(s) +p)ds) + exp(—S (qcothqg¥(s)+p)ds)
o shaf(x) 0 o

En particulier

a X a
(11) Efexp(- giT):I = q3 _dx exp(-S qcothqf(s)ds) + exp(—S q coth qf(s)ds
2 0 shqf(x) 0 o 4

On dispose donc, au moins en principe, de la Toi de T.
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Démonstration
a/ On suppose tout d'abord u a support compact. Le processus (StAT--XtAT)t
est alors borné, de sorte que (Zzix) est une martingale bornée ; on a donc, en

reprenant les notations de la démonstration du théoréme 3.4. :

2
E(q chq(Sy-Xp) + pshq(Sy-Xp)) exp(-pSy- q7 T)], ou encore

o
1}

(12) q = E[(cha(B(Z) - «(2)) + pshq(B(Z) -«(Z))) exp(-pB(Z) - 9; )

Mais on dispose de la Tloi PZ de Z ; on a en effet d'aprés (5)

(13) Pyldx) = —BEL__ 5y o p[(¥) * & 9(b)
B(x) -o(x) ’
quand on a posé b = inf{x;a(x) = B(x)}
Appelons alors Fq une fonction borélienne bornée telle que
8
P =Efe 2 | 1]

D'aprés (12) et (13), Fq vérifie 1'équation intégrale suivante, quelque

soit p
b

(14) q = & — 98X 5(x)(qchq(B(x) -a(x)) + psha(B(x) -a(x)) e PPX)E (x)
o B(X) = a(x) g

+ qu(b) e PE(P) Fo(b)
Nous allons en déduire Fq ; on va en effet montrer le lemme suivant

5.2. Lemme Posons

X
Fox) = —A(E(X) za(x)) expg de(s) [——L—— - qcotha(B(s) - a(s))]
sh q(B(x) - a(x)) o B(s) -a(s)
si x<b
b
et F°(b) = Tlim F2(x) = exp( dB(s) [; -q coth q(B(s) -a(s))]
q x+b 9 . B(s) -a(s)

Alors FS est, a une P, équivalence prés, la seule fonction vérifiant (14)
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quel que soit p>0

(Rappelons que P, est portée par (-=,b))

Démonstration du Lemme Soit F une solution de (14) ; on pose F = Fa G

et 1'on cherche 1'équation intégrale vérifiée par G ; aprés simplifications, on
trouve que G vérifie :
b

(15) -‘( G(x) d(ePB y) + 6(b) e PB(®) y(p) = 1

-00

ol 1'on a posé vy(x) = exp(—§X q coth q(B(s) -a(s)) dB(s))

I1 est clair alors que G = 1 est une solution de (15). Montrons que c'est
la seule. .

On remarque que Yy = goB, avec g = exp(—S qcothq f(s) ds), de sorte que
(15) s'écrit encore 0

(16) S: GoB'(x) d(e™P g) + Gop'(a) ePga) =1 (V)

Des arguments de densité et de classe monotone montrent alors que, si f
est une fonction de classe Cl, d support compact contenu dans ]0,a[, on a

0 ; il en résulte que H = GoB' est égale

a d
SO G °Bl(x)(3§ f(x)) dx

presque partout (pour la mesure de Lebesgue sur [0,a[) & une constante A. Reve-
nant & (16), on voit que

(17) A(1-e7P? g(a)) = 1 - H(a) e P? g(a)

Faisant tendre p vers 1'infini, on constate que A = 1 ; d'autre part
si P[ST==a] >0, g(a) est strictement positif et H(a) = 1. On vient donc de dé-
montrer que H = 1 PST p.s . Aprés avoir remarqué que 1'image de PST par B'
est égale a PZ’ on en déduit que G =1 PZ p.s, ce qui termine la démonstra-

tion du lemme.

Suite de la démonstration du théoréme 5.1. On a, pour toute fonction bo-

rélienne positive f :
1 b
E[f(Z) e 2 ] = S f(x) Fa(x) Pz(dx) + Fa(b) v(b) f(b),

-c0

(1) attention : B' n'est pas la dérivée de g !
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ce qui s'écrit encore, compte tenu de (13) :

_EﬁiT b X
(18) E[f(Z)e 2 ]=q3 d8(x) £(x) exp(-S ds(s) q coth q(8(s) - a(s)))
. sha(8(x) - a(x)) .

b
+ f(b) exp -S dB(s) q cothq(B(s) - a(s))

-0

(Noter que 1'intervalle d'intégration est compact, compte-tenu des hypothéses

faites sur u) : en particulier, pour f = e_pB, on obtient :
q2 b X
-pS;-5-T
(19) Efe T2 J=q S 10.) B S [q coth q(B(s) -a(s)) +p] dB(s)
_sha(B(x) - a(x) .

b
+ exp -j dg(s) [qcoth(B(s) -a(s)) +p]

d'ol Te résultat, par changement de variable.

b/ Supposons maintenant p quelconque. Reprenons les fonctions Y intro-
duites dans la démonstration du théoréme 3.4., et associées a des mesures My a
= )

support compact ; considérons également la suite de temps d'arrét (Tn) = (Tu
n

On peut écrire

n X
(20) E[exp(-pSTn -% Tl = q( ﬁ—a exp —S (q cotthn(s) +p) ds
0 n 0

4
+ exp -5 (qcothq‘Fn(s)+p)ds
0 ,

Sous cette forme i1 est malaisé de passer a la limite dans le membre de
droite ; nous allons transformer cette égalité de la maniére suivante : si f
est de classe C1 a support compact, on peut écrire

g [ .
E[f(s;)e 2 " = qg fxjdx_ exp(-j qeothq ¥, (s) ds)
" o st

an

+ f(a) exp(-X qcothq Y;(s) ds)
0
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Appliquons cette relation & la fonction f = gchgq Yh ou g est de classe C1
d support compact ; i1 vient aprés une intégration par parties :

a
n X

_& g
2" - g<0)§ exp(-g qcothq?,(s)) 9 (x) dx
0 b dx

(21) E[Q(STn) cth;(STn)e

Inversement si (21) est vérifiée pour toute g de classe C1 a support com-
pact, alors (20) est vérifiée. Nous pouvons maintenant faire tendre n vers 1'in-
fini. I1 n'y a plus aucun probléme de convergence a droite, en vertu du théoréme
de convergence monotone ; examinons le membre de gauche : pour tout w, il existe
un entier N(w) tel que T (w) = T(w) quelque soit n>N(w) ; i1 est clair alors
que Y%(STn) — Y(ST) presque slrement. D'autre part gchgq Y; est majorée par

gchq ¥, qui est bornée puisque g est a support compact. On peut donc appliquer
le théoréme de convergence dominée au membre de gauche et écrire

-
L

a
Efg(Sp) chaf(spe 2 ] = g<0)+g exp(-g‘q coth q ¥(s) ds)( 52 )(x) dx,
0 0

égalité équivalente & (10).

Remarque : On peut en principe déduire de la formule (18) 1a loi du couple (XT,T)
Les formules sont compliquées et i1 ne vaut sans doute pas la peine de faire une
théorie générale. Supposons que u posséde tous les moments exponentiels ; si 1'on

pose h(x) = exp(-jx dWC(s) qcothq(¥(s)-s)) I sha(¥(s) -s) e—px’
- s<x shq(¥, (s)-s)

on a
oxe -7 a
(22) E[e Tt q& )y e —ShAMY) g ey
. sha(¥(x) - x)) X shq(¥,(x) - x)

Cette formule se simplifie dans le cas ol u ne charge aucun point (ce qui
entraine la continuité de ¥). Dans ce cas on peut écrire

X - 3T a X
(23) E[e Pl ] = qj ———ggiﬁl———-exp(—g d¥(s) qcothq(¥(s) -s)) e P*
- Sha(¥(x) - x) o

a
+ e P exp —j d¥(s) q coth q(¥(s) - s)

-0
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5.2. Exemples

a/ Supposons u portée par deux points a et b avec a>0 et b<0. Il est
clair alors que T est le temps de sortie de 1'intervalle [b,a]. On peut appli-
quer les formules (11) et (7) et 1'on retrouve des Tois bien connues.

On a ¥(x) = x-b sur 1'intervalle J0,a] ; on obtient donc

-9 7
(24) E[e 2 _ shqa - shgb
shq(a-b)
_ _-b b
(25) PST(dX) = F—t—)—)—z l[o’a[(x) dx a-b Ea

b/ u est la loi uniforme sur [-a,+a] ; ¥{x) = a-x sur ]0,a] et 1'on
obtient

N
(26) E[e 2 1 - 92 P (dx) = X 1 1(x)
: ] shqa St a [0:2]
dx) = 1 g 1 d 0
= = >
¢/ u(dx) " e [_a,w[(x) X (a>0)
X
f(x) =a et PST(dX) S l[o,m[‘x) dx
-4 .
(27) Efe 2] = (Ce résultat est di a H.M. Taylor)
chqa

On remarquera que, lorsque 1'on prend -b = a, (24) est identique a (27) ;
ce n'est pas une simple coincidence : Dans 1'exemple a/, T est le temps
{inft; |X;| = a} et dans 1'exemple b/ T = inf{t ; S, -X, = a}. Mais, un résul-
tat bien connu de Paul Lévy affirme que le processus (St —Xt) est équivalent en
loi a |Xt| (voir, a ce sujet, 1'appendice) ; il n'est donc pas étonnant que ces
deux temps d'arrét aient méme loi. Cela appelle une autre remarque ; la loi de
XT’ nous 1'avons vu, détermine ¥ (i1 serait facile & 1'aide de (7) de montrer
que Y est également déterminée par Ta loi de ST) ; en revanche, ¥ n'est pas dé-
terminée par l1a loi de T : deux fonctions ¥ distinctes peuvent donner lieu a la

méme loi pour T.
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6. Les théorémes de Ray sur le temps local

Nous supposons que [(Xt),(Px) erR] est Te mouvement brownien canonique ;
a

t)t

gale |Xt -a| et qu'on 1'appelle "temps local en a" du mouvement brownien.

rappelons que 1'on note (L le processus croissant associé a la sous-martin-

Pour tout a, c'est une fonctionnelle additive ; on écrira simplement (Ly)
si a=0. Appelons Sb le temps d'arrét Sb = inf{t>0 ;Xt =b} et considérons le

processus (st) 3 11 est facile de voir que c'est un processus a accroisse-
b>0
ments indépendants inhomogéne : on a en effet

-a(L -Le ) -o(Le 08¢ ) -aL
Efe %atb S | Ee] = Eq[e S | Fc] =E e >
=S 0 =S a
Pour caractériser complétement la loi de ce processus, il suffit donc de

-alg
calculer Ea e , ce que permet de faire rapidement une famille de martingales

analogues & celles figurant au corollaire 2.2. : & 1'aide de la formule d'Ito,
on montre immédiatement que, pour toute fé€ CI(R), le processus

(28) 2F(LY) - (Xp-a)" £

est une martingale locale continue.
On prend alors pour fonction f une exponentielle et on applique Te théoréme
d'arrét au temps Sb 3 il vient
-aLS

b 1+20at
(29) pour 030, E [e 1 = X

1+20b

En fait, le résultat le plus frappant de Ray et Knight (voir respectivement
[9] et [5], ainsi que 1'article de Williams [14]) est relatif & la dépendance en
a du temps local (Lz) : il est montré que le processus (w,a) » Lé"a(w) est un
processus de Markov. Pour établir le résultat de Ray-Knight, nous aurons besoin
d'une généralisation de (28) pour des fonctions f de plusieurs variables. On a

le résultat suivant, qui est valable si (Xt) est une martingale locale continue.

6.1. Proposition Soient a15 3 ..., @ nombres réels tels que a;<a, ... <a,
n ; o a 3 % an
et f : R" >R une fonction de classe C_; on note f(Lt) = f(Lt s Lt oo s Lt ).

Alors, le processus défini par
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n d (d)
(30) f(Li)-+d§1(-2) I(ay,"a5) ceeeens (aid--aid_l)(xt -aid)+ f (L)

il<i2<...<idsn il,iz,..id

est une martingale locale.

Démonstration Si deux processus (Ut) et (Vt) différent d'une martingale

a.
locale, on notera U = V ; par exemple (Lt1) = 2(Xt -ai)+.

On écrit alors

t a.
f(Lz) £(0) + ? So (L) dLS‘

t
- \ +
£(0) + 2 ? SO fi(Lg) d(xg -a;)",
ce qui se transforme par une intégration par parties en :

t
a.
a, - WIK:! _a v _a vt eu pga J
f(Ly) = £(0) + 2 ? FI(LE) (X, - 35) Zisz (Xg-a;)" F15(L3) dig
-0

a.
Puis, on recommence : dans le dernier terme, on remplace (dLsJ) par
d(XS -aj)+, puis on intégre par parties. En itérant le procédé n fois, on trou-

ve (30).
On en déduit sans difficulté la loi du processus (Lg )
1 aeR

(Dans ce qui suit, on a posé S = Sy = inf{t>0 ;Xt= 1})

6.2. Théoréme On pose a = (al, CPYIRES an), Yy = (yl, Yps -+ yn) avec

alsaz.”.sansl et YiENh Yie{l, 2, .... n}.

Définissons l1a fonction ¢a(x,y) par

n
_ d
%(hY)-l+d§ 2 Z(%z-ah)

il<iz<...<idsn
2,(0,v)

n a
Alors  Efexp(- I v, LS1)] =
i=1 <I:'a(ls'Y)
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Démonstration : i1 suffit d'appliquer le théoréme d'arrét a la martingale

locale (30) au temps S.

6.3. Corollaires Soient (rz(t))t>0 et (r-4(t))t>0 un processus de Bessel d'or-

dre 2 et un processus de Bessel d'ordre 4 indépendants de (Xt) ; notons

Y = inf Xt ; alors
t<S

1-
a/ Le processus (LS a)Osasl a méme loi que (r-z(a))(z)Sa<1

a s 2 1 1 y*3)2
B/ Le processus (L5), .o 2 méne Toi ave (1-2)%(ry{(=== - 725)"H)

Ces interprétations sont classiques ; la démonstration se résume au calcul
des transformées de Laplace des lois des processus indiqués, que nous ne détail-
lerons pas ici. Notons simplement que la loi de Y se déduit simplement de 1'exem-
ple 5.2.a : il suffit, dans cet exemple de prendre b=-1et de faire tendre a vers
1'infini dans la formule donnant la loi de Sy : on trouve ainsi 1a loi de (-Y) ;

on a donc P[Y<x] = % quelque soit x<0.
- X
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Appendice (nous conservons les notations générales de 1'article)

Notre but principal ici est de donner une démonstration du théoréme sui-
vant, dd & Paul Lévy ([8], théoréme 49.1, page 218).

Théoréme A.1. Si X = (X;,t>0) désigne le mouvement brownien réel issu de 0, les
processus (Y=S-X,S) et (|X| ,L°) ont méme loi.

De plus, on a, pour tout t :

t
. 1
31) S, = lim p.s — g 1 ds.
G Se = 00y 2 Jo f0<o)

Les démonstrations proposées ci-dessous sont simples, mais non originales :
nous empruntons beaucoup aux articles [15] et [3], pour le §1 et le §2 respec-
tivement. Toutefois, une présentation compléte ici nous semble justifiée, vu
1'importance du théoréme A.1l.

1. Comme 1'a remarqué Ch. Yoeurp [15], on peut calculer aisément le temps
local en 0 d'une semi-martingale (1) continue et positive.

Proposition A.2. Soient (Mt) une martingale locale continue, nulle en 0, et (A;)

un processus adapté, continu, d variation bornée.

Si ¥ = M+A est un processus positif, Te temps local de Y en 0 est &gal &

25 1 dA_.
o (YS=0) s

Démonstration : Soit A le temps local en 0 de Y.
D'aprés la formule de Tanaka, on a :

Y= vy +ﬁ v, >0 4 * _Zl-At
t 1
=Yg+ M+ So Ly, >0 9 * > e
o t
car 1'intégrale SO I(Ys =0) dMS est nulle.

+

D'autre part, ona : Y =Y = M+A, et de 1a comparaison de ces deux écri-

(1) Pour la définition de ce temps local, on adopte la convention de P.A. Meyer

qui consiste d prendre sgn(0)=-1 dans la formule de Tanaka généralisée.
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t
+ .
tures de Y, on tire : At =2 XO 1(YS =0) dAs'

Corollaire A.3. Si X = (X¢) est une martingale locale continue nulle en 0, le
temps local en 0 de Y = S-X est égal a 25

Démonstration : On applique la proposition précédente, en remarquant que dSS est
portée par {s [YS =0}.

Lorsque X est le mouvement brownien réel issu de 0, la formule (31) résulte
alors de 1'existence d'une version continue & droite (cf.[16]) du processus des

a)aelR de Y, et de Ta formule de densité de temps d'occupation :

temps locaux (At

t h
~ a
Y h>0, SO 1(Yssh)ds = go /\t da.

2. En [3], N. E1 Karoui et M. Maurel ont dégagé en toute généralité, le

Lemme A.4. : Soit (z(t) ,t>0) une fonction réelle continue, nulle en 0. Il exis-

te un seul couple de fonctions continues (y(t) ,Z(t)) telles que :

1) y(t) = z(t) + £(t))
(R) 2) y(0) =0
3) £ est une fonction croissante, et dﬂs est portée par
{s/y(s) =0}

L'unique solution de (R) est donnée par :

(32) £(t) = sup z(s)” et y(t) = z(t) + £(t).
s<t
Appliquons ce lemme & la démonstration du théoréme A.1l. :
Les couples (S-X,S) et (|X]| ,L°) sont respectivement solutions des pro-

blémes de réflexion (R) associés 3 :

z,(t) = Xy

t
et z,(t) = J sgn(X,) dXg (d'aprés la formule de Tanaka).
0

Or, z, et z, sont deux mouvements browniens réels, et ont donc méme loi,
ce qui entraine 1'équivalence en loi de (S-X,S) et (|X]| ,L°), d'aprés (32).
Le théoréme est maintenant complétement démontré.
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Voici un exemple d'application de ce théoréme :

Corollaire A.5. : Soit X le mouvement brownien réel issu de 0, et a>0.

Notons T, = inf{t/S,-X =a}, et T = inf{t/ |X, | =al}.

Alors, les couples (STa ’Ta) et (L,c,a ,'t‘a) ont méme loi.

Remarque : On peut également démontrer ce résultat en utilisant les deux familles
de martingales (ZP°9) et (ip,q) du corollaire 2.2.

Soulignons que le théoréme A.l. est souvent utilisé pour traduire sur L°
des résultats portant sur S, et inversement (pour de nombreux exemples de ceci,
voir 1'article récent de F. Knight [6]).

3. D'aprés le théoréme A.1., Y a l1a loi de la valeur absolue du mouvement
brownien réel. Toutefois, on a le résultat négatif suivant :

Proposition A.6. : I1 n'existe pas de mouvement brownien réel B (pour sa propre

filtration \7:51; = o{BS , s <t} convenablement complétée) tel que : Y = |B| et
BcX

[oi X est la tribu P-compléte engendrée par (X, s€R,)].

Démonstration : S'il existait un tel mouvement brownien B, on aurait, d'aprés la
t
formule de Tanaka Yy = SO sgn(BS) dBS+£t, o o5 désigne le temps local de
Y = |B| en 0. D'oi, &= s, d'aprés le corollaire A.3.. On a donc :
t
- Xt= 50 sgn(Bs) B, .

Ainsi, si || (resp:X) désigne la filtration associée au processus |B|
(resp:X), ona : |B| = 26
car, d'aprés [17] (proposition 14), |%| est aussi la filtration engendrée

par X sgn(B,) dB,. L'hypothese (Z’)mc%w entrainerait alors :537oo = I\(/élw, ce qui
0

n'est pas, car pour tout t, By n'est pas |ﬁ’>|w—mesurab1e.

De la démonstration précédente, découle également la :

Proposition A.7. : Soit B un mouvement brownien réel.
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IT n'existe pas de solution (sous-entendu : adaptée & la filtration de B)

t
15 s =
de 1'équation Xt = SO sgn(Xs) dB, .
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