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OPERATEUR DE SCHRODINGER A RESOLVANTE COMPACTE

par René CARMONA

Abstract:

Using standard properties of Browntan paths, we give
a sufficient condition for the compactness of the resol-
vent of Schrédinger operator -+A+V.

I.INTRODUCTION:

I1 est bien connu que le spectre de 1'opérateur de Schrddinger est discret cha-
que fois que la fonction potentiel V tend vers 1l'infini; de fagon précise, si
Ve L{oc(ln) est bornée inférieurement et si 1in‘xxl“V(x) = +e0 , alors 1l'opérateur
H = —-}A+V défini comme somme de formes quadratiques, posséde une résolvante compac-
te et par conséquent, son spectre est discret (voir [3.TheoremXII.67] par exemple).
Une démonstration probabiliste de ce résultat existe, elle est due i D.RAY (voir
{2.Proposition 3.4)). Récemment citte propriété a &té généralisée aux fonctions V de-
n/2

la forme V = V +V avec V,eL

1*Y, by (Rn) pour n22, inf ess Vl(x)>-k pour un réel k,

et:

. -1,

lim ok +L](x) (V,(y)+k) "dy =0
ol Sa(x) désigne la boule de centre x et de rayon a)0.(voir [1]). La démonstration
utilise des résultats fins sur la compacité des plongements d'espaces de Sobolev. Le
but de cette note est de montrer qu'il est possible de modifier légérement la démons-

tration probabiliste déja mentionnée pour obtenir un résultat encore plus général.

II.HYPOTHESES .NOTATIONS:

Nous utiliserons la représentation suivante du processus du mouvement brownien:
£2 est 1'espace des fonctions continues de ]l+ dans ln, pour tout t=z=0, Xt est la fonc-
tion t-ieme coordonnée ( Xt(w) =w(t) siwefl), et Fest la tribu engendrée par les
applications Xt pour tz0; Wx est la mesure de Wiener du mouvement brownien issu de

-

xeR" a 1'instant t=0, et l'espérance relativement 3 Wx est notée E .
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. . e n . .
Une fonction réelle mesurable V définie sur B est dite de classe v'm elle admet
une décomposition V = V]+V2 avec V., mesurable et borné inférieurement, et

Vzc Lp(ln) pour un réel p> max{l ,n/2} (+). Si qe[l ,ao] ,s1 t=0, si ff.Lq(ln) po-

sons:
[t £ = £ {£xpexpl-[v(x )ds]} xeR".

Ainsi défini, {Tt;tz 0} est un semi groupe exponentiellement borné d'opérateurs sur

Lq(ln). De plus, si V., est localement intégrable et si q est fini, ce semi groupe est

1
fortement continu (voir [Z.Section III]).

Soit maintenant H =-12-A+V 1'opérateur de Schrodinger défini comme somme de formes
quadratiques sur Lz(ln). H est un opérateur auto-adjoint borné inférieurement,et il
se trouve que e_tH coincide avec '1‘t (voir [Z.Section 1V.2] ). Dans le paragraphe
suivant nous montrerons que, sous certaines conditions, les opérateurs Tt sont com-
pacts; les résultats cherchés sur la résolvante de H s'en déduisent par la transfor-

mation de Laplace.

III. RESULTAT:
Rappelons tout d'abord le résultat de D.Ray:

Progosition ([2.Prop.3.4] )

StV = V,-V, est un potentiel de classe UQE: satisfait:

Yt=0, Y¥>0, 1lim sup
xe

a-»e0

" Ex{exp[—ljg v, (X)ds X | > a} =0 (3.1)

alors, pour tout t>0 et tout qe[l,eq), Tt est un opérateur compact sur ).

Et remarquons que:
Lémme :
Smmmsm———y

, s .o . 5 P n
L'énoncé (3.1) est vrai st V, est une fonction réelle mesurable définie sur R

1
qui satisfait:

1i TP 4y 20 (3.2)

mlx\-uo '/S;(x)

pour un (et donc pour tout) réel «>0, et pour tout réel (>0.

Démonstration:

(+) I1 est bon de noter que, dans la définition de la classe ’U’, les hypothéses sur
V, ne sont pas minimales. En effet il suffit de supposer que V, est somme de fonc
tions U, qui ne dépendent que de n.an variables,et qui sont uniformément locale-
ment dans LYl pour un p;> max{l,ni/z} (voir[3.page 302]pour une définition)
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Soient t,¥,et€ des nombres réels strictement positifs fixés. Les trajectoires du

processus de mouvement brownien sont telles qu'il existe un nombre réel «%>0 tel que:
i X |> € .
exp[b't[].nf ess V1|] wo{sup Osus t] u|> }< /2 (3.3)

et telles que pour tout pe[] ,oo] il existe une constante c(p) >0 pour laquelle 1'on

alt pour tout xeB":

1/ -n/2p
Ex{lf(Xs)” 5 c(p)(&n lf(yip ay)''? s ,
pour tout réel s>0, et pour toute fonction mesurable f sur R", Si maintenant nous

fixons p>max{l,n/2}, et si nous utilisons 1'hypothése (3.2) avec p = tfp, nous obte-

nons 1l'existence d'un nombre a» 0 tel que:

- - _ 1/p -u/2p
|x] > a~« = (1-n/2p)c(p) (./é_‘(x) exp[ t(le(y)] dy) t < &/2 (3.4)
Par conséquent, si xek" est tel que x| $ a-«, (3.3) implique:
t .
Ex{exp[—‘jo V(X)) ds lth>a} < /2,
et s'il est tel que |x|> a-x , nous avons:

Ex{exp[—!js V(X)) ds Ith)a} $ (i) + (ii)

() = Ex{exp[—fjs v, (X)) ds]; SUPG ¢ ux ¢l x—xu\>q}
< exp[¥e|inf ess v)|] W {supg 1% |2}
< &/2

toujours 3 cause de (3.3), et:

(ii) = Ex{exp[—xj; V(XY as]s supg dxX o)
s %fot Efexp(-00v, ()] supy, tlx-xulsu} ds
s %E £ {exel-eav, )]s x e s 00} s
< (1-n/2p) c(p)(/;“(x) exp[~tpv, (1)) dy)l/P (/2p
< &/2,

ol nous avons utilisé 1'iné&galité de Jensen et la relation (3.4) @

En réunissant les contenus du lemme et de la proposition ci-dessus nous obtenons

la généralisation cherchée de [1.Theorem 2.2] :
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Théoréme:

Soit V = V,-V, un potentiel de classe V' tel que la relation (3.2) soit satisfaite

pour un (et donc pour tout) réel *>0, et pour tout réel p>0. Alors, pour tout

qt[l,ao] , et pour tout t>0 , Tt est un opérateur compact sur Lq(ln).

Rgmargue:

I1 est important de noter que notre hypothése (3.2) n'est pas plus faible, mais

équivalente 3 1'hypothése faite en [l] sur la fonction V,. Nous parlons de générali-

1
sation uniquement parce que, d'une part la classe V est plus large que la classe
étudiée en [l], et d'autre part la propriété de compacité est prouvée pour le semi
groupe engendré par 1'opérateur de Schrddinger sur tous les espaces Lq(ln) et non pas

seulement sur Lz(ln).
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