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LE PRINCIPE DE SOUS-SUITES DANS
LES ESPACES DE BANACH

S.D. CHATTERJI

§1. Introduction.

Il y a quelques années, j'ai présenté un principe de sous-suites
de la thé&orie des probabilit&s dans le cadre du Séminaire de Probabi-
1ités de Strasbourg [3(a)]. Ce principe peut s'@&noncer ainsi: de toute
suite de variables aléatoires (v.a.) réelles, bornée dans un espace
P (ou une autre classe d'intégrabilité&), on peut tirer une sous-suite
telle que celle-ci satisfait des propriétés asymptotiques connues pour
les suites de v.a. réelles, indépendantes, également réparties et de
méme classe d'intégrabilité. J'étais motivé par deux résultats dls

P

respectivement & Révész [13] et RKomlds [10}. Celui de Révasz dit que
de toute suite fneL2 t.q. sup[ifnll < , on peut extraire une sous-
2
n

suite {fnk} et trouver une f€L? t.qg. E ay (fnk— f) converge p.s.
das que Elak|2< ., Le théor2me de Xomlds dit que de toute suite de
v.a. réelles, bornée dans Ll, on peut trouver une sous-suite telle gque
celle-ci (et tout autre sous-suite de celle-ci) converge (C,1) p.s.
(ot (C,1) veut dire la moyenne d'ordre 1 de Cesdro). Il est clair que
le théor2me de Komlos correspond & la loi des grands nombres de Kolmo-
gorov pour les v.a. réelles, indépendantes et de méme loi. Dans une
série ge travaux [3(c),(d),(e),(£)], j'ai vErifié le principe de sous-
suites pour d'autres propriétés des suites de v.a. réelles, indépen-
dantes et de méme loi, notamment pour la loi limite centrale et la loi
du logarithme itéré (voir aussi [9]). Récemment, Aldous [1] a donné un
énoncé rigoureux du principe de sous-suites et démontré un théor@me sur
l'existence des sous-suites de v.a. réelles satisfaisant aux diffé-
rentes proprié&tés des suites indépendantes et E&galement réparties, en
faisant simplement 1'hypoth&se que la suite donnée de v.a. réelles est
telle que leurs lois forment une famille relativement compacte (&qui-
tendue). Ce théord&me de Aldous contient comme cas particuliers les
théoré&mes cités précedemment car si une famille de v.a. réelles est
bornée dans Lp, la famille de leurs lois est automatiquement équiten-
due. Ce dernier fait étant en défaut dans tous les espaces de Banach

de dimension infinie, on ne peut pas appliquer le théoréme de Rldous -



néme si ce dernier reste valable dans tous les espaces polonais

(comme noté& par Aldous lui-méme dans [1]) - aux v.a. a valeurs dans
un espace de Banach E et satisfaisant des conditions de bornitude des
normes dans Lg . Par ailleurs, on verra dans la suite que les proprié-
tés structurelles de E jouent un réle important dans l'affaire. Le but
de cet article est de d&gager un certain nombre de propriétés du type
"sous-suites" et initier 1'3tude de ces proprisétés vour différents

espaces E.

Dans mon article [3(a)] présenté au Séminaire de Probabilitds VI,
j'ai d&ja mentionn& la possiblité d'étudier ces questions pour les
v.a. a valeurs dans un espace de Banach E ; j'ai méme écrit, un peu
trop hdtivement sans doute, que ces propriétés sont vraies sans autre
pour les espaces hilbertiens. Il se trouve effectivement que pour les
espaces hilbertiens, certains cas particuliers du princine de sous-
suites restent vrais mais les démonstrations sont loin d'é@&tre trivi-
ales. C'est lme. A.M. Suchanek [14] qui a donn& pour la nremi3re fois
une démonstration compl&te pour 1l'analogue du théor2me de Révész dans
les cas des v.a. & valeurs dans un espace hilbertien. Dans la suite,
je donne quelques génZralisations de ce résultat. En ce qui concerne
la démonstration de Mme. Suchanek du théordme de Komlds dans le cas
hilbertien, je 1'ai trouvé erronnée. L'erreur est du méme type que
celle que j'ai commis moi-méme ([3(b)] p.l1l6) en essayant de donner
une démonstration rapide du thé&ordme de Xomlos dans un cas particulier;
la démonstration correcte (die & Komlds) se trouve aussi dans ([3(b)],
p.117-122). Au moment de la composition de cet article, je ne sais

. = . S . .
pas si le th&or&me de Xomlos vaut dans les espaces hilbertiens.

Le présent article n'est qu'un début. Il est tr3s incomplet du
point de vue des résultats ; il a simplement l'ambition de présenter
la position du probléme, de donner quelques indications sur les tech-

niques a utiliser et de faire un premier dessin du type de résultats

3 espérer.



§2. La position du problime.

Dans la suite, l'espace de probabilité (Q,Z,P) sera fixe mais quel-
conque; on pourra passer ensuite aux mesures P quelconques. Par Lg ,
0<p<» , E étant un espace de Banach (réel ou complexe), on notera
l'espace (des classes de P-&quivalences) des fonctions f: Q@+ E, forte-
ment mesurables et telles que [f}p = (f[|fl|p dP)1/p
Lg est un espace de Banach. Par Lé on notera l'espace corresponcant
a4 toutes les v.a. (fortement mesurables) & valeurs dans E. Si x'€E',

< o, Pour 21,

(E' = l'espace de Banach dual & E) on notera x'(x) = <x, x'> pour

X €E. Dans la suite, on aura besoin de la convergence faible dans les
p
E

vants donc sont & noter lorsque E est réflexif (ils sont vrais géné-

espaces L (1€ p < ») surtout lorsque E est ré&flexif. Les faits sui-

ralement sous les conditions plus larges sur E). D'abord, le dual

L} 1
(Lg) est isomé&triquement isomorphe a Lg, ol =1; si p=1,

Lo BB

(=]
p' =« et 1l'on définit L., comme l'espace (des classes de P-&quiva-

lences) des fonctions f': Q> E' , fortement mesurables et telles que

[£'] = ess.sup.
w
réalise par la formule

L}
[f'(w)!] < o . La dualité entre Lg et Lg, se

<f , £'> = J <f(w) , £'(w)> P(dw) .

Une suite fne Lg converge faiblement vers £fE€ Lg si et seulement si

sup ff ] < o et
n np

lim <J fn dap , x'> = <J £fdap , x'>
n->o A A

pour tout AR€L et x'EE'. On peut montrer que Lg (1gp<» , E réfle-
xif dans toute cette discussion) est faiblement séquentiellement com-
plet (ce qui est évident pour p >1 car alors L? est réflexif). A

E
cause de la réflexivité de P , P> 1, un sous-ensemble K de Lg (p>1)

E
est faiblement relativement compact si et seulement si K est borné dans

Lg . Pour la relative compacité fiable de KCZLE on a les conditions

nécessaires et suffisantes suivantes: (i) K est borné dans Lé et
(ii) la famille {||f|| : f£€X} est uniformément intégrable c.a.d.

|1£]] &P » ¢ lorsque N - « uniformément dans f €K . Une
el >n



condition nZcessaire et suffisante pour (ii) est que

{ . ,

sup j Y E(w)|]) P(Aw) < =
f EK

pour une fonction ¢ : [0 , o[ - [0, »[ croissante, convexe,

. R D .. .
lim Y(x)/x = © avec yY(0) = 9. Les propriétés de L cit&es ci-dessus
n->w =
sont bien connues; elles apparaissent exactement sous cette forme dans

mon article [3(g)] qui est peut-&tre un peu inaccessible. On pourra

consulter {5] ou [6] aussi.

Nous considérons maintenant les propri&tés suivantes nour un
espace E ; il est sous-entendu que ces propriétés doivent é&tre valables

par rapport & tous les espaces de probabilité (Q,I,P) :

(P - a) : 0<p< o, 0<a< »; pour toute suite bornde {f_} de 2 i1
o) n b
existe une sous-suite {f_ } et feL! t.q. (avec g. = £ )
nk E Jj nj

I8
lim N ¢ 7§ lgy) - £} =0 DPeSeeennaeaaeaa()

oo j=1

(la limite &tant toujours prise dans la topologie forte de &, sauf

mention du contraire).

(P* = a) : 0<p<o , 0<a<® ; pour toute suite bornée {fn} de LE , il
E P

existe une sous-suite {fn } et £ EI% t.g. pour toute sous-suite

k
{g.} de {f_} on a la relation (1).
3 n
k
(Q) . : Pour toute suite bornée {fn} ce Li , 11 existe une sous-suite
{£ Y et £feL’® t.gq. )} a, {f (w) - f£f(w)} converge p.s. d3s que
nk B k=1 k nk

| 2
a < o a_ €C .
| n I 4 n

e~ 8

n=1

On peut &videmment formuler d'autres propriétés de ce genre en
s'inspirant du principe de sous-suites. Dans cet article, nous nous

bornons seulement & ces trois propridtés.

Une question préliminaire qui se pose est la suivante : est-il-vrai
que (Pp - a) => (P; - o) (l'inverse &tant automatique) ? Pour certaines

questions de convergence métrique (et non de convergence p.s.) ce genre



d'implication est déduisible d'un théoréme de Ramsayv pour les ensembles
infinis (cf.[7], [81). Cette implication gé&nérale simplifie certaines

considérations pour la démonstration des propri&tés (P; - a).

La propriété (P’,]‘ - 1) correspond au théorZme de Komlds. En prenant
pour {fn} une suite bornée des vecteurs non-aléatoires xneE , on
voit que (Pp - 1) => BS (Banach-Saks) ou BS est la propriété sui-
vante de E : toute suite bornée de E contient une sous-suite qui con-
verge (C,1) fortement vers un élément de E. Pour la propriété BS voir
4], [3(£)]. On sait que BS entraine la reflexivité de E (cf [15];
aussi [3(f)] pour une autre preuve simple). On démontrera par la suite
(Prop.1) que tout espace E possé&de la propriété (P; - 1/p) pour
0<p< 1 ; une considération des v.a. réelles indépendantes et é&quiré-
parties (théor@me de Marcinkiewicz) donne que aucun espace E # {0} ne
posséde la propriété (Pp - o) pour 0<p<i et 0<a<1/p. Comme
(Pp - o) => (Pp - B) pour o< B on voit que les proprié&tés (P; - o)

pour 0<p< 1 sont faciles a étudier. Ceci est essentiellement 40l au
fait que Z n_ll/p < o si 0<p< 1. Les ménmes consid&rations des v.a.
n

réelles donnent que seules les propriétés (Pp -a) , 1¢sp<2,0a 2 1/p
oupz22 et a>1l/2 (de méme pour (P; - o)) sont int&ressantes; les

autres cas pour p > 1 ne peuvent subsister dans aucun espace E # {0} .
Par ailleurs, (P_ - a) avec px2 1 et a>1 est toujours vraie e méme

pour (P; - a)) a cause de la relation

s In%el gMin%<o
n'p
n n
(si [£.1 < M) d'ot Jn % ||f (] <= p.s. et
n'p n n
lim n ) fn(w) = 0 p.s. En résumé, les seuls cas qui restent a
n-»>o j=']
1
étudier sont (Pp— o), 1§ p<2 et %s o1 ou p22 et -2—< o g1

(de méme pour (Pg -0)). liotons aussi que (Q) => (P; - a).avec p22 et

a > VY2 et que

(Pp - a) => (Pq - a) => (Pq - B)



si psg et o < B (cde méme gue pour (PE - a)).

Dans la suite on va montrer gue l'espace nilbertien possé&de les
propriétés (Q) et (P; - 1/p) pour tous p t.g. 1<p< 2. Le cas
(Pﬁ - 1) reste ouvert, comme nous avons dé&ja mentionné. Dans une autre
publication nous établirons que (() et (P; - 1/»), 1<p<2, restent

a
valable pour un espace L~ , 2<qa< o,

Si E est tel que (Pp - a) est vraie pour un o € 1 , alors E doit
avoir la propriété suivante : de toute suite bornée {xn} de E, on

peut tirer une sous-suite yk = X, et un X€E t.g.
k
lim W Z (y, - x) =6 . On voit ceci en prenant £ (w) = x et en
L k n n
N>oo k=1

s'assurant facilement que le seul choix de £ dans ce cas est celui
de f(w) = x pour un X convenable. De cette remarque on peut déduire
deux choses: (1) il suffit de considérer les espaces E ayant la pro-
priété BS ; (2) si E = 2% ;, 1<a<2, et p>a alors E ne possade
(gyn)ez“

pas la propriété (Pp - 1/p). Il suffit de prendre X,

(ék.n= 17 si k=net=0sik#n) et de se rendre compte que pour
4
toute sous-suite x
n
k
1 | 1.1
w VPl Y x =0 Posow,
k=1 k

De méme, on voit que E = ia, 1<0< 2, ne possdde pas la propriZté& (Q)

non plus.

Faisons une derni&re remarque. La fonction £ qui figure dans les
propridtés (Pp - o) pour p>1 et ag 1 sont en fait dans Lg et celle
dans (Q) est forcément un élément de Lé. C'est une conséquence du lerme

de Fatou car dans tous ces cas, l'on a

£ = 1im —+
n .
n-»>o J

(M=)

g. avec sup fg.] =M< o
1] 3

d'ou Iilfllp dP ¢ lim inf J{[ : 7

n->o



Ilp dp (car p2 1)

Il o~

[
€ lim inf J —
n

n->o

| lg.
j=1 )
FS M < oo,

Dans la section 3 nous démontrons les principaux résultats; les lemmes
techniques nécessaires sont énoncés et prouvés dans la dernidre

section 4.

§3. Les principaux résultats.

Proposition 1.
La propriété (PE - 1/p) , 0<p< 1, est valable (avec f = 0) pour

tout espace de Banach E.
N.B. Comme noté auparavent, (P; - o) avec 0<p<1etoax1/p est alors
valable pour tout E et (PD - a) avec 0 < p<1let 0<oag1/p est

valable pour aucun E # {0}.

Démonstration:
Soit {fn} une suite bornée dans Lg , 0<p<1 ; grice au lemme 2,

§4, on peut choisir une sous-suite {fn } t.g. pour toute sous-suite

{gk}de cette derni3re on a : J
. 1
1) Y el ll > kPt <=
k
CHB S| gl ap < =
k ) 1/p
g ll ¢ X 7%}
De (i) et (ii) on a immédiatement que
J TP g @] <= ous.
k
d'ou -1/ N
lim N~ /P 7§ g (w) =0 p.s.
N> k=1



Proposition 2.

La propriété (P; - 1/p) , 1<p<2 , est vraie pour un espace hil-

bertien E.

Démonstration:

P
E ’

sous-suite, si nécessaire, on peut supposer gue fn + £ faiblement

Soit {fn} une suite bornée dans L 1<p< 2. En passant & une
dans Lg (cf §2). On peut ensuite trouver des fonctions simples {fé}

- - [ -n [ . o
t.q. [(fn f) fn}p £ 2 ; comme fn—>0 falbleﬂent dans LE et

) ||(fn - f) - f£|| < ®» p.s., il suffit de tirer une sous-suite con-
3enable de {fﬁ}. En d'autres termes, on peut supposer, sans perte de
généralité, que la suite fn + 0 faiblement dans Lg et que chague fn
est simple. Grdce aux lemmes 2 et 5 de §4, on peut trouver une sous-

suite {fn } t.q. pour toute sous-suite {gk} de celle-ci on a :
]

(1) ) k‘z/P
k

(ii) )
k

(iii) si o) = E(gklg1 rever 9p_q) alors

) kP converge p.s.
¥ k

Ecrivons g, = gi + gy avec I = 9 Ve

ment; aussi, posons 0! = E(g

si |lgll <k

On a alors

-1/p _
)k (g = 9,)

_/I/P ' ' ‘1/P n n
1k (gp - 0') + 7] k (g - oM.
k k k k i k

k

=

La premi&re série & droite converge p.s. gridce au lemme 3, §4 et la
condition (i) ci-dessus. La deuxiéme série a droite converge absolti-

ment p.s. & cause de la condition (ii) car



_1/ " " =1 e
I x pJHgk-Ok}! <2 ® [ligpll ap < =

Ainsi, la série a gauche converge p.s. d'oll la convergence de

) k—ll/p Sy a cause de la condition (iii). Du lerme Ge Kronecker, on

i :

conclut que .
~i/p ¥

. lim N ) 9, =9 p.s.

N k=1

Prooosition 3. (Suchanek [14])

———— -

L'espace hilbertien E possade la »roprizdté (Q)

Démonstration:
On proc3de comme dans la cémonstration précé&dente; on sunpose que
la suite donnée {fn} est telle que fn-+0 faiblement dans L2 et que

B
chaque fn est simple. Passons & une sous-suite {fn } telle que Z aj 0.
J

converge p.s. G3s que ZIaj|2 < o ol a,=E(f_ |f £, ) i
] 3™ 31
ceci est possible grdce au lemme 5 de §4. Dans l'identité
(£ - 0.) + a. 0.
( )+ Lag ey,

n,
I 0y j

~
o
i
I
u.r~
o

la premidre série a droite converge p.s. & cause du lemme 3, §4 et la
deuxidme série & droite converge p.s. par le choix de la sous-suite
dés que (aj) € 22, Ceci donne la convergence p.s. de la sdrie a gauche
pour chague suite (aj) € £2.

Q.E.D.

Ii.B. Les démonstrations précédentes sont exactement comme dans le cas

des v.a. réelles; elles sont empruntées de mon article [3(c)]. L'effort
nouveau principal est contenu dans le lemme 5, §4; il est di a

Suchanek [14]. Lemme 3 du §4 se gé&néralise de diverses maniéres aux
espaces uniformément convexes (cf. [12]). Si pour ces espaces , l'on
peut &tablir des analogues du lemme 5, alors les propositions 2 et 3
seront acquises pour ces espaces (pour des valeurs convenables de

p, 1<pg2).



§4, Lemmes techniques.

Dans ce paragraphe nous donnons tous les lemmes nécessaires pour
les démonstrations précZdentes; certains sont donnés dans une forme
plus générale que celle dont on a besoin pour cet article en vue

d'utilisation dans des études ultérieures.

Lemme 1.
Soit U une mesure de probabilité sur IR et 0<p<o , Alors les

conditions suivantes sont Zquivalentes :

(0) J lxlp p(dx) < =

-00

-

1) Tullxl >n"Pr<cw
n

(i) ] = Jf 1x]Y w(dx) <
D0kl o< nf

pour tout (ou un) choix de o>1, B>0,yvy>0 t.q.
YB —o + 1 =pB ;

(iii) J —1& IxiY p(ax) < =
nn x| > nf

pour tout (ou un) choix de 0<a<1 , 6<ygsp , B>0 t.qg.

YB - o + 1 =pB .

Démonstration:
Hous démontrons seulement 1l'équivalence de (0) et (ii); les autres
éaquivalences se démontrent de la méme manidre. La série de (ii) s'écrit

comme
oo

J Ix[" (T e n ™) ui@x)

- n:|x|
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= J |x|Y - (|x|1/8)-—a+1 + 0(x) * u(dx)

-—00

avec 0<c; £0(x)<cp,< » d'ol 1'équivalence entre (0) et (ii).

Q.E.D.

Lemme 2.
Soit fn € Lg 0<p< », sup[fn]p < » , E étant un espace de
n
Banach quelconque. Alors pour chaque choix de o,B,y satisfaisant les

4

hypothZses données ci-dessous il existe une sous-suite {fn } t.a.

J
pour toute sous-suite {gk} de {fn } on a les propristés suivantes : -

J
@ I eClgll > kP <=
k

A
8

1Y ap

(ii) Z—J llg
" o 8 k
(g Il =k}

sia>1, B>0 , y>0 , t.g. 0K<YB - a + 1< pPB ;

s 1
(1ii1) ] — g 1Y ap < =
k x* 8
(gl >%7)
si 0<a<1, B8>90 , vy>0 t.g. 0<yB - a + 1<pB .
(iv)  La suite {||hk| |P} est uniformément intégrable ol
h =f si ||£. ]| < kP et = 0 autrement.
n n
k k
D&monstration:

Soit v la loi de la v.a. (réelle) w > ||fn(oo)[|p . La famille

{\)n} est équitendue (relativement compacte) car

- 1 o) .
v ([0, wl) = P{anHPZN} <F J[|fn||‘ dP < ¢ pour tout n si

N> N_.Donc (cf [2] pour les questions de convergence des lois) une

sous-suite {vn } converge (étroitement) vers une loi v sur IR c.a.d.

k
J £(x) v

(dx) - J f(x) v(dx) pour toute fonction f continue et
k
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bornée sur IR ; aussi

J|x| v(dx) < lim inf JIxI v (dx)
Tk

k>0

= lim inf J||f [P ap < »
k> P

Pour simplifier 1l'écriture, on supposera que la suite {vn} elle-mé&me
converge vers v, On va montrer que pour chacune des conditions (i)-(iv),

il existe une sous-suite convenable.

Comme V(F) > 1lim sup vn(F) pour tout fermé F, on a, pour tout
n->w

k=1,2,... un nk t.q.

k

vi|x|xk}+ 2 > vy {|x| = k}

pour tout n2 nk 7 en prenant n; <n,<.,.. On aura une sous-suite {nk}
t.q.

»

PUE [P 5 k) = v ([x] 3 k} < vi]x|3 k) + 27K

pour n 2 n oo k=12,... . Pour cette sous-suite {fn }, (i) sera véri-
k
fiée grdce au Lemme 1(i) (avec p = 1).

Les preuves pour (ii) et (iii) sont du méme type ; donnons celle

pour (ii). Kotons d'abord que

J |x|t v(dx) » lim sup J |x|t v_(dx)
n->o n

x| < & |x] < &

pour VvVt>0 , A>0 d'ou l'existence de n;<n;<.... t.q. pour

n: nk  k=1,2,...

£ 117 ap = 1x|Y/P y_(ax)
IENIESS x| < kPP
< lx|Y/p v(dx) + 2-k
|x|skBp



Lemme 1(ii) (pour le cas p = 1) conclut la preuve.

Pour (iv), choisissons une fonction ¢ : [0 , «[ - [0, [ convexe,

croissante, Y(0) = 0 , ¥(t)/t » » lorsque t » » et t.qg.

[w(ltl) v (&t) < = ; ceci est possible car J|t| v(dt) < « . llontrons

gue pour un bon choix de {nk}
swp [u(]In[[P) ap < =
k

ce qui établira (iv). Ici aussi, notons que

J Y(]x]) v(dx) 3 lim sup J v(]x]) v (@x)
|x] <A T x| ga

pour tout A>G ; donc l'on peut trouver n; <n;< ... t.g. pour

n3 n o k=1,2,...

P
vl e 11%) ap

v(lx)) v (ax)
1/p
[E 1<k x| <« k

N

I v(lx]) viax) + 1
x| <k

A

J P(x]) v(@x) + 1 < =

La suite {nk} donnera le résultat voulu.

Q.E.D.

N.B. Les énoncés de type (i)-(iii) du lemme 2 se trouvent édans [3(c)],
[91, [10]. La propri&té (iv) du lemme 2 é&tait not3e par [14] (aussi
[10]1); nous n'aurons pas besoin de celle-ci dans cet article. Les dé&mon-
strations présentées ici sont nouvelles; elles montrent que la vraie
source de toutes ces propriétés est le fait qu'une certaine famille de

loi est équitendue.

Lemme 3.

Soit fn € LE , n=1,2,.., E hilbertien; alors la convergence de



17

) J!|fn||2 dP entraine la convergence p.s. de Z(fn -0 ot
n n
o, = E(ntAn_,l) ot A _,Colfy ..y £ 41, Ao = {¢,0} .
Démonstration: n
On note simplement que si 9, = fn - On alors Mn = k£1 9 est

une martingale & valeurs dans E t.q.

lju_[]2 a0 = [ (gilg, ) ap
J n 1< ,k<n 3k

n

RANIIENIEE

n

D[l e
k=1 k

N

{
car pour j # k , J(gj|gk) dp = 0 et

2 2 Sp - 2 4
[ls i1z ae = [1ig 17 @ - [i1e,]1% ae .

Comme E est hilbertien (donc réflexif) un thé&oré&me de convergence des

martingales & valeurs dans & garantit l'existence p.s. de lim Mn
(cf [11]). e

N.B. Ce lemme se généralise au cas ou fn € Lg et E est p-lisse ,

1< pg 2 (en anglais : p-smooth) de mani&re suivante :

{
g Jl|fn|lp dP < » => E (£, - ©,) converge p.s.

C'est une conséquence immédiate d'un théor@&me de Pisier [12] en notant

simplement que pour p3> 1
- p . p
Jlffn o 11" ap < c(p) Jllfnll ap

pour une constante C(p). L'espace hilbertien est 2-lisse et un espace

) Al , @ > 1 , est p-lisse pour p = min (o, 2).
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Lemme 4. (Suchanek [141])

1
E

Banach quelconque) t.g. {llfn|]} est uniformément intégrable. Il existe

Soit {fn} une suite de fonctions simples dans L. (E un espace de

alors une sous-suite {fn } t.g. pour toute sous-suite {gj} de celle-

. k
ci on a

sw AEICH TRV PR N sup ECHlggll 1gq s ever gy y) < = pes.

Démonstration:

En passant a une sous-suite si nécessaire, 1'on peut supposer, sans
perte de généralité , que |[fn]| + o faiblement dans L'. Posons
n, = 1 et définissonsnk inductivement comme nk>nk_1 et t.qg.

E(||fn[| |A) ¢ E(a]A) + 1 p.s.

pour n n et A une o-algé&bre quelconque contenue dans

o{fn y eeey fn } . Ceci est possible car cette dernid&re est une
1 k-1
c-algébre finie (ainsi que A) et que pour w € A de A avec P(A)> 0,

1
P(Aa)

Bl 01 10w = = [ Jig,]| ar -
A

J a dP = E(al|A)(w)
P(2) n A

La sous-suite {fn } satisfait la conclusion du lemme 4. Vérifions ceci
‘ k

our g, = f , le cas d'une sous-suite quelconque étant similaire. On
p k q

Oy
a

sup E(|lgyll lgq s ceer gy ) s sup E(algys+aer g5 ) +1 < = pus.

J J
car lim E(a|g1, eees 9. ,) existe p.s.

j=1
3 J

Lemme 5. (Suchanek [14])

Soit E un espace hilbertien et {fn} une suite de fonctions sim-
ples dans Lé t.q. fn + 0 faiblement dans Lé. I1 existe alors une
sous-suite {fn } t.g. pour toute suite (ak) € £ et pour toute sous-
suite {gj} de {fn } on a la convergence p.s. de ) a. 0. ol

k 3 J J

0, = E(gjlq1 roeeer 9i_a)

3 3=1



Démonstration:

Le raisonnement est comme dans la démonstration précédente. Mettons

n, = 1 et définissons n, inductivement comme nk> N t.g. pour
*n_, on a (ol (+]+) est le produit scalaire de E)
1 -k .
oty | B I ole2™ s
A
pour tout A € O{fn1 reeer £ } avec P(A) >0 (une o-algdbre finie) et
k-1
tout x € E qui est de la forme =t f dp , P(B) >0 , avec
?(B) B "
jsk - 1 et B E€ o{fn ;) oeees fn } ; notons que l'ensemble de ces
1 3=1

x € E est de cardinalité finie. Nous pouvons assurer de plus que les
{nk} sont tels que l'affirmation du lemme 4 est vraie aussi. Vérifions
que ce choix de {nk} est suffisant. Pour cela, nous prenons le cas de

= fn ; pour d'autres sous-suites de {fn } on peut procéder de
k k
méme maniére. En posant @k = E(gklg,I y eess gk_1) on voit que

Ik

| 0y (w) [0 ()] < 2% p.s.

si 1<3j< (k-1) gridce 3 la condition (*) et que sup ]|Ok(w)]|< ® p.S.
k

grdce au lemme 4. La convergence p.s. de z ap Ok suit de la remarque

k
élémentaire suivante : si x € E t.q. bjk = |(xj|xk)| satisfait
sup b, . <= et § b2 <w alors | a, x, converge dans E pour
x Kk 1€54k<e 1K Kk Kk

tout choix de (ak)€ 2?2, Il suffit de majorer 1l'expression
N

137 a, % ||2= ] a, a, (x,|x,) par
k=M X K M<i,ken J K TITK
N
L by laxl? + ] la.l la | b,
M KK M<iAk<N I ki Tk
et utiliser le lemme de Schwarz.
Q.E.D.

N.B. Les raisonnements utilisés dans les deux démonstrations précé-
dentes étaient initiés par Komlos [10]. C'est la généralisation du

lemme 5 aux espaces de Banach autres que les hilbertiens qui est une
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des pierres d'achoppement de la théorie si 1l'on veut la dévélopper par

les techniques de cet article.
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Je viens de regevoir un "preprint" de D.J.H. Garling, St. John's

College, Cambridge qui donne des résultats qui vont beaucoup plus loin

que ceux de cet article. En particulier, il suit de ses résultats que

si un espace E est p-lisse, 1<pg 2 , alors E poss@&de la propriété

(P; - o) pour a > 1/p . Mais la démonstration d'une généralisation du

théoréme de Komlos pour les espaces E uniformément convexes souffre de

méme défaut que celui indiqué ci-dessus.



