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PROBLEMES A FRONTIERE LIBRE ET ARBRES DE MESURES

par Jean-Michel Bismut

Une classe importante de problémes d'optimisation stochastique consiste dans
la détermination de frontiéres optimales associées a 1'arrét ou la transition d'une
loi de processus de Markov vers une autre loi. Les problémes de frontiére les plus
simples sont les problémes d'arrét optimal : 1ils ont recu une solution compléte
dans [6]. Une autre classe de problémes est la détermination de frontiéres de tran-
sition pour des processus alternants [2]. Dans ce cas on considére deux lois de
processus de Markov P et P'. On construit un nouveau processus qui suit la loi
de P jusqu'au temps d'arrét T1s la loi de P' Jjusqu'au temps d'arrét Tys la

loi de P Jjusqu'au temps d'arrét T3 etc... On doit alors choisir Tl’TZ""’Tn’”

de maniére a maximiser :

+oo

(0.1) E( ; (9'(XT21._1)+9(XT21.)))

Un tel probléme a regu une solution compléte dans [2]
par des techniques de balayage. L'étude fine des relations d'ordre sur les mesures
associées aux cones K et K' de fonctions fortement surmédianes pour P et P'
permet de résoudre complétement le probléme. Si R et R' sont les opérateurs de

réduite relativement a K et K', on se raméne en effet & étudier le systéme

'0.2) f=R(f' +g)
f'=R'(f+g')
On démontre alors sous des conditions trés faibles 1'existence d'une solution mini-
male pour le systéme (0.2) et la régularité des solutions lorsque les processus
considérés sont de Feller et vérifient une hypothése de "réduite continue". Cette
hypothése est en particulier vérifiée par les diffusions de Stroock et Varzdhan

[13] et les diffusions avec sauts de Stroock [14].
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Nous allons é&tudier ici un probléme plus difficile. On va en effet se donner
trois lois (ot d=>3 1lois) de processus de Markov droits Pl,PZ,F;. A partir

d'une chaine croissante de temps d'arrét Tl’TZ""’T et d'une suite (ml,mz,..,mn)

n
de variables aléatoires a valeurs dans {1,2,3} telle que my =1 et que M1
m
est FT -mesurable, on construit un processus cad qui suit la loi P 1
i
2 "3
pour t<Ty, Ta loi P pour Ty<t<T,, la Toi P pour T,<t< T3...

Si {91J}i¢j est une famille de six fonctions, on veut maximiser en
(Tl,...,Tn...),(ml,...,mn,...) le critére
+oo m.m,
iTi+l
(0.3) E( ; g (xg.))-
i

On doit ainsi déterminer six frontiéres de transition A'J de i vers J.

On pourra se représenter Pl,Pz,P3 comme les différents régimes de fonction-

nement d'un "engin" dans un environnement aléatoire. Compte tenu des colts de
transition d'un régime vers 1'autre, ou des colts de fonctionnement de chaque
régime -- voir [2] - section 3-- on doit déterminer les frontiéres optimales de

transition.

Dans la section 1, on pose les hypothéses du probléme. On introduit une suite

2

de fonctions fortement surmédianes relativement a Pl,P ,P3, qu'on note (fi,fﬁ,fﬁ),

et on exprime ces fonctions & 1'aide de Ta notion d'arbre de mesures. On donne des
conditions sous lesquelles cette suite converge vers (fl,fz,f3), et on rontre que
ce triplet est la solution minimale du systéme

(0.4) FaRT[F 4 gy (¥ 4] ik =11,2,3).

Dans la section 2, on étudie la régularité des solutions de (0.4) >
et on démontre 1'existence de solutions pour le probléme de maxjmisation de (0.3).
Dans la section 3, on étudie la dépendance continue des solutions de (0.4) en
fonction des données {gij} .

On utilisera constamment Tes résultats de [2].
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1. HYPOTHESES.

E désigne un espace lusinien métrisable, auquel on adjoint un point cimetiére

§ ou toutes les fonctions définies sur E s'annulent.

. . < . P + .
Q est 1'espace des fonctions continues & droite définies sur R' & valeurs

dans E{s}.

xl,xz,x3 sont trois processus de Markov droits [15], transients, & durée de

vie finie, ayant comme cimetiére s.

Pi,Pi,Pi sont les mesures sur Q associées a xl,xz,x3, quand Ta mesure

d'entrée est ).
On fait 1'hypothése que les fonctions excessives pour xl,xz,x3 sont
boréliennes.

Pour i=1,2,3, K' est le cone des fonctions fortement surmédianes pour

i
le processus X .

On pose alors la définition suivante :
i
DEFINITION 1.1. : Si A et u sont des mesures bornées sur E on écrit A<y

si pour tout fejK1 bornée, on a :
(1.1) <u,f > < <A, f>

Par le Théoréme de Rost [1] ,[12], si A et wu sont >0, pour que A<y,
il faut et i1 suffit qu'il existe un temps d'arrét T randomisé pour P} tel que

pour h borélienne bornée on ait
i

A
(1.2) <u,h>=E 1T<+Q(XT)

R' est 1'opérateur de réduite associé & K'. Si h est borélienne, R'h est
borélienne. En effet ce résultat est vrai quand h est continue, car R'h est

excessive. On applique alors le Théoréme des classes monotones [8]-1. T 20.
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De plus par les résultats de Mertens et Rost [17]-[12], si A est une
mesure bornée >0 sur E, ona:
(1.3) <A,R1h> = sup <u,h>
u20

i
Ay

a) Définition des arbres.

On considére un arbre dont les branches sont construites de 1a maniére

suivante :

Etages

}1

2

3

Figure 1

- chaque branche est indéxé& par 1'un des indices 1,2,3.

- 1la branche d'indice i se divise en deux branches d'indices j et k avec

{i,3,k} =1{1,2,3}.

Le type de 1'arbre est 1'indice de la branche mére (sur la figure 1, il est

de type 1)

On définit alors les arbres de mesures.
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DEFINITION 1.2. : Soit A wune mesure 30 bornée sur E. On appelle arbre de
mesures de type i et d'origine A Tla donnée d'une famille de mesures bornées 30

indicées par les branches de 1'arbre telle que :

a) Tla branche mére porte 1a mesure A.

pli
. v o , .
b) Si est un noeud de 1'arbre, si u,v,0 sont les mesures
J
associées aux branches | ,//, \\ , on a
.i
(1.4) u<v+o

L'ensemble des arbres de mesure de type i et d'origine XA est noté A;.

La longueur |M| d'un arbre M est le nombre minimum d'é&tages (voir figure 1)
tel que pour les étages de rang strictement supérieur, les mesures indicées par

les branches de ces étages soient nulles.

La masse |[M| d'un arbre est définie par

1.5 IMIl =
(1.5) [ %M

(on ne compte pas A dans (1.5) )-.

M et |M| peuvent étre infinis.

A tout arbre de mesures M on associe six mesures. En effet, pour tout couple

d'indices (i,j), avec (i,3)¢ {1,2,3}, i#J, on définit la mesure Hij par

(1.6) p=yT

neM
//J i
"/

(i.e. on ne somme que les mesures indicées par les branches j provenant d'une

branche 1)

Soit (913) six fonctions boréliennes bornées indicées par (i,j)¢{1,2,3}

avec i#J.
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Tout arbre M de masse finie opére sur (g1J) par
(1.7) <My (gy> =S gl

b) Un schéma itératif
On définit par récurrence la suite de fonctions
£l Zpi(q1y, oK
1=R(g7vg )
(1.8) L .
£l =R e gty (4™ g0 =11,2,30

On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 1.1. : Pour toute mesure >0 bornée i, ona
(1.9) <)\,f:]> = sup<M,(gk57>
i
MeAA
[M|<n

Preuve : On raisonne par récurrence sur n. On sait que par (1.3)

(1.10) <x,f)>= sup i~<ﬁ,gi3vgik>
20 A<y

Si ¢ vérifie les conditions de (1.10), on pose

(1.11) v=1 .. .0 o=1 .. .1
g13<g1k

Donc
(1.12)

L'arbre M=

est donc de longueur 1 et appartient
s al
a A,. De plus

(1.13) @ = <mgly gt

Donc
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(1.14) <>\,f11> <sup_<M,@k9‘)>
i

M€A>\

[M|<1

1

Inversement soit M= un arbre eA)\ de Tongueur 1. Alors comme

i
A<v+0, On a

(1.15) <>\,f1>z<v+o,f11>=<v,f1>+<o,f1>

>,<v,gij>+<0,gik>=<M,(S;kl>

De (1.14),(1.15), on tire donc 1'égalité dans (1.9) pour n=1.

Supposons le résultat vrai jusqu'a 1'ordre n. On a encore :

(1.16) <>\,f:]+1>= sup.<rv1,[f‘]+g1‘],fk+g1k] >
i
MEAA
[M|<1

ou M n'agit effectivement que sur Tes deux fonctions £ +g]J, fk+g1k.

(1.16) peut s'écrire :

(1.17) <f,p>= sup (<\),f‘r]]+g‘]>+<g,fn+g )
V,020
Alv+0

En applicuant Ta récurrence pour calculer <v,f‘r]]> et <0,f|:]> , on

vérifie gu'en juxtaposant & 1'arbre M de longueur 1 des arbres de longueur n ,

on a encore (1.9). [ ]

La formule (1.9) a une interprétation trés simple & 1'aide de temps d'arrét.

En effet par [17]-[12], on sait que pour h borélienne bornée,

. pJ
(1.18) <R > = sup E h(x

SN (%7)
T temps d'arrét Tet T

On peut donc, en remplagant les opérateurs R par leurs expression (1.18),

exprimer chaque <A,f:]> a 1'aide d'une chaine de temps d'arrét Tl,...,Tn.
Pour simplifier, on écrira seulement 1'expression de <>\,f;> . 0Ona:
Pi
i A ij j ik | ok
(1.19) <, fy>= sup E (1Tim[(g T vie™ + 1% )

i

<,
J,
%

Lépertem' f—;
de Mothémctique

\(’\\Q de S’I’
O

-3
3
S

Ibtiomeas
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On vérifie trivialement qu'on peut supposer que LTi] =[T1j]LJ[Tik]’ ou Ty

et Tik sont des temps d'arrét de graphes disjoints, et qu'alors

pi
i A ij .3 ik ok
(1.20)  <afpy>=Sup E [l (a0 +fD) 0 ) +1p (g +F) (% )]
ij iJj ik ik

et donc

) . N "
(1.21) xfls=sup E[1 gy Y+l (@) (x )) +1 (6 %%, )

2 Tij““( Ty T3t T3 Tkt Tik

ki j
U TSN

ou le processus a la loi P1 Jjusgu'au temps Ti =Tijf\Tik, la Toi Pi Jjusqu'au
T
. _ . ok L . ~
temps T3 Si Ti —Tij’ la loi PXT Jjusqu'au temps T3 si Ti _Tik'
i

La notion d'arbre de mesures est ainsi intuitivement justifiée.
c) Convergence de la suite

Corme les gTJ sont nulles en §, les {f;} sont 0.
On vérifie immédiatement qu'elles forment une suite croissante.
Elles convergent donc vers les fonctions {f1} qui sont fortement surmédianes par

rapport a x' et 0. 0n a immédiatement

THEOREME 1.1. : pour toute mesure >0 finie A, ona
(1.22) <x,f's= Sup<Mfg'Ys
i
MGAA
|M|<+co

De plus les {f1} sont solution du systéme de trois équations

(1.23) G NI )

Preuve : c'est immédiat par passage a la limite dans (1.8) et (1.9) [}

d) Une formule pour les {f1}.
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On va maintenant donner une formule d' une remarquable simplicité pour les

{f1} On suppose en effet que Tes {f'} sont bornées.

On a alors trivialement
(1.24) £l -7 5g"

Inversement si on suppose qu'il existe des ek’ 50 bornses telles que
(1.25) F-Fagh

g ; i zi i ~
on vérifie par récurrence que f;-sf , et donc que les {f'} sont bornées. La

condition d'interpolation (1.25) est donc nécessaire et suffisante pour que les (£
soient bornées.

On a alors le résultat trés simple suivant :

PROPOSITION 1.2. : Soit X wune mesure >0 finie, M un élément de A; de

masse finie. Alors on a :
NSRRI LSS
(1.26) 04, d1 -, 13, 0k K
ok ki ik, ki ik

Preuve : Nous donnons une démonstration rapide de ce résultat.
Démontrons la premiére ligne de (1.26). Dans la somme donnant les pet u1k se

trouvent incorporées les mesures v et o apparaissant sur la téte de 1'arbre

Al
VY

telles que 2 iv+0 . I1 suffit donc de démontrer la ligne 1 de (1.26) en remplagant

A par 0, et en ne comptant que les mesures apparaissant dans les étages >2. On
u1k par ﬁ13 ot

. ~1j ~i _
Les mesures apparaissant dans n J ou u1k se trouvent placées sur 1'arbre

remplace donc p' et ﬁ1k.

selon les deux schémas suivants

€ G
(1.27) Wi ufi
vj N YR

et donc

(1.28) NRAIFINLL I A N
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Comme la masse de M est finie, on peut bien écrire (1.28) sous la forme (1.26).

On démontre les autres lignes de la méme maniére. [_|

On a alors le résultat fondamental suivant :

THEOREME 1.2. : Pour toute mesure 30 finie, on a

(1.29) <= Sup zyuidgh

od les u'J sont des mesures >0 finies telles que (1.26) est vérifiée.

Preuve : Par le Théoréme 1.1 et la Proposition 1.2, <A, f'>  est inférieur au

membre de droite de (1.29). Montrons 1'inégalité inverse.
Soit donc (uU) une famille de mesures >0 finies vérifiant (1.26).

Comme les fJ sont bornées, on a :

(1.30) <)\,fi >>/<ui‘j —u‘ji +uik-uki,fi >3 <ui‘j,1’:i +gij >
+<u‘ji,g‘]i _fj >+<uik,fk+gik>+ <uk‘l’gki _fk>
ki>

_ <u1;|,g1;| >+<uJ1,g‘]1 >+<u1k,g1k>+<uk1,

TIPS AN

g
>+<u1k-uki,fk>
(1.31) VLR R LIPS RPN LSS I B ujk,gjk - <ukj,gkj N

T R A
De plus
(1.32) <tk Ky Jk K ek Lo,
De (1.30)-(1.31), (1.32), on déduit bien que <>\,fi > majore le membre de droite de

(1.29) . .

L'interprétation de (1.29) est intéressante. En effet, on va monter qu'a toute
famille (ui‘]) de mesures >0 finies vérifiant (1.26), on peut associer un arbre

de mesures. On a en effet :

THEROREME 1.3. Soit (uU) une famille de mesures >0 finies vérifiant (1.26).
I1 existe un arbre M' et des mesures 30 finies u"'9 vérifiant (1.26) avec 1 =0

tels que si (u''J) est la famille de mesures associée a 1'arbre M', on a :
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(1.33) w1yl

Preuve : Nous allons construire 1'arbre de mesures de proche en proche.

Figure 2
Ona :
(134) )\+p‘]1+pk1 jui‘]-l-p]k

Par un résultat de Meyer-Mokobodzki-Rost [9], on peut trouver des mesures

Vis V20  telles que

(1.35) p1J+u1k=V1+V2 )\iv1 u‘]1+uk]iv2
Soit a et (l-a) Tla densité de p]J et uﬂ( par rapport a u]‘]+u1k. On a
ij
n Y =av, +av
(1.36) 172
u1k=(l-a)v1+(1-a)v2.
En posant
13) weavy wpmav, ey W= 1y,
on a
u” =u'11‘]+u;‘] )‘l“imﬂ‘iﬂ(
1.38
( ) ik _ ik ik 0l ij _ j1'+1'k_ ki
u ‘111 l-ll l-'l H 111 .

En reportant (1.38) dans les deux derniéres lignes de (1.26), on obtient donc
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u'lw e —ui‘] RL
(1.39) pikby Tk ok

OJUIJ -t +u1k-uk1

On a donc construit le premier rameau d'un arbre (voir figure 2). Le systéme
(1.39) est proche du systéme (1.26) ; la différence provient du fait que sont mélées
les mesures provenant de la branche j et de la branche k, et qu'au lieu d'avoir

une seule "source" A , on a maintenant deux "sources" ui13 et ui]k- Seules ont été

modifiées u1J en uIJ, u1k en u;k, puisque les autres possibilités de transition
n'ont pas encore été envisagées. On va donc itérer 1'opération sur la premiére ligne

de (1.39). On peut effectuer les décompositions en sommes de mesures >0:

Wi é“*“z .ug .J'I uéJk
(1.40) " . .
) =u2 k+u%k Ong1-u1J+ugk-ukJ

on a donc maintenant

ik ko ki 1k kj .Jk Jk

(1.41) L L U T M

On en déduit les décompositions
ki ki o ki, ki ik k
u U

=u tuy  tu
(1.42) 2 T o e
ik r ki k .
ukJ=u2kJ+u3kJ+u§J u23k5u3k1+u3 SRR 1 u3J-u%
qu'on reporte sur la figure 2.

2
Les mesures (uk

) ont toutes subi une premiére décomposition. Revenons alors a la
ligne i dans (1.39). On a

i i . ik ki_ ki _ ki
(1.43) 01)11 - (n J‘+u2 )+u} STALEITLLEIRAN

On a ainsi les décompositions
.J1 i i3, ik

Mot SHgpt tugg

ig_ i, i3, i3 vkidi o id, ik

(1.44) Hp TH3p Tzt "“5 My SH3p  tuzp
ik _ ,1k vik yik ik kidoid ik

Hy TH3p tH3p tgp tug u3 Tug” Fugg

i ki
03 ”EJ ) *“%k -u3'
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qu'on reporte encore sur la figure 2. On a de plus

LSRR N RN i3, i3, il
(1.45) W Eug Y F gy Fugyt byt g

ik Lik Vik ik Jk ik
WS Hp tugy tugy tuggy tug

uJ éJ1 U%I
ujk= 23k+u%k
K oyl K
Jj=u;j+u$j+u?
o1 ugl? gl eugt? e 05 g0k
0848 - g e g et gy T
ji, ik ki

03“; Sup tug w3

On peut donc réitérer 1'opération de maniére & parcourir les lignes 1, j, k dans

1'ordre i-j-k.

On construit ainsi une suite "croissante" d'arbres Mn de longueur finie dont
toutes les branches & distance finie vont &tre couvertes aprés un nombre fini d'itéra-
n ,ik

u

tions. On définit ainsi nu'13, comme les sommes de mesure d'indice 1ij, ik

associées a 1'arbre Mn, et on a
ij _on ,ij . n i
pid =Mty e ld

111k=nu.1k+np..1k

(1.46)
ol nu..ij _ nu..ji + np..ik _ nu.,ki _ nﬁji _ nﬁki
etc...
o "i 31 (resp. nﬂki) est une somme de mesures extraites des mesures d'indice Jji

(resp. ki) de 1'arbre M" sur des branches d'étage de plus en plus grand tendant vers
oo, grace a (1.46) la suite croissante de mesures nu.ij converge vers u'ij.

Donc nﬁ Ji est une suite de restes de séries convergentes et tend vers 0.

Enfin nu"ij converge vers u"ij. On a naturellement le méme résultat pour les autres

indices.
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On a alors
(1.47) NRRISNTRR BN A

De plus, si fg€ k' est bornée, on a :

(1.48) B R ISR AL I N
et donc
(1.49) Olull.lJ _unJ1+pu1k_uuk1. D

Dans Ta maximisation de (1.29), on peut ne pas tenir compte des (p"]J), car

de (1.30) (avec A=0), on tire que

(1.50) 05 zu" g,

2. Existence de la solution du probléme d'optimisation.

E est maintenant un espace métrisable Tocalement compact dénombrable a 1'in-
fini. -8 est 1'ensemble des fonction continues bornées sur E. E est le compacti-
fié de Stone-Cech de E.Ol,b est 1'ensemble des mesures bornées sur E, Jo le dual

de ¢, i.e. 1'ensemble des mesures bornées réguliéres sur E.

x est un processus de Feller a valeurs dans Eu {8} & durée de vie finie ¢,
dont Te noyau potentiel est fini. K (resp. K) est 1'ensemble des fonctions forte-
ment surmédianes (resp. appartenént a4 &). R est 1'opérateur de réduite par rap-
port a K.

On définit une relation d'ordre sur Jb:

(2.1) r<pu v fek <u,f>g<a,f>.

Si A,ue()bb, A <u est équivalent &

(2.2) VfEK bornée  <y,f>L<A,f>

En effet en prenant les décomnositionsde Jordan-Hahn de A et u , on peut suppo-
ser x et p>0. Alors si #E(q) (espace des fonctions continues tendant vers 0

a 1'infini) et est 30, Vy) €K et donc

(2.3) <uVo > <A,Ve >
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On a encore (2.3) pour ¢ universellement mesurable. Comme par [8]-IX-T64 toute
fonction excessive est limite d'une suite croissante de potentiels de fonctions
universellement mesurables, on a (2.2) pour f excessive. L'extension de (2.2) &

feK resulte de [1]-[12].

On a alors le résultat suivant :

THEOREME 2.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) Pour tout he‘é, Rhe €
b) Pour tout x€E,{ueJJ\«b ;u>0 ;ex<u} = (e ; 1 20 sey < ul.
c) Pour toute fonction h s.c.s. bornée, Rh est s.c.s. (et est 1'inf des élé-
ments de Ksh).
d) Si L est un compact de E,{Uecmb suz03 Ixel ex<u}. est étroitement
compact.

e) Pour tout fermé F de E, PX(DF<;) est une fonction s.c.s..

Preuve : C'est le Théoréme 1 de 1'appendice de [2]. []

Dans [2] les propriétés équivalentes du Théoréme sont reliées a la vitesse

a laguelle x quitte le voisinage d'un point.

Par les résultats de [3] , les diffusions de Stroock et Varadhan [13] et les
diffusions & sauts de Stroock [14] tuées par une exponentielle e P avec p>0

possédent ces propriétés.

On suppose ici que xl,xz,x3 possédent toutes les propriétés du processus

x ainsi que les propriétés équivalentes du Théoréme 2.1.

On suppose enfin que les g” sont des fonctions continues (resp. s.c.s.)

bornées telles qu'il existe 1~’1ek1 (i=1,2,3) et B8>0 tels que,
(2.4) Fl-# g e

On a alors le résultat fondamental :
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THEOREME 2.2. Si les g” sont continues (resp. s.c.s.) les fonctions
{f:‘} forment une suite croissante de fonctions continues (resp. s.c.s.) conver-
gent uniformément sur tout compact (resp. simplement) vers les fonctions continues

(resp. s.c.s.) f et f'.

Preuve : La preuve est trés proche de la preuve du Théoréme 2.4. de (2]

On vérifie par récurrence que les fonctions {f:‘} sont continues (resp.
s.c.s.). Si les (g”) sont continues, les (f1) sont donc s.c.i. et majorées

par les f' donc bornées.
i
Hontrons que Tes f  sont s.c.s..

Si h est une fonction s.c.s. bornée définie sur E, on peut la prolonger

en une fonction définie sur E en posant

h=inf h' .

h'e€=>h
On prolonge ainsi les gij a E. Conme les ?’i sont dans & on a
(2.5) A zgij+8 sur E.
Pour toute famille de six fonctions ui‘j€ E@ et pour xeE on pose
(2.6) F(u) = inf F(x)
Flek

g1J+u1‘]\<1_’1-1_’j
Fx est une fonction convexe sur %6, qui majore fl.
De plus, grace a (2.5) si les (u'J) verifient |lu'J|<g, alors FX((U1J))\<1~’1(X).
Par [7], F, &tant convexe et bornée sur une boule de centre 0 dans & est

continue en 0.

Calculons alors la duale de F_ sur ‘66 au sens de [10]-|11]. Pour toute
.. X
famille (uU)GJT\,G, on a
(2.7) F™)) = sup z <uuls - Fl(x)
fleg!
gij+uijé?i-?j
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. . i o
Si 1'un des u'J est <O, FX((uU)) est égal & +o.
Siles u'J sont >0 comme F'-F-g' ests.c.i. bornée, on a

(2.8) sup_ <u1J’u'lJ 5= <111‘]’1;1 .- <u]‘],f_:‘] 5= <u1‘],g” N
Flex!
gV cFE

ij

Donc si les sont >0, il vient
*  ii ce s S es s .. _
(2.9) FrC)) = - aen™,gM sesupe™d - L A S T
T'IE K'I
Donc
-z<uij,gij> si les u'd sont >0 et siles
%, i3 conditions (1.26) sont formellement
(2.10) FX((u )) = vérifiées avec =€y ,i=1
+ o ailleurs.

Comme F, est continue en 0, on a, par [10]-[11] :

(2.11) FY((0)) =F,((0))

ou encore

(2.12) F((0)) = sup 7 u'3gd
u1J20€J_lb6

conditions (1.26) formelles.

Rappelons qu'ici les u1‘j sont dans Jo et cu'on ne peut & priori conclure a
1'égalité de Fx((O)) avec fl(x) en utilisant (1.29), oG Tes u'J sont dans

NP,

On procéde alors comme dans la preuve du Théoréme 2.4. de [2].
On montre en effet que Tes {f:]} peuvent étre prolongées & tout E en une suite
croissante de fonctions s.c.s. majorée par %i, et telle que Tes fi limite des
f:] sur E sont i-fortement surmédianes sur tout E, i.e. si A et u sont

des éléments de I tels que Alu, alors <p,1’1 >< <>\,1‘1 >,

f1 peut donc &tre prolongée en une fonction i-fortement surmédiane sur

tout E. Donc si x€E et si les (uU) sont des &léments >0 de oMo vérifiant

formellement les conditions de (1.26) avec A =€y €n raisonnant formellement
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comme dans (1.30)-(1.31)-(1.32), on a :

(2.13) flix) sz w13g1d
et donc fl(x) >FX((0)). Donc 1

(2.14) £(X) = F,((0))

f~ é&tant un inf de fonctions continues est s.c.s.

La convergence uniforme des f; quand Tes g1J sont continues résulte du

Théoréme de Dini. [

On pose
A= (f1 oo gl),
Si Tes gij sont continues, les Aij sont fermés. Si les gij sont s.c.s., les
Aij sont boréliens et de plus

A=At gatk
est finement fermé pour x' par [6]-II.

On va construire explicitement un arbre de mesures réalisant le sup
dans (1.29).
Le processus part avec la loi d'entrée r suivant la loi i. Soit D i
A

L Al e
i

€Al si x
i

de début de A'. Comme A' est i-finement fermé, Xp D

A A
processus suit ensuite la loi j. Si Xp .4 A1J, il suit Ta loi k (Te choix de
Al
. R ijA ik s
J plutdt que k sur A'YNA est arbitraire).
.- . P-i .
Soit ui’J la mesure définie par <ui1J,h >= E AID h(x lui1k la
D
A

1
'<C X ..
A’ D.cAl
Al
1 - sh(x P .
§STXp 1_¢A1J DAi». On réitére la procé
A

dure sur chaque branche de 1'arbre. On prend comme convention qu'en cas d'ambi-

. p’l !
mesure définie par <ui]k,h>= E A(ID
A

guité, on préfére j a k, i a k, i a j.

. N . ij
On construit ainsi un arbre M de mesures. Soit (u' J) les mesures

(éventuellement non bornées) associées & M.
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On a alors
THEOREME 2.3. : (fl,fz,f3) est Te seul triplet de fonctions s.c.s.
bornées solution de (1.23). De plus les mesures w' " sont bornées et realisent

le sup dans (1.29).

Preuve : Soit (f') un triplet de solutions s.c.s. bornées de (1.23)
Comme i1 n'y aura pas d'ambiguité, on les note encore comme les f! construits
précédemment . Les Ald désignent les objets construits précédemment pour ces

"nouveaux" f'.

Par un résultat de [6] ona :

. 1 . .o . .. . P . .
A= an 0t [(FagM) v (g™ 5 = <1, (104 1)s ey T oagTh
ou encore
<)\,fi >=<pi.ij,gi‘j>+<uiik,gik>+<uiij,f‘j>+<piik,fk>
En itérant n fois, il vient
(2.15) ey cu®gkts g p oy et
mn n
ke
. n ks _ ke Vs 11
ou encore si U représente la somme des mesures o jusqu'a 1'étage n
(2.16) s p Mgy et
Comme gk£<'~fk-?l-3, on a
(2.17) o flaeeMidon i n ik n ki g
+ <n l\]..i_n 11\] n |jk_nu|k\j,?::j>
+ <nu'k]-nu'1k+nu'k‘]—nu"]k,f‘k>+2<u kJLfJL> B<>:n kIL S
Comme les {"u'kl} vérifient les conditions (1.26), il vient
(2.18) uflocanFlss R RTINS
Or on a :
(2.19) < au 11

Par récurrence, on en déduit que =z< ujk%l > décroit avec Jj, et que donc
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(2.20) T o<t cands.
ke n

Comme les {f*} sont bornées, de (2.18), on tire

(2.21) g<tM s <
ke

ol g ne dépend pas de n.

La famille de mesures {nu‘kl} est donc bornée, et les mesures limites

k22

ke ,f7>= 0.
n

{p'"7"} sont également bornées. Ceci implique en particulier que Tim I <y

n -+
De (2.15)-(2.18)(2.22), on tire

(2.22) <>\,fi>=D<u'k£,gkz>

ke
I

Or les { } vérifient le systéme (1.26). Donc <A,fi > est inférieur au

sup dans (1.29). Comme fl-fd >giJ, par le raisonnement utilisé au début de la
section 2. c), les (f'} utilisés ici majorent les vrais {f'}. De (2.22), on

tire qu'ils leur sont égaux. [ |

3. Dépendances continues.

Dans [2], nous avons é&tudié la dépendance continue des solutions de (0.2) en
fonction des données g et g' et des paramétres définissant les processus--dans
[2] les dérives de diffusions-- parce que nous avions en vue la détermination
simultanée de domaines de transition et de contrdles optimaux. Ici, nous nous
contenterons de faire varier en toute généralité les gij, mais les méthodes uti-

lisées ici ainsi que les techniques de [3]-[4] permettent d'étudier aussi les

variations des dérives.

On reprend toutes Tes hypothéses de la section 2. On a tout d'abord le résul-

tat élémentaire :

PROPOSITION 3.1. : Si hn est une suite de fonctions continues uniformément
bornée convergeant uniformément sur tout compmact vers h, R1hn converge vers R'h

uniformément sur tout compact.
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Preuve : Soit X, une suite de points de E convergeant vers xé€E. Par

i
le Théoréme 2.1, i1 existe pn>0 telle que € <My et que
n

i
(3.1) R hn(xn)= <un,hn>.

Par le Théoréme 2.1 les {un} forment une suite étroitement relativement
compacte. Soit {un } une sous-suite extraite convergeant vers u. Comme pour
k. . i
se €0, < sV >\<V1¢(xn )> ona <u,Vo><Vo(x), et donc e <u. De plus
k k
(3.2) <ush>= Tim<ypy_ ,h_ >
"

et donc comme R1h(x) > <u,h>, ona:

(3.3) Rih(x) > 1im sup Rihn(xn).
De méme, i1 existe vn>0 telle que €y !Vn et que
n
i -
(3.4) R h(Xn) = < vn,h>

i
On peut trouver ivnl convergeant étroitement vers v telle que £X< v,
k

i . . .
et comme R'h est continue, il vient

(3.5) Rh(x) = <v,h>.

De plus

(3.6) v h > <Rh (x)
M Mk M Mk
lim<v_ ,h_ >=<vy,h>

" Mk
Donc
(3.7) R'h(x) < lim inf R'h (x ).

De (3.3) et (3.7), on tire bien la Proposition. [ ]
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On a enfin le Théoréme de dépendance continue :

THEOREME 3.1. Soit ‘(gTJ’n) une famille de fonctions continues uniformément
bornées convergeant uniformément vers (913) sur tout compact de E.On suppose que

¢

FoM ekl et qu'il existe >0 independant de n tel que Fl°M-FiN;gidsNyg
et qu'il existe Flekl tels que F' -3¢ +g.

i

On suppose enfin gue les F1°" et f' sont uniformément bornées.

Alors les suites de fonctions continues (f"n) construite au théoréme 2.3

relativement aux (913’") est uniformément bornée et converge uniformément

sur tout compact vers les fonctions (f1) assoCiés aux (913).

Preuve : Comme les {f1’n} sont majorées par les {?1’n}, elles restent

uniformément bornées.

Grace a la Proposition 3.1, on vérifie par récurrence que pour tout j, les
approximations {f;’n} construites a la Section 1 convergent vers {f}} quand

n — to ,

Si X, — X, Ona:

. i,n . ci,n i
(3.8) Tim inf 727 (x ) > 1im .7 (x ) =f.(x)
n->+w n n—>+<>o':| n J
et donc
(3.9) Tim inf £7°"(x ) > f'(x).
n->+o n

Montrons 1'inégalité inverse. Soit M une constante majorant Tes f1’n.

Si les mesures >0 finies {u.kﬁ,n} sont les mesures construites au
Théoréme 2.3 pour les {913’"} et 2\ =€y s de (2.18),0n tire que
n
(3.10) 8 ;q'“’",b <EPM DM (x ) <M,
)

ot M ne dépend pas de n.
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De plus, on sait que pour n fixé, si uékl’n représente la somme des
mesures de 1'arbre associé aux (g'0°") avec =e, @& l'etage J, §::<u'kgn,1>
n ke

décroit quand j croit.

Soit e€>0 et soit J un entier tel que

(3.11) _,; <uJ-.k“’",1> > 58
3
Alors les sommes }:: <u}k2’n,1> sont > %% pour i< Jj. De (3.10), on tire que:
ke
. 2
JeB \
(3.12) M <M.
u’
Donc pour j » — + 1, ona:
eB
(3.13) okt ¢ B
ke 9

Or chacun des sous-arbres dont les sommets sont situés au bas de 1'étage j

est un sous-arbre optimal pour la mesure d'entrée associée ujkl’nl c'est en

effet évident par la construction du Théoréme 2.3. Donc, de (2.18), on tire que :

(3.14) ) <u'.',(£’n,1 > <My <u'.k£’n,l> <eB
ke J k& J
J'>J
i.e.
(3.15) ; SIS RO
N J
J'>J
On va alors montrer que les u.kg,n vérifient un critére de compacité de
Prokhorov.
En effet
kge,n kgsn ke,n
(3.16) T D D M Vi
J<i Y SRS
M
Soit n>0. Choisissons j n= [———] +2 . Alors de (3.15), on tire qgue
ng
IQ"
(3.17) Z<u§, s}
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Les mesures {ut$""} vérifient un critére de Prokhorov. En effet comme
neN aj '\<j
€y 1pi13 +ui1k, par le Théoréme 2.1, les ”i1J +ui1k vérifient un critére de

n

Prokhorov. I1 suffit alors de vérifier cue si p varie dans un ensemble étroite-

i .
ment compact R de mesures de masse <1 {o>0 ;3p€R p<o} est étroitement
relativement compact. On peut alors procéder par récurrence sur 1'indice j'

jusqu'ici j.

i
Si p<o, il existe un temps d'arrét T algébrique éventuellement randomisé

tel que :
i i
Pp Py
<g,h>=E 1T<;h(XT) = J E 1T<;h(XT)df(X)'

Soit K un compact tel que p(cK) <e/2 quand peR. Par le Théoréme 2.1, il

. , . P €
existe un compact K' tel que si x€K, E x1T<+w1xT¢K'< 5 - Donc

(3.18) <p,l > <g
Cy

Les {u.kl,n

} vérifient donc un critére de Prokhorov.
. NPT k
On en extrait une sous-suite &troitement convergente vers {u' g} qu'on note

kg,n,

{n' I}, Les {u'kl} vérifie trivialement (1.26) pour A =€y
Or :
(3.19) fi(xn) -z <Jk2,n,gk2,n>
Donc
(3.20) Tim f1(xn ) = z<1ﬂngk2> sf1(x)
k b
et ainsi
(3.21) £1(x) > 1im sup £1(x, ).

De (3.9) et (3.21), on déduit bien le Théoréme. [
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