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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1977/78

SUR UNE FORMULE DE LA THEORIE DU BALAYAGE
par P.A. MEYER, C, STRICKER et M. YOR

Cette note compléte & la fois 1l'exposé " sur la valeur absolue d'une
semimartingale" du second auteur, et l'exposé " sur le balayage des semi-
martingales continues" du dernier , exposés auxquels on se référera ci-
dessous sous le nom d'exposé I ou II. Les notations sont celles de 1!
exposé II., Rappelons les briévement. H est un fermé aléatoire optionnel.
On désigne par H™ 1'ensemble des extrémitds gauches d'intervalles conti-
gus 3 H, par H* 1'ensemble des extrémités gauches non isolées de tels in-
tervalles. On pose

(=}
]

inf{ s>t : seH |}
4 sup{ s<t : seH |

w A
non

sup{ s<t : seH |}

On désigne par K un processus progressif borné, par k le processus
(KT ). I1 n'y a pas de difficulté & vérifier que k est progressif, et
t

nous désignons par » sa projection prévisible ; si K est prévisible, k
1'est aussi, donc k=« , et 1'on montre dans 1l'exposé II que

Y est une semimartingale telle

t
(1) kY, = k¥ + é kdY (

que Yy =0 pour tout t sur {Dt<xol
En particulier, (tht) est une semimartingale. On montre dans 1l'exposé
I un résultat moins explicite : kY est toujours une semimartingale pour

K progressif borné. Notre but est d'écrire, dans ce cas, une formule aussi
proche de (1) que possible, et de la commenter ensuite.

THEOREME 1, Si K est progressif, on a la formule

-n )Y + R
O<s<t,seH* (ks s) s t
ol R est un processus & variation finie, adapté, continu, constant dans

tout intervalle contigu & H. ( On écrira RK au lieu de R si nécessaire )

t
(2) kY, = k¥, + é ndY, + I

Nous ne savons pas expliciter R, et il y a certainement beaucoup a
faire sur cette question, en analogie avec la théorie des excursions des
processus de Markov hors d'un ensemble régénératif.

DEMONSTRATION. a) Nous vérifions d'abord que la somme qui figure du cdté
droit de (2) a un sens. Cela tient au fait que le processus k-» est borné,
et que 1l'on a Ys_=0 en tout point de H*, de sorte que

~+ —
Focost, ser* 1Tsl 5 Fog Ty of¥s + Tiy_301%s )
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et le second membre est un processus croissant a valeurs finies, d'aprés
la théorie du temps local ( séminaire X, p. 365, formule (12.4)).

b) Il en résulte que le processus

t
Z, =k, Y, - kOYO - f udeS -

t t7 0 zO<;s§t, seH* (ks-”s)Ys

est une semimartingale nulle en O. Nous allons montrer que Z n'a pas de
partie martingale continue, n'a pas de sauts, est constante sur les inter-
valles contigus & H, et cela établira le théoréme 1.

i) Soit h rationnel. Sur 1l'ensemble ( prévisible ) ]h,Dh], le proces-

sus k garde la valeur constante KL , qui est Eh—mesurable. Donc kI]h D, ]
h = 'Yn
est prévisible, et il est égal 3 sa projection prévisible "I]h D. ]
'*“h
Autrement dit, k=x sur l'ensemble prévisible L=U, ]h,Dh], qui con-
tient H®,
Sur ]h,Dh], la semimartingale Z est constante. Il en résulte que
Z n'a pas de sauts sur L, et que <ZC,ZC> ne charge pas L.

ii) Rappelons que, si X est une semimartingale, on a I{X =O}'XC=O

( sém, X, p, 366, formule (12.5)). Il en résulte que IA.XC=O pour tout
ensemble prévisible AC{X=0}, donc I,-X est sans partie martingale continue.
Ici, L® est contenu dans {Y=0} et dans {kY=0}. Donc IjcX et ILé(kY)

sont sans partie martingale continue. Par différence, la méme chose est
vraie de ILC.Z . Nous 1'avons vue plus haut pour IL’Z’ et finalement on
obtient que 2°=0 ,

iii) D'aprés i), Z n'a pas de saut sur L, Tout point de IC est limite
d'éléments de H du coté gauche, donc Y_ y est nul. S'il est aussi point
limite de H du c0té droit, Y y est nul, et Z n'a pas de saut. Reste donc
& examiner ce qui se passe en un point seH* . On a Ys_=0 , donc le saut
de kY vaut kSYS ; le saut de l'intégrale stochastique vaut nsAYsanYS,

et compte tenu de la somme, on voit que AZS=O . i

REMARQUES SUR LA FORMULE (2) : ECRITURES EQUIVALENTES

Nous allons faire une série de remarques sur la formule (2) : d'une
part, en lui donnant différentes formes, qui se prétent plus ou moins
bien & un calcul, et d'autre part, en indiquant certains cas particuliers
ol l'on sait évaluer le processus R, Nous commengons par les remarques
du premier type.

a) Dans la formule (2), on peut remplacer 20<s§t, seH* (ks-uS)YS par

20<s§t, sel™ (ks-nS)AYS y Ou méme par ZO<s§t (ks-ns)AYS . En effet, le
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passage de la premiére somme & la seconde se fait en remarquant que sur
;i on a Ys_=0, donc YS=AYs . Pour voir que les deux derniéres sommes sont
égales, on écrit que BIXQ est réunion de H*, de L , et de L°\H*. La troi-
siéme somme se décompose donc en trois termes. Le premier est égal 3 la
seconde somme, Le second est nul, car nous avons vu dans la démonstration
du théoréme 1 que k-»x est nul sur L. Le dernier est-nul, car les points
de L°\H* sont les points de H qui ne sont isolés ni 4 droite, ni 3 gauche,
et oY y est donc nul,

b) Rappelons quelques résultats de [1], relatifs & 1'intégrale stochasti-
que non compensée de processus optionnels, Soit X un processus optionnel

( que nous supposons borné pour simplifier ). Nous disons qu'un processus
prévisible X' approche X ( relativement & la semimartingale Y) si

1) 1'ensemble {X#£X'} est mince ( et nous ajoutons ici : X' est borné )
2) la sommesit |Xs—Xé||AYs| est p.s. finie pour t fini,

et nous posons alors

t
t _ ' - .
(3) (nc)é X4y = é XY+ 5 < (Xs Xé)AYS ( nc : non compensé )

Le c6té droit ne dépend pas du choix du processus prévisible X! approchant
X, ce qui justifie la notation. L'article [1] n'aborde pas le cas ou X
est progressif borné, mais 1l'extension est immédiate : X et sa projection
optionnelle X° ne différent que sur un ensemble progressif ne contenant
aucun graphe de temps d'arrét ; on remplace la condition 1) par i {XC#X'}
est mince , et on conserve la formule (3) - ce qui revient & dire que

% t o
(nc) é X dY = (nc) é X24Y

Dans ces conditions, revenons & la formule (2) : l'ensemble {k#n} est
mince, et nous avons vu que la somme EO<s<t|ks'"s||AYs| - qui peut en

fait &tre restreinte & H - est p.s. finie pour t fini. Autrement dit,
k est approchable par sa projection prévisible » , et 1l'on a

£
(4) kY, = kY, + (nc)é k dY_ + R

t7t t

c) Supposons que le processus k admette des limites & gauche ( il en est
ainsi si X lui méme en admet ) et montrons que le processus k_ approche
k relativement & Y. Tout d'abord, si k admet des limites & gauche, il

en est de méme de », et il est facile de vérifier que les processus k_

et n_ sont indistinguables ( vérifier que x_ est projection prévisible de
k_, qui est prévisible ). Donc {koék_}cikofufufufu_§ est mince. D'autre
part, on vérifie comme plus haut que

sit IkS—ks_llAYS| = Es;t, seH* Iks—ks_||YS| < 0 p.s. pour t fini
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La formule (2) ou (4) prend donc la forme
t
(5) k Y, = kYo + é k, dY_ + zO<S§t, Seﬂ*(ks—ks_)Ys + Ry
d) Revenons au processus K de départ. Le cas le plus important en pratique
est celui ou K est progressif borné, constant sur les intervalles [u,v[

contigus 3 H, ce qui revient a dire que KtzK£ pour tout t. D'ailleurs,
t

si K est progressif borné quelconque, on ne modifie pas k en remplagant
le processus (Kt) par le processus (K, )1 constant sur les intervalles
[u,v[ contigus & H. On ne perd donc pas de généralité en faisant cette
hypothése.

Les processus K et k ne différent alors qu'en des points t ot ltht,
et en ces points Y s'annule : les processus KY et kY sont donc égaux.
De méme, kYo = K;Yy , et K=k aux points de "

Lorsque le processus K est pourvu de limites & gauche, il en est de

méme de k, et les processus K_ et k_ sont indistinguables. La formule
(5) s'écrit alors sous une forme qui ne fait plus intervenir explicite-
ment que K lui méme :

4
(6) K.Y, =KJY, + / K, _dY + I

Y + R
0" 0 0 -""s

O<s<t, ser* (Es~%g t

REMARQUES SUR LA FORMULE (2) : CAS OU L'ON SAIT CALCULER R
a) Prenons d'abord une semi-martingale continue Y , et H={Y=0}, avec

(7) K, = lim inf_ . (1{Ys>o§-1{Ys§0})

Quelles sont les valeurs de K ?

- si teHC , Kt est le signe de l'excursion de Y en cours,

- aux points teH” , Kt est le signe de l'excursion qui commence en t,

- aux points teH non isolés 3 droite, Kt=-1 = sgn(Yt), avec la convention
sgn(0)=-1 que 1'on fait toujours en théorie du temps local.

Les processus K et k ne différent qu'aux points de H isolés i gauche :
en un tel point, k est le signe de l'excursion finissante . Le processus
K.Y, = kY, est égal & |Y.|.

Introduisons d'autre part le processus prévisible
8
(8) Yy

Ou différent k et Yy ? uniquement en des extrémités d'intervalles conti-
gus & H, donc sur un ensemble & coupes dénombrables. L'ensemble {k°£y}
est un ensemble optionnel, contenu dans la réunion de {k#k°} et de {k#v|.

=sgn(Yt) , avec sgn(0)==1

(1) I1 n'est pas difficile de vérifier que ce processus est progressif.
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I1 est donc négligeable pour toute P-mesure associée a un processus crois-
sant intégrable continu ( adapté ) A, et 1l en est de méme de {##yY}. Mais
alors les i.s. YeY et .Y sont égales, et la formule (2) s'écrit

t
1Y | = Y] + é v AY, + Ry
qui est identique & la formule de Tanaka : ainsi R est le temps local
de Y en O, On notera que cette identification dépend du choix particulier

de K, correspondant bien & la convention sgn(0)=-1.

b) Voici un second cas ol l'on sait calculer R :

THEOREME 2, 5i K est optiomnel, on a R=0 ,
DEMONSTRATION, Par un raisonnement de classes monotones, on se raméne au

cas de générateurs de la tribu optionnelle, & choisir convenablement :
nous prendrons K=I[T o[ ° oi T est un temps d'arrét, mais la démonstra-
’

tion utilisera simplement le fait que K est un processus croissant pure-
ment discontinu. Quitte & remplacer (Kt) par (K£ ), qui est encore conti-
t

nu a droite, croissant et purement discontinu - opération qui ne modifie
pas R - nous pouvons supposer que K est constant sur les intervalles con-
tigus a4 H, et écrire la formule (6)

<s<t Y AK + at

seH*
et en fait on peut supprimer la restriction seH* dans la somme , car YSAKS
est nul pour s¢H*, Comparant cela & la formule d'intégration par parties

g t
K.Y, =K, + é K _aY_ + é Y AK

t
KY, = KoY + é K _dY  + I,

t7t

on voit que R est la partie continue du processus a variation finie
/ Y dK . Mais K est purement discontinu, donc R=0,
0

Voici une conséquence de ce théoréme. Décomposons ( & la maniére des
travaux de Maisonneuve sur les ensembles régénératifs ) 1'ensemble )
deux ensembles progressifs : H% , qui est une réunion ienombrable de gra-
phes de temps d'arrét, et qui est donc optionnel, et Hﬁ , qui ne rencon-
tre aucun graphe de temps d'arrét. L'ensemble R+XQ est réunion de quatre
ensembles E; (i=1,2,3,4)

B, = L = UheQ]h,Dh]

E, est l'ensemble des points de H qui ne sont isolés, ni 3 droite,
ni 3 gauche
* *
E3 = Hb E4 = }E[,n
Tout processus progress1f borné K peut donc se decomposer en une somme de

quatre processus XY, Si i=1 ou 2, les processus kt_K T, sont nuls, et il
H :KJ
El

2
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en est de méme des processus Rt correspondants. Si i=3, le processus K3

est optionnel, donc ﬁ3=0 d'aprés le théoréme 2. Finalement, on voit que
4

R=R",

b) Nous montrons maintenant une propriété de continuité absolue des me-
sures dRS, gui nous servira un peu plus loin & obtenir une formule de
représentation ( peu explicite } de ces processus.

Nous commengons par remarquer qu'il existe un processus croissant in-
tégrable U tel que, pour tout processus prévisible borné X, nul en O
(9) ( E[émlxsmus] =0) = (é'Xdes =0)
Nous désignons alors par V le balayé de U sur H.

THEOREME 3, Toute mesure dﬁs est absolument continue par rapport & 4V.

DEMONSTRATION, Les processus R et V étant prévisibles, il nous suffit
de montrer : si (es) est un processus prévisible borné tel que e.V=0,
nul en O'! , On a aussi e«R=0 ,
Nous avons 0 = E[éooles|dvs] = E[éoieTs|dUs] , donc é'sTSdYs-:O d'aprés

(9). Comme & est prévisible, on peut appliquer (1), et en déduire que
le produit aTY est nul . Il en est de méme alors du produit eTKTY .
Appliquant 3 nouveau la formule (1), cette fois 3 la semimartingale KTY=
kY, nous obtenons d'aprés la formule (2)

0 = (f) eTSd(kY)s = é sTSnSdYS + I a_rs(ks—ns)’fs + (j) eTSdRS
Or 1l'intégrale stochastique du coté droit peut étre considérée comme 1!

i.s. de » par rapport 3 f'eT dYS:O o« BElle est donc nulle. Le second terme
s
est un processus 3 variation finie purement discontinu, le troisiéme un

processus a variation finie continu : ils sont donc nuls tous deux, et
finalement /'eT dR_ =0 , Comme R est continu porté par H, on peut rem-

0 s
placer T, Par s, et on a le résultat désiré.
REMARQUE. R est en fait absolument continu par rapport & la partie continue
de V.,
La démonstration montre plus généralement que : si V est un processus
croissant intégrable nul en O, prévisible, tel que pour tout processus
prévisible horné &, nul en C

(E[£°°| eJav_1=0)=> (cf).eTSdYs (=e¥)=0)

alors tout R est absolument continu par rapport & V, et méme par rapport
4 la partie continue de IH.V. En voici deux exemples :
1) Si Y est une martingale locale continue de temps local L, on monhtre

1. On peut supposer cela, car RO=O.
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dans 1'exposé II, proposition 4 et corollaire 4.1, que la mesure dL est
équivalente 3 la balayée de <Y¥,Y> sur H, On peut donc prendre V=L,

2) Soit J un processus croissant intégrable non adapté, nul en O, tel que
la mesure dJ soit portée par H , et que tout ensemble J-ndgligeable con-
tenu dans H soit évanescent. Soit V la projection duvuale prévisible de

J . Alors si e est prévisible V-négligeable, & est aussi J-négligeable,
donc évanescent sur H , le processus e, est nul hors de H , et sTY=O.
Donc R est absolument continu par rapport & la partie continue de IH.V.
I1 existe toujours de tels processus J, parce que H est & coupes dénom-
brables.

APPLICATION, Nous pouvons écrire pour tout processus progressif borné K,
en explicitant la dépendance de ﬁFpar rapport & K :

(10) RE (w) = ét r, (0,K)av (v)

ol (rs(.,K))s est un processus prévisible. Nous allons chercher mainte-
nant ce que l'on peut dire de la dépendance en K de ce processus : peut
on interpréter r comme un noyau ? On y reviendra dans le théoréme 5.

NORME DANS HP DE LA SEMIMARTINGALE kY
I1 est absolument clair sur la formule (1) que, si K est prévisible

borné par 1 en valeur absolue, on a pour 1<p<oo

¥ Y (1)
10 ) <ol Yy

( si la norme de HP est bien choisie, par exemple
IT] .. = sup J@-Y), | , o J est prévisible borné par 1, ¢t eR,
P t P

on a méme cp=1 pour tout p ). A t'on le méme résultat lorsque K est
if %
progressif * on ru;kel\ie\emmenl' AuwppoSen \{e H‘Pj
Nous commengons par quelques remarques : dans la formule (2))
t
- I1 n'y a aucun probléme concernant kOYO + f uSdYS , puisque k et u sont
bornés par 1 en valeur absolue. 0
- D'aprés la formule de Tanaka usuelle, nous avons

00
+ -
Il ngb I§YS_<O }Ys +1 {Ys—>o }Ys + Ly "Lp = "|Y00 |+|YO|+léSgn(Ys_)dYsl ”Lp
L désignant ici le temps local de Y en O, On en déduit sans peine que

1%t sor® [l 1Tl Ly = oYl g
Le seul terme qui fait probléme est donc Rt . Cependant, par différence
nous obtenons aussitdt

R Y
() 1Rl 5 = opl¥l o

ol cp ne dépend pas de t. Dans ces conditions, nous pouvons montrer

1. La constante Cp varie de place en place.
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THEOREME 4. On a si K|< 1 et 1<p<w
] -
R Y
(12) | ¥ 1argl 1l s oIt g

(13) Bl s el

DEMONSTRATION, Nous établirons seulement (12), car (13) s'en déduit immé-
diatement, compte tenu des remarques précédentes.

Soit & un processus prévisible, borné par 1 en valeur absolue, tel
que €4=0 et f'esdﬂ = |dR | . Comme R est continu porté par H, nous
avons aussi f.s f faR,|. D'aprés le raisonnement du théoréme 3,

0 s
si nous remplagons K par eK ( encore borné par 1), le processus RE ek cor-

respondant est égal & f e, dRS . La relation (11) appliquée & €K nous
0 s
donne donc (12).

Nous revenons 3 (10). Nous ne savons pas montrer que Kts>r (.,K) est
un noyau, mais un peu moins seulement

THEOREME 5, Supposons que Y appartienne 3 H1 Alors l'application K>
r (.,K) est une mesure vectorielle & valeurs dans 1! (E xQ, P,d)), ou P

des;gne la tribu prévisible, et p la P-mesure associée av.
DEMONSTRATION. Cette fonction est manifestement additive. Pour montrer
qu'elle est complétement additive dans 1! fort, il suffit de montrer

( théoréme de Pettis : [2], p. 318) qu'elle est complétement additive

dans 1! faible, ou encore, que si des " progressifs uniformément bornés
convergent simplement vers O, on a pour tout processus prévisible &, borné
par 1 en valeur absolue

. © n . 0 gn

lim o E[érs(.,K )e dV,] = llmne>a>E[éests 1=0
Or nous avons vu plus haut que cette derniére intégrale n'est autre que
E[RaK ] ( 1la poss1b111te de prendre t=c0 résulte ici de la formule (12)).
Qultte 3 remplacer K" par eK™ , nous sommes donc ramenés au cas ol e=1.
Mais alors nous écrivons la formule (2)
fX" - KBy KDY, - étungs - Eq<t(kn- )Y
seH*

qui tend vers O dans L1 tandis que, d'aprés la formule (12)

RS- |1 < c =t
0 1 1
qui est petit, uniformément en n, lorsque t est assez grand.

COROLLAIRE. Si des x® progre381fs uniformément bornds tendent simplement

vers O , on a lim E[foo |dRK |7 = 0 ( en supposant toujours YeH').

Le cas ol Y¢H ne donne pas lieu & un énoncé aussi simple, mais dans
bien des cas on peut se ramener & H1 par arrét. De toute fagon, il existe
toujours une loi Q équivalente & P, pour laquelle Y appartient 3 H sur
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tout intervalle fini : on aura donc un énoncé analogue a celui du corol-

t n "y .
laire, avec limn / |dR§ | = 0,en probabilité, pour tout t fini.
o]

Nous achevons en traitant un cas ol 1l'on sait établir que le processus
(tht) est une semimartingale, alors que K n'est pas borné.

THEOREME 6 , Supposons que Y soit une martingale locale continue, et que

1'on ait ( avec les notations du théoréme 1)

(14) ft k2d<X,Y>s < ® pour tout t fini
0

Alors (tht) est une semimartingale (continue ).

DEMONSTRATION, Nous allons en dire un peu plus dans la démonstration, en
déterminant la forme de cette semimartingale. On peut supposer que Kp=0,
puis que K ( et donc k ) est positif, ce qui donne un sens & la projec-
tion prévisible # de k¥ . D'autre part, <Y,Y> ne charge pas {Y=0}, ce pro-
cessus croissant est donc porté par L, et sur L on a k=« . Donc 1l'intégra-
le stochastique #.Y existe d'apréds (14), et nous allons montrer que

t N . < oy .
(15) tht =/ nSdYs + Rt , OU R est continu a variation finie,

porté par H .

Par arrét, on peut supposer que #.Y est bornée. Posons K?:KtAn , et appli-
quons les résultats antérieurs & K™ et & Y : nous avons, L étant le temps
=1 . ~ . . ..

local de Y en O, R un processus continu a variation finie

- t t -
Nv+ _ t n.+ n _ n Y. )y + _1__ n n
kY = é wd¥g + Ry = [ wgeen(Tg)dYy o T
Le c0té gauche est une semi-martingale positive, continue , que nous notons
Vi ; sa décomposition canonique A e figure du coté droit, et on voit
que v est porté par 1l'ensemble {Zn:O}. Autrement dit, Vi appartient 3 la
classe (22) de l'exposé de Yor, et on a alors, d'aprés l'appendice de cet

exposé

| —

tn «=n tn
/ AL, + RS = sup . sgn(YS)dYS

Vo=
v 0 Ogs<t O °

N

Lorsque n=o00 , les martingales @psgn(Y».Y convergent dans H2 vers

M= (nsgn(Y)).Y , et donc le cb6té gauche converge aussi ( uniformément en
probabilité ) vers le processus croissant continu R: = SuPy_¢ 4 (—MS). 11
en résulte que -

thI' = étussgn(YS)dYg + Rz
ce qui prouve que th: est une semimartingale. On fait le méme raisonnement
avec thE , et on obtient par différence la formule (15) ( en utilisant le
fait que Iy =O}'Y = 0 pour une martingale locale continue ). Il reste
seulement a Voir que R est porté par H, ou encore, que R ne charge pas
les intervalles ]h,Dy ], ce qui est facile.
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