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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1977/78

INEGALITES DE NORMES AVEC PCIDS
par C, Doléans-Dade et P.A, Meyer

Cet exposé doit étre considéré uniquement comme un travail de mise
au point, sans aucune originalité : il a été commencé en 1976, rédigé
deux fois, abandonné deux fois, et depuis lors ce qu'il pouvait conte-
nir de nouveau ( et qui n'était pas bien considérable ) a été découvert
par d'autres auteurs. En revanche, nous avons essayé dans cette derniére
rédaction d'étre aussi complets que possible,

Les inégalités de normes avec poids ont une longue histoire en ana-
lyse, ou elles sont largement utilisées dans les travaux sur les fonc-
tions maximales et les opérateurs intégraux singuliers. Citons les noms
de Muckenhoupt, Hunt, Wheeden, Coifman, Fefferman... En probabilités,
les principaux résultats ont été obtenus, soit par N, Kazamaki et ses
éléves (M, Izumisawa, T. Sekiguchi, Y. Shiota ), soit par A, Bonami et
D. ILépingle. Nous ne sommes pas remontés aux sources en ce qui concerne
l'analyse, mais nous nous sommes servis de 1l'excellente monographie de
Reimann et Rychener [1] sur BMO,

1, DEFINITIONS FONDAMENTALES
Nous travaillons sur un espace probabilisé complet (Q,F,P) muni d'une
filtration (Et)t>0 satisfaisant aux conditions habituelles ( nous sup-

posons que F = % Et y % que Fy_ est dégénérée ). Notre donnée principa-
le est un processus Zz(zt)teﬁ adapté, & trajectoires cidlig., stricte-
+

ment positif ainsi que le processus Z_ de ses limites a4 gauche. Dans la
plupart des applications , Z sera une martingale Zt=E[Zoo|£t]’ mais il
est commode de traiter le cas général.

On dit que 2 satisfait & la condition bk’ od A est un nombre #0, s'il
existe un nombre K 21 tel que 1'on ait pour tout t+ (y compris t=0-)

1 A 1/A
(1) #Zy < BL2NE 1™ < k2, pus.
On dit que Z satisfait & la condition b; (b;) s'il satisfait a4 la demi-
indgalité de gauche ( de droite ).

Nous commenterons ces inégalités plus loin. Il est commode d'utiliser
des notations abrégées telles que"Zeb;(K)', pour exprimer que Z satisfait

3 la condition b; avec la constante K,

Nous introduirons une autre condition, que nous n'utiliserons cepen-
dant que tout & la fin de 1l'exposé, Elle concerne les sauts de Z .
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On dit que Z satisfait 3 la condition (S) s'il existe K>0 tel que

(2) %Z_ < 2 < XZ_ ( & ensemble évanescent prés ).

Comme pour (1), on dédouble cette condition en sa moitié gauche (S7), et

sa moitié droite (S%).

Ici encore, nous utiliserons des notations abrégées : ze(s*) ou zest (x).

2. COMMENTAIRES
a) Nous introduirons aussi la condition (moins importante)
BA <=> (bk et (3))
notée avec une majuscule, pour la raison suivante : les conditions multi-
plicatives que nous étudions sur Z sont ( lorsque Z est une martingale )
lides 4 des conditions additives portant sur le "logarithme stochastique"

t
M = / dZs/Zs- de 2. Par exemple, (S) équivaut & dire que M est une martin-
0

gale locale 3 sauts bornés ; la condition B, est étroitement lide & 1'ap-
partenance de M & BMO, tandis que la condition bA est analogue & 1'appar-

tenance de M & 1'espace noté maintenant bmo ( avec des minuscules ) en
théorie des martingales locales. Notre emploi des majuscules et des minus-
cules est donc conforme & l'usage de la théorie des martingales.

Dans les situations de l'analyse, en revanche ( martingales dyadiques),
les distinctions s'estompent, car toutes les martingales positives satis-
font, sinon & la condition (8), du moins & (S+)

b) Pourquoi a t'on pris A#O ? En fait la condition b, existe, mais
nous ne l'étudierons pas : c'est la condition

1 nl
(3) xZy < exp( Ellogz |£,]) < KZ,
ol l'espérance conditionnelle a un sens si ZmeL1 ( mais peut valoir -o)

c) Supposons A>0, Alors la condition bA(K) s'écrit aussi
7 s Ig) £ 0
donc ZebA(K) <= ZAeb1(KA), et plus précisément Zebi(K)<=>ZAebT(KA). On
a des résultats analogues pour A<O,

On notera que si Z est une martingale, ZA n'en est plus une en géné-
ral., C'est pour cela qu'il est intéressant de sortir du cas des martin-
gales.

d) Méme si la v.a. Zgb n'est pas intégrable, le processus E[Z§|£t]
est la limite d'une suite croissante de martingales, et par conséquent
admet une version cadldg. Nous supposerons dans la suite qu'une telle
version a été choisie ; alors les inégalités by bi peuvent étre inter-

prétées comme des inégalités entre processus cadlig., vraies hors d'un
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ensemble évanescent.

e) On peut aussi s'étonner du rdle particulier joué par 2, dans (1.
En réalité, il n'est pas bien grand - du moins, tant qu'on ne sépare pas
b; de b; . En effet, nous avons la petite propriété suivante :

Si ZebA(K), pour tout t, d'a. S le processus arrété 75 satisfait

N 2
DEMONSTRATION, Posons Y=Z“, D'aprés c¢) nous pouvons supposer A=1. Nous
avons d'aprés b et la remarque d) ci-dessus

% < Bl2g, |Fg]

Le c0té gauche vaut Ya)' Conditionnons par rapport a gt et appliquons bT

gELY 1B, < BlZ |Eg|E,] = B2 ] < KZg,, = KY

® | ES/\t SAt t
nous avons donc établi que YebT(Kz). On raisonne de méme pour l'autre
demi-inégalité.

£) [ sans grande importance pour la suite ] . Revenons & la remarque
a) ci-dessus. Si l'on a BA , On a aussi pour tout t. d'a. T une inégali-
té de la forme suivante ( noter 1l'analogie avec la définition de BMO )

(4) Sp_ < BL2) |Fp] < 02y p.s.

ot C ne dépend que des constantes figurant dans by et (S). Inversement,
supposons (4) satisfaite, et introduisons le processus cadlag. M, =
(E[Zgb|£t])1/k ( remarque d)). Alors (4) s'écrit %Z_gMgCZ_ , d'olu

%Z < M< CZ, c'est & dire bA(C). D'autre part on vérifie comme en e) que
(4) est préservée par arrét a4 S, quitte & remplacer C par C2. Prenant
alors S=T, on trouve

1
).

c'est 4 dire S(C Ainsi (4) équivaut a By .

3. INTERPRETATION DE b3 A<O ., CAS GENERAL

A 9

Nous supposons dans les n°® 3 et 4 que A<O, La fonction xk étant
alors convexe, toute martingale positive satisfait & b;(1), et la moitié
importante de bA est la condition b; . C'est 4 elle que nous allons nous
intéresser.

Nous associons & A<O le nombre p>1

1 -1
(5) P = 1 - X 9 A= p_.
La condition b;(K) s'éerit alors 1
. 1 \p-Tim 7P~!
(6) ay (K) : G SRR E

qui est apparue maintes fois en analyse sous le nom de condition (Ap)gg_



316

Muckenhoupt ( nous la notons ap avec une minuscule, d'aprés la remarque
2 a)).

La fonction B[XT | Et]1/r est croissante pour re]O,c0[, quelle que
soit la v.a. positive X, Il en résulte que E[(éL)1/p'1]£t]p_1 est une
fonction décroissante de p, et que la conditionmap devient donc de plus

en plus faible. On écrit souvent Zeaoo pour exprimer qu'il existe un p
et un K tels que Zeap(K).

PROPOSITION 1, Le processus Z satisfait & la condition b;(K)zap(K) si
et seulement si les opérateurs

(7) X b Z_:;/P E[xz;}/p'zt] (1)

sont bornés sur Lp, avec une norme ne dépassant pas K1/p.

DEMONSTRATION, Si la condition a_(K) est satisfaite, on a pour x>0
-1/p Pip 11/ gr~a/Pip 11/a
E[XZQ) Izt] < B[X |£t] E[ZOo |£t]
ol q est l'exposant conjugué de p. Donc
-1/P|p 1P _ [P g(7=9/Pip 10/a
2 BIXZTFIB DT < BOXS|E 12 B2 M PR I50F)
mais q/p = 1/p-1, de sorte que la dernidre parenthése est majorée par
K d'aprés (6), et 1l'opérateur (7) a une norme au plus égale a K1/p .
Inversement, supposons que l'opérateur (7) ait une norme < Ki/p dans
Lp, ce qui s'éerit
afxr=1/
B[2,E[x2 ] P]gt]P] < KB[XP]

-1/p(p-1)1
00 {Zm>ai’
est arbitraire, on en déduit

D -1/p=1
1B, 1% < KBLZ, I{Za)>a§l£t]

Prenons pour X la v.a. I,% avec a>0, Aezt . Comme A

-1/p-1
ztE[Zoo I{Za)>a}
L'espérance co?ditionnelle au second membre étant bornée, on en tire

-1/p-1 p-1 r
ZtE[ZGJ I{Zd)>a}‘£t] =K

et il ne reste plus qu'd faire tendre a vers O pour obtenir (6).

REMARQUE, La proposition 1 suggére une manidre naturelle de définir la
condition a1(K)1: on écrit que les opérateurs X+—> ZtE[ngglgt] sont de
norme <K dans L', c'est & dire

- B[x2,/2 ] < KB[X]
et enfin Zt/za>§ K. Cela suggére encore de compléter la famille des
conditions bA(K) par 1'inégalité suivante

1. A priori, le second membre n'est défini que pour X>C. C'est donc seu-
lement aprés prolongement 3 P qu'on peut parler d'opérateur en toute ri-
gueur, Le lecteur nous pardonnera.
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(8) b () g2 <7 <Kz

=

et les demi-inégalités correspondantes bfoo(K). Cette remarque est due a
A, Uchiyama.

Que peut étre alors b+a)(K) ? Lorsque A est fini (aussi pour A=0) on a
ZebA(K) si et seulement si Z—1eb_A(K); ZebOO(K) signifie donc que
K%tg %; < %% , indgalité qui en fait est équivalente & (8).
REMARQUES, a) L'inégalité bA(K) = a, (K) reste vrale lorsa on remplace
t par un temps d'arrét T ; les operateurs Xr— Z1 pE[XZ plF ] ont donc
tous une norme < K1/p dans IP,

b) Ecrivons cela sous la forme suivante (X>O)

E[Z E[XZ_1/p|F 1P < KB[XP]

puis remplagons X par XIA, Ae ET' Nous avons aussitdt
z E[xz’1/P|§ P < kB[xP|F,)

Introduisons une martingale positive arbitraire Yt—E[Y lzt] et appliquons
1'inégalité précédente avec X = Y Z1 P, 11 vient

D D
(9) 2oty 5 KELZ, Y0, [Eq]

Inversement, si cette inégalité est satisfaite, on peut remonter les cal-
culs jusqu'd (7). L'inégalité (9) signifie que, pour toute martingale Y
positive, ZYP satisfait & b;(K).

4, CAS DES MARTINGALES : b, COMME INEGALITE DE NORME AVEC POIDS

A

Nous allons supposer maintenant que Z est une martingale positive ( ce
qui sous-entend que Za) est intégrable : nous supposerons de plus que
E[ZOO]=1 pour simplifier ). Nous commengons par introduire quelques no-
tations.

Nous désignons par P 1a 1oi de probabilité Za)P’ qui est équivalente

42 P : la martingale Z est la martingale fondamentale du changement de
loi, et les espérances conditionnelles par rapport & la loi P sont

notées de la maniére suivante :
i = 1
(10) E[X|£‘T] = ZTE[XZCD |gt]

D'une manidre générale, il est commode de noter avec un ~ les éléments
de la théorie des processus relatifs a ¢ par exemple, ir pour Lr(f)).
Il y a en fait une symétrie compléte entre les deux lois P et @, la
martingale fondamentale du changement de loi inverse étant le processus
1/2.

Dans ces conditions, la proposition 1 admet 1l'interprétation suivante
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PROPOSITION 1', La martingale fondamentale Z du changement de loi satis-
fait 3 la condition bA(K)_a (K) si et seulement si les operateurs d'es-
pérance conditionnelle Y~ E =E [YIF ] ont une norme <X 1/p dans 1P,

DEMONSTRATION, Il s'agit d'exprimer que les opérateurs (7), pour X posi-
tif, ont une norme < K1 P sur Lp, soit

-1

E[ztE[xzoo/P|£t]P] < KE[xP]  (%0)
Prenant X:YZ1/p (Y>0) cela équivaut &

B[z, B[Y|E, 1?7 < KE[Z YP]
ou encore a E[(EtY)p] < KE[YP].
REMARQUES, a) La propriété vaut aussi pour les opérateurs d'espérance
Ep = E[.|Ep] aux t.d'a. T,

b) La proposition 1' exprime que certains opérateurs importants ( ici

les ELET];il y en a d'autres, tels que les opérateurs maximaux des mar-
tingales, qui sont non-lindaires ) sont bornés, non seulement dans les

P ordinaires, mais dans les Lp, qui sont des espaces 1P avec poids. De
18 le nom d'inégalités de normes avec poids.

c) Si 1'on remplace Y par YIA (Aegt) dans la derniére inégalité de la
démonstration, on obtient ( en posant YtZEtY )

(11) YE < KE[YP ]

autrement dit, la martingale (Y ) satisfait & la condition b (K1/p) le
b signifiant que la condition est relative & P Plus generalement, on
peut montrer que

si un processus Y satisfait & une condition b (p>0) par rapport aPp,
il satisfait & une condition ﬁ;p par rapport & = P.

On peut multiplier les remarques de ce genre, mais présentent elles
un intérét quelconque 7

A toute Vea. Xel! associons 1la martingale X _E[X|F 1 ( cadlag.) et
posons X = suptlx | ; l'opérateur non llnealre XL+>X est 1'opérateur
maximal des P-martingales. L'inégalité de Doob nous donne aussitdt le
corollaire suivant :

COROLLAIRE . Si Z satisfait & aps 1'opérateur maximal des P-martinga-

les est borné dans L' pour tout r>p.

DEMONSTRATTON, Si XeL'(P), on a |X|Pel*/P(3), donc sup, ﬁ[|X|P|gt]eir/P
d'aprés 1'inégalité de Doob ( le lecteur écrira les constantes ). Or
ﬁ[[x|p|£t], donc X*P < suptﬁ[p(Pigt]

nous déduisons de (11) que |Xt|p

A

et finalement X*Peir/p ’ X*eir,

Que se passe t'il lorsque r=p ? Nous verrons plus loin que lorsque
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Z satisfait 3 une condition (S ), 1l'opérateur maximal est effectivement
borné dans L. Mais on a le résultat suivant, di & A. Uchiyama, qui mon-
tre que la condition Zeap(K) est équivalente au fait que 1l'opérateur ma-
ximal est de type faible (p,p) relativement & P,

PROPOSITION 2, Pour que Z satisfasse d a_(K), il faut et il suffit que
l'on ait, pour toute P-martingale positive YtzE[Yoo'gk]

(12) oP Bft*sc} < KE[YD ] (c20)

DEMONSTRATION, Pour montrer que (Zeap(K)):>(12), nous écrivons la propo-
sition 1' en un t. d'a. T

HrypP BryP

ﬁ[YT] gKE[YG)]
et nous prenons T=inf{t : Ytzci . Alors le c0té gauche domine cpﬁ{Y*>c},
et le signe > s'obtient par un passage a la limite.

Dans l'autre sens, nous fixons t, et nous appliquons (12) & la mar-
tingale Y! = h[IAYajlit]’ qui coincide avec IAY sur [t,o [. Nous en
déduisons p 2 P

c P{Ytzc, Al < KE[Y&)IAJ
et comme A est arbitraire

P arvP

iy ) £ BT, I2,)
Soit ¢ rationnel, et soit A= {KE[Yﬁ)Igt]<cp} ; cette inégalité ne peut
avoir lieu sur A que si Yt<c P.S. sur A, ce qui entralne, en faisant
parcourir 4 c l'ensemble des rationnels

p aryP
Y. < KB[Y  |E] p.s.

A

d'ol aussitdt E[Yf] < KE[Yg)], et Zeap(K) d'aprés la proposition 1',

5. INTERPRETATION DE b;f , g>1

Nous revenons au cas général, avec une proposition semblable a la
proposition 1, mais moins utile. Nous désignons par p et q deux exposants
conjugués, et A et p restent 1lids par (5).

PROPOSITION 3, Le processus Z satisfait & bg(K) si et seulement si les

opérateurs
-1
(13) X— 7 Blxz  |E,]

sont bornés dans Lp, avec une norme au plus égale a K.

DEMONSTRATION, On peut procéder directement, & la maniére de la prop.i.
Nous raisonnerons plutdt ainsi : on a Zeb' (K) ssi Z—peb:q/p(Kp) ( 1a
vérification est immédiate sur (1) ). Or —q/p=A , donc on retrouve'b;(Kp)
= ap(Kp), et d'aprés la proposition 1 tout revient & écrire que les
opérateurs _ 4/
X (th)1/P E[X(Zaf) 1/Plzt]

sont de norme au plus (Kp)1/p dans LP. Cela équivaut a 1'énoncé.
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Dans le cas des martingales, nous reprenons les notations du n°4 :

PROPOSITION 3', La martingale fondamentale Z du changement de loi satis—
fait & la condition ba(K) si et seulement si les opérateurs d'espérance

conditionnelle ﬁt=ﬁ[.|£t] ont une norme <X dans LP,

DEMONSTRATION, Evidente : les opérateurs ﬁt sont les opérateurs (13).

REMARQUE, En rapprochant les propositions 3' et 1', on voit que
(2 vérifie b;(K)) <= (1/2 vérifie ap(KP)=b;(KP))

6. LE <<ILEMME DE GEHRING >>

Pour la premiére fois, nous allons faire intervenir les conditions sur
les sauts de Z, et démontrer des résultats un peu fins. Notre version du
"lemme de Gehring" , établie indépendamment par Lépingle, est une synthé-
se entre le lemme de Gehring tel qu'il est énoncé par Reimann-Rychener
( ou (Zt) est une martingale, et dans 1'énoncé A=1 et p>1 ) et la "rever-
se Holder inequality" de Coifman-Fefferman, dans laguelle (Zt) satisfait
a3 une condition ap:b; (A<0) et Z est une martingale (p=1).

PROPOSITION 4, Supposons que Z posséde la propriété s*. Alors si Z satis-

-

fait 4 la fois & b, et & b; , avec A<p, O<p , il existe >0 tel que 2

. - + , . - . .
satisfasse a bp+s . [ Z n'est pas nécessairement une martingale ici ]

Si ce résultat est intéressant, c'est bien sUr parce que b++s est

plus forte que b; si p>0 . Quitte & remplacer Z par Z1/”+8, cela revient

en effet & dire que bT est plus forte que bs si O<B<1, ce qui résulte
aussitdt de la concavité de la fonction xo.
Nous établissons d'abord des résultats auxiliaires.

LEMME 1, Soit U une v.a. positive. On suppose gu'il existe trois cons-—

tantes K>0, B>0 , ¢ (O<e<t ) gelles que

(14) /] UP < KA%J ul-tp
{U>A} {U>EA}

Alors il existe une constante C et un nombre r>1 ( dépendant de K,B,¢)

A

tels que l'on ait

(15) B[071"/7 < cE[u] .

DEMONSTRATION, Nous pouvons toujours diminuer £, car cela ne fait qu'
augmenter le second membre de (14) . Nous supposons donc PB<1.

Nous allons commencer par construire C et r tels que
(16) si E[Ul<! et E[UT]<w, alors B[U"]<CT
Nous en dédui;ons (15) par homogénéité, en remplagant U par tU, lorsque
B[U"]<w . Aprés quoi nous léverons cette hypothése grice & un artifice,
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comme dans la démonstration de 1'inégalité de Doob usuelle,
Nous multiplions les deux membres de (14) par aAa-1 (a>0) et nous in-
tégrons de 1 4 1'infini,

U o
Coté gauche : /  UP/ ar® laa = / (u'*e_uyp |
{U>1} 1 {U>1}
CBté droit : K_{/ }U1'8P [P apa-iteqy o %{U !U1-£((%~)a+€-1)l’
U>B 1 >B
1+a. . Ka ,-a-t
< k/ U™™P ou k= == B
<kx/ U™ 4k ( en effet / ultap 1 )
T {ue] {120>8} =

Choisissons a assez petit pour que k<1, et posons r=1+a . Si B[U¥]<w,

E[U]<1 , nous pouvons passer {UrP; du c6té gauche :
- U>1

(1-k)/ UTP < E[U]+k < 2
{U>1} = =

et enfin B[U"] < 1+ 2/1-k , 1'inégalité (16) cherchée .

Pour passer au cas général, nous remarquons que la propriété que
nous avons établie ( C et r ayant le sens déterminé plus haut )

((14) et E[U"]<w )=>(E[U"] < C"E[UTV)
vaut, non seulement lorsque P est de masse 1, mais aussi lorsque P est
bornée de masse 21.>Si U est bornée, il n'y a rien & prouver., Si U n'est
pas bornée, soit m grand, tel qu'il existe x ol U(x)=m ., Posons

. Y 1
P = I{UQH}P + :]Cx ou j = E'l{‘U>mI!JP

La mesure P' est de masse >1 , et U est bornée P'-p.s. par m. Vérifions
que U satisfait & (14) relativement & P' , I1 en résultera que E'[UT]
< E'[UJT=E[UT , aprés quoi on fera tendre m vers +m .

(14) est évidente si A>m, le c6té gauche étant nul. Nous voulons
vérifier :
i) [ upr

< UP ., Comme les deux mesures sont égales sur {U<m},
{USA} = {usAl
cela revient & voir que [ Up' </ UP , ou que jm< / UP , En
{U>m} = {Uzml = {Uon}
fait on a 1'égalité,
ii) [ ul=tps >/ u'-¢tp « Comme les deux mesures coincident sur
{u>ex} = {u=eal
{U<m}, et BA<m , cela revient 3 voir que / U'~%p: > u'-ep, ou
1= 1-e {U: } {Uzmi

que jm >/ U *P, ou enfin que

= {U>m}
/ %P >/ (3)1-€P , ce qui est évident.
{Uzm| = {uzm}

Nous donnons une autre forme du lemme 1 :
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LEMME 2. Soit Z une v.a, positive, et soit g>1. On suppose qu'il existe
une constante K>0, une constante he]O,1[ telles que

(17)y /2% <ku7lY P
Z>pul {Z>hpd
Alors il existe une constante C et un exposant q'>q ( dépendant de q,K,

h ) tels que IIZIILq. < cIIZIILq

DEMONSTRATION, On pose U=z2, A=p%, B=h%, et 1'on a

j UP <« K)\(Q‘1 )/Q/ U1/QP

fusal < {u>ga}
et on applique le lemme 1., On voit que e=1- % ¢ le lemme 2 est presque
équivalent au lemme 1, mais laisse échapper le cas e=1, qui est trés
important.

DEMONSTRATION
1) O<A<p . On peut se ramener & A=1, p=q>1 ( c'est le lemme de Gehring
proprement dit ).

Nous posons T = inf{s : Zszki , et nous écrivons d'abord la propriété

b1 :

AP {T< < Z..P x/
(oo | = {T<o0 } Ll T<w } ©,
=k Zz P+ /[ Z_P) kh<1)
( 4T<oo,Z shA} @ * {T<0 , 2 < bA} @® (
<k/ Z_ P +khAP{T<w }

{Z >ha} ©
d'ol notre premiére inégalité

(*) AP {T<c0 | <F§hgz cny %

Ensuite, nous utilisons bq et(Sﬁ simultanément, sous la forme de

1'inégalité BL2} |Eqp] < Kzl , majoré par KA? sur {T<w} :

2P < [ 2P =/ E[22 |Fn]P < KA9P{T<oo }
(2., > ‘o = {T<co } @ T<w ] @ =17 =
k ,q-1 '
< KB=\%"1/ Z_ P d'aprés (%)
= "1-kh {Z >hA} @

et le lemme 2 nous donne E[Zg;]1/q < CE[%xJ1/q . Ce n'est pas encore

+
bq,
4 la famille de tribus (Ft+s)s>0 , et 4 1la loi P(B)_P(BﬂA)/P(A) (AeF ),

, mais si nous appliquons cela au processus (Zt+s/zt)s>O=YS s PeTo

nous voyons que Y satisfait & b1,bq st avec les mémes constantes que Z,
et que de plus E[Yq } reste borné uniformément. Donc E[Yq ] 1'est aussi,
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et c'est le résultat cherché,

2) A<O<p . On peut se ramener & A<O, p=1 , et noter gue b;\'zap (p=1- %).
C'est le cas traité par Coifman et Fefferman, que nous décalquons ici.

Comme (Zt) satisfait a a, s nous avons pour tout temps d'arrét T la
propriété (9)
. P p p
pour toute martingale positive (Uf) , ZTUT < kE[Za>Ua>l£T]

Prenons U_ =1 (B<1) . Alors
® {z gEZTi
P
LpP iz <bZn|Eq}Y < KELZ I%ngﬁzTilgT] < kBZq

)1/P

divisant par Zp , il vient P{ZGD§BZT|£T§§ (kB . Si B est assez petit

nous pouvons appeler ce nombre 1-a, avec O<a<l, et alors

P{zw>BzT|gT; >a>0 dtou

(*) P{Zoo>BZT'T<©°IgT‘i'aI{T<no}

Reprenons alors T=inf{t : >A¥ et notons que Z <ck d'aprés (S ) sur

{T<oo }. Ecrivons la condltlon b1

E(2 I{Z >MJ < E[Z I{T o }] =E[E[... Prlls E[KZTI{T §]
< KeAP {T<cw } <—}\P{Z >BZn, } draprés (%)

Appliquant le lemme 1 avec e=1, nous avons un r>1 tel que n[Z ]1/r <
cE[Z J. Pour conclure a b , on raisonne comme dans la premiére partie.

3) A=0O<p . Ce sera pour nous une occasion de petites remarques sur ba

La premiére, c'est que comme b’ est satisfaite , E[Zp IF ]1/H =z, ,
donc E[log Z IE ] < ®p.s., et bO a bien un sens. la seconde, c'est que
Z satisfait & b5 si et seulement si Z% satisfait & bB (¢>0), La troisié-

me, c'est que E[log 2, |E ] < 1og E{Z |7 donc

FJ,
ba P 2y < Kexp(E[logZoolgt]) = Zt§ KE[Za)|gt] , i.e. b6 => b?
Comme nous pouvons remplacer Z par Z% ( notre seconde remarque ) nous
voyons que bo est plus forte que toutes les bh , >0, et le cas 3) est
un corollaire du cas 1) ( lemme de Gehring ). I1 figure d'ailleurs en
tant que tel dans le livre de Reimann-Rychener,

COROLLAIRE, Si (Z ) satisfait & (S7) et & une condition ag (p>1), ainsi
qu'a une condltlon bO avec © >-—§éT , alors (Z ) satisfait 3 une condi-

tion aj,, avec 1<p'<p. [ DEMONSTRATION : appliquer Gehring & 1/Z ] .
Cela s'applique en particulier aux martingales (6=1)., Mais la condi-

tion (S7) est moins naturelle que (S+) pour les martingales positives.
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REMARQUE. Dans le cas des martingales dyadiques ( en temps discret), on
a les deux énoncéds suivants :
- Toute martingale strictement positive Z qui satisfait & une condition

b; (q>1) satisfait & une condition b;+s (e>0) ( th. de Gehring )

- Toute martingale strictement positive Z qui satisfait & une condition
(O<e<p-1 ) ( th., de Muckenhoupt )

ay (p>1) satisfait & une condition ap-

€
Ces deux énoncés semblent exactement semblables, mais la réalité est

plus complexe . En effet, dans le cas dyadique , toutes les martingales
positives satisfont & la condition (S+), de sorte que le théoréme de Geh-
ring résulte de notre proposition 4. Mais Z ne satisfait pas nécessaire-
ment & la condition (87), de sorte qu'on ne peut pas appliquer la prop.

4 3 1/Z. On tourne cette difficulté de la manidre suivante.

Ecrivons la condition a_ pour Z

(18) Bz |E,1.B0C 4 )PP ok
et posons U = (1/Z°o)1/p“1, 2= (1/UOD)1/Q~-1 . Nous avons
1/q-1
(19)  Blgo) T |E1¢ 'Rl |B,] < KO
e 0]

et la martingale UtZE[Ua>l£t] satisfait & une condition a , c'est & dire
a4 une condition b; (p<0) . Comme U satisfait & b; et b: , ainsi qu'a (S+L

+

14¢ » C'est a dire

la proposition 4 nous dit qu'elle satisfait a b
(en posant 1+e = %E% , 1<p'<p )
1+e 1/1+¢
BL03%12,0"/ 17 < oslug, 12,

1_ [ - - -1
B[ (g /P, 2" PRl (- )1/ B, P
Zeo % = T =t
et en revenant & (18), aprés multiplication par E[Zoolzt]
A31/p'=1n qp'=1 p-1
B2, |5,).B0(7) B, 17 < ko

c'est 3 dire une condition ap, comme promis., Nous avons commis un léger
abus de langage en parlant de la "martingale! (Ut) sans savoir que Ua)est
intégrable : ce n'est pas grave, car d'aprés (18), E[UG>]£O] est une v.a.-
pP.s. finie ., Or EO est triviale dans le cas classique.

Revenant alors au corollaire suivant la proposition 1', nous voyons
que pour les martingales dyadiques, ce corollaire est valable pour r=p

aussi.
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7. RETOUR AUX INEGALITES DE NCRMES AVEC POIDS

Nous revenons & la situation du n® 4 : nous avons deux lois équiva-~
lentes P et P , les martingales fondamentales du changement de loi
Z, = E[Za>|£t] (Zq):dP/dP ), 2 = E[za)|gt] (ZdjzdP/dP )

liées par la relation 72z =1 . Fo_ étant triviale, ZO_:ZO_=1. Nous
désignons par € l'exponentielle de C, Doléans, par £ le logarithme sto-
chastique :

_ 1 vC yC -Mg _

(20) ex, = exp(Xt— 7<K", X >t)| T (1+AXs)e ( eXO_—1)

O<s<t

dx e
(21) X, =/ S (£X, =0)
t X 0-
[O,t] S—

Dans (20), <XC,XC> est le crochet de la partie martingale continue de
la semimartingale X, et a ce titre il semble dépendre de la loi ; mais
c'est gussi la partie continue du processus croissant [X,X], qui n'en
dépend pas.

Nous introduisons les deux processus

(22) M= £7 ; M= £Z ( noter : &M = 87Z/7Z_ , oM = -872/7 )

I

M est une martingale locale/P , M une martingale locale/P ; M et M
sont toutes deux nulles par convention pour t=0- ., Compte tenu de 1!
identité de Yor [4]

(23) e(U)e(V) = e(U+Vv+[U,V])
la relation 6(M)6(ﬁ)=1 nous donne
(24) M+l+[M,M] = O

Soit X une semimartingale (XO_:O) ; supposons d'abord que X n'ait aucun
saut égal & -1, Alors €(X)=Y ne s'annule jamais, non plus que ses limites
a4 gauche. Il en est de méme de ?:E(Y)/Z , et nous pouvons définir T=5.
Si X est une martingale locale/P, Y en est une aussi, Y est alors une
martingale locale/@ , et X aussi. La correspondance entre X et X s'écrit

e(®) = e(0)/2 = e(De() ; e@=eX)z = e(X)e(m)
ce qui en utilisant (23) s'éerit

¥ = xae[X,M], X = X+M+[X,M)

Posons Y;X+[X,ﬂ], de sorte que Y=X+M. La seconde relation devient X=
T+[X,M] + H4M+[M,M] = X+[X,M] d'aprés (24). Nous avons donc obtenu
(25) X=x+[X,M] , X=X+[X,M] ( donc [X,M]= -[Z,M])
Ces relations ont été établies lorsque X n'a aucun saut égal a -1, mais
en les appliquant & tX ol t est convenablement choisi, on voit qu'elles
ont lieu en toutes généralité, et établissent deux bijections réciproques
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de l'ensemble des semimartingales sur lui méme. De plus, si X est une
martingale locale/P , X est une martingale locale/ﬁ y et réciproquement.
I1 est trés facile de voir que ce qu'on a obtenu ainsi est exactement
l'expression du théoréme de Girsanov donnde dans le sém.X, p. 377.

Nous avons écrit X, et non i, parce que si 1l'on fait X=M on trouve
Y:—ﬁ, d'ol un certain danger de confusion.

PROPOSITION 5. Supposons que Z satisfasse & la condition (S). Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes

i, Z vérifie une condition a =b; +A<O ( par rapport a P)
ii. Z vérifie une condition b , p>1 ( par rapport & P )

~

iii. % vérifie une condition a_ = B; s, A0 ( par rapport & P )

iv. Z vérifie une condition 5; » p>t (par rapport a By

DEMONSTRATION, i => ii : Z vérifie by et bT , donc bT+s d'aprés la

condition (S*) et le lemme de Gehring.

ii => iii : C'est la remarque suivant la proposition 3'.

iii => iv : Méme démonstration que i => ii, mais ici c'est la condition
(s*) ae 1/2 , ou (S7) de Z, qui est utilisée.

iv => i : Remarque suivant la proposition 3'.

Nous poursuivons 1'étude du changement de lois, en exprimant les
conditions précédentes au moyen de M ou M, Pour 1'instant, notre donnée
est Z ou P : nous savons donc a priori que Z est une martingale/P uni-
formément intégrable ; le probléme serait différent si notre donnée
était M, Z étant définie par Z=€(M). On en dira un mot plus loin.

PROPOSITION 6, Pour que Z satisfasse a (S) et aux conditions équivalen-
tes de la proposition 5, il faut et il suffit que 1l'on ait

v. MeBMO(P), et il existe h>0 tel que 1+&M >h

ou1

— vi. ﬁeBMO(@), et il existe h>0 tel que 1+Aﬁ_;h .

DEMONSTRATION, La condition (8) s'écrit g Z/Z2_<K , ou g < M+l < K,
Elle signifie donc que l'on a une inégalité de la forme 1+4M>h>0, et
que les sauts de M sont aussi bornés supérieurement. Supposons cette
condition satisfaite, et montrons que i <=> ([M,M] engendre un poten-
tiel borné ). On raisonnerait de méme sur i pour avoir vi .
4) La ccndi;ion ay peut s'écrire, avec c=1/p-1

BL(zE )°IE,] = X
Explicitons %Den fonction de M : nous notons que Z est une semimartinga-
le jusque & 1'infini, donc Moo est bien défini et [M’M]a> est une v.a.
finie.

1. L'équivalence entre v et vi nous a &té communiquée par M, Izumisawa,
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oM

u
E[exp(ch,—cM_ +5M°,M>P )T T(5— )° |E ] <K
o Yt gea TP S
Or AMu appartient & un intervalle [-1+h,H]. Sur cet intervalle on a
ex 'x2 ~ 1
T 2 ed y OU J est une constante positive que 1l'on peut supposer < Se

Alors nous avons
. o)
E[exp(th—cMa)+ 03[M,M]t)|£t]
C pmC MC_ OO | & 2

< Blexp(cM —cM  + 5M°,M>F +°3%;tAMu)|£ ] <Bl...]E ] <K
Soit T un t. d'a. tel que MTzN soit une vraie martingale ; nous écrivons
une inégalité de Jensen

00 _ _ L o'
exp(B[cj[N,NI” |E, 1)= exp(E[eNy N +cjlN, NI B, T) |

< E[exp(cNt-cNoo+cj[N,N]gD)Izt] < K2 ( n°2, remarque e))

faisant tendre T vers 1l'infini, nous obtenons
exp(BLe3[1,M]P |E,]) < K°

et 1'on voit que [M,M] engendre un potentiel borné : M étant & sauts
bornés, on a MeBMO, Cette partie du raisonnement est trés proche de
1'article [3].

B) Inversement, supposons que M appartienne_a BMO, Nous utilisons une
3 X
inégalité en sens inverse, de la forme ed¥ > T%; pour xe[-1+h,H] - cette

fois ci on supposera j> 1/2 - pour écrire

E((5 )°IE,]
[¢)]

1A

; C apC C_ 00 K 2
E[exp(th—cMa)+ FI, M + CJ%;tAMu)IEt]

Elexp(csup,_, |M  -M,|)exp(ciM,MIF ) |E,]

A

et si ¢ est assez petit, on a les inégalités du type John-Nirenberg
\ .
E[ exp(2c supu>thoo—Mt|, IF, 1<,
. ®

B[ exp(2cj [M,M]¢7) |E; 1 <€,

et 1'inégalité de Schwarz nous donne alors
Zy \c
BlUZZ 1TIE D = V01T

qui est une condition a

P
REMARQUE, On peut régler le probléme posé juste avant la proposition 6 :

partons d'une martingale M qui appartient a BMO, avec des sauts >—1+h

(h>0), de sorte que 2Z=&(M) est une martingale locale positive d'espérance
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<t ( ZO_=1), donc une surmartingale positive., Kazamaki d'une part, et
indépendamment ses éléves Izumisawa, Sekiguchi et Shiota, ont démontré
le fait trés remarquable que Z est uniformément intégrable, et méme
bornée dans un Lp, p>1.

Comme nous avons démontré le lemme de Gehring pour des processus qui
ne sont pas nécessairement des martingales, nous pouvons donner de ce ré-
sultat une démonstration trés simple. En effet

- Z satisfait & la condition (S%)

- Z est une surmartingale, donc satisfait a b, (1)

- Z satisfait & une condition a —bx (A<0), d'apres la seconde
partie de la proposition 6 ( qui repose uniquement sur les propriétés de
M.

D'aprés le lemme de Gehring, Z satisfait 3 une condition bY

1+e *
E[z’+5|F 1 < cz}c’”E

Prenant t=0-, nous voyons que E[Z1+€]<C . Remplagant M par MT Z par ZT,
nous avons que E[ZT ]<C y et Z est donc bornée dans L1+s

Voici une autre proposition, due 3 Kazamaki:

PROPOSITION 7. Supposons que Z satisfasse & (S) et aux conditions équiva-

lentes de la proposition 5. Alors 1'application X+>X=X+[X,M] (25) est
un_isomorphisme (d'e.v.t.) entre BMO,(P) et BMO,(P)!

DEMONSTRATION, Comme nous avons vu au début du n°7 que X+>X est une
bijection entre les martingales locales/P nulles en O_ et les martingales
locales/P nulles en 0_ , dont la bijection réciproque est du méme type,
il nous suffit en fait de démontrer quvil existe des constantes Y et C
telles que “X"BMO(P)EY = "X“BMO(ﬁ)gc .
Nous choisissons la constante ¥ de telle sorte que le processus Y=£(X)
soit positif, et satisfasse aux conditions

(8(k)) = 1/&k < Y/Y_ <k

b7, (k) : E[Yt/YOO |E,] <k ( donc BL(Y, /Y, )r|§t] < k¥, O<r<t )

avec une constante k dépendant seulement de Y. La possibilité d'un tel

choix est une variante facile de la prop. 6. Voir aussi [ ]J.
D'autre part, le processus Z satisfait & (S) et & une condition b
(s>1) d'aprés la proposition 5, ii . Nous écrivons cela

s S
1/£§Z/Z_§£ , E[(Zt/zw) Igt]gﬁ
Appliquons maintenant 1'inégalité de Holder avec les exposants conju—

gués a=sfs-1-v), b=s/(v+1) , ol v>0 est assez petit pour que b>1, a>1,
av<! ( par exemple, v=(s-1)/(s+1), b=(s+1)/2, va=1 ) :

1. La notation BMOo signifie que les martingales sont nulles on O-
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Y 2 1 s
E[(Yi)v(il 5v+|£t] § E[(Zi )avlgt]1/a B[ (%t )b(v+1)|£t]1/b
@ zco Y(D ZCD

mais av<i, b(v+1)=s , donc ceci est majoré par m=kviv+1. D'autre part,
en posant Y=YZ , qui est une martingale locale/P , cette inégalité peut
stécrire
BT, /70072 5 0

c'est 3 dire une condition a_(K), ol p et K ne dépendent que de Y, et
d'autre part ¥ satisfait 3 une condition (S), avec un coefficient qui ne
dépend que de Y. Nous en déduisons que "fY“BMO(?) est majorée par une
quantité qui ne dépend que de ¥ ( prop.6 ). Enfin, X=£7-% a une norme

uniformément bornée dans BMO(P), et la proposition est démontrée.

Peut &tre cette démonstration est elle trop compliquée ? La démonstra-
tion de Kazamaki n'a été publiée en détail que dans le cas des martingales
continues. En revanche, nous suivons Kazamaki de trés prés dans la démons-
tration de la proposition suivante,

PROPOSITION 8. Sous les mémes hypothéses sur X, l'application
(26) X s 771 /P.X
est un isomorphisme ( d'e.v.t.) de Ep sur gp, pour 1<p<c .

DEMONSTRATION, Cette application, que nous noterons X—>X' dans la suite
de la démonstration, est bien définie pour toute semimartingale X ( rap-
pelons que le ¢ désigne une intégrale stochastique en (26). D'autre part
nous avons écrit Ep' gp’ mais comme dans la proposition 7 nous nous sim-
plifierons la vie en supposant toutes les martingales nulles en O-.

Soit q l'exposant conjugué de p. I1 nous suffit de démontrer que pour
toute martingale/% bornée Y, on a pour 1<p<m

(27) CVRLIESR IR epl¥lp 17l

Si p=1, ga) doit étre interprété comme BMO(P). En effet, X' est une mar-

tingale looale/ﬁ , et en passant au sup sur les Y bornées appartenant a
la boule unité de ﬁq on obtient une norme équivalente & ”X'”“p . Cela
- H

prouve que X+—>X' est continue de gp dans gp. Mais d'autre part cette
application est inversible sur l'ensemble des semimartingales, et son in-
verse correspond simplement & 1l'échange de P et P : le méme raisonnement
établit donc 1l'isomorphisme des deux espaces.

Nous commengons par le cas ol p>1. Nous avons besoin de la remarque
suivante ( qui aurait di trouver sa place au début de 1l'exposé ). Comme
Z vérifie une condition by (a>0),
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za = B[ »al|F. ]
z2 2 Zo )=t

et comme la fonction x~ ¥ (r>0) est convexe décroissante, nous avons

d'aprés 1'inégalité de Jensen
—Zar sKarE[ZarIE ]

autrement dit, Z satisfait & toutes les conditions b (p>0) ( les con-

ditions sont triviales pour p=>1, car Z est une martlngale s c'lest 1'in-
tervalle ]0,1[ qui nous intéresse ).

Nous écrivons alors les inégalités suivantes, ol la constante cp peut
varier de place en place.

Bl flalxe,v]g| 1= B0 /271 /Plar®, v, )]

< o, B/ z'/?|arx, Y] | ( condition (S))
= o, Bl7, /21 /?larx, Y1 |3
= ¢, BL/ZL /a1 ] = o BL/Z /2 alX, Y1)
- s ¢ E[Z;o/q/[d[T(,Y]SI] ( propriété b;/q )
< E[([X,X];o/Z)(zgo/q[Y,Y]oo)1/2] ( inégalité de K-W )
< ¢, E[[X,X]gm]’/l’ E[7, [Y,Y]g)/z]1/q ( Hlder)

Le dernier terme est simplement "Y"A . Reste 1l'avant dernier. Nous

avons X = X+4, ou A—[X M]. Donc - [%,X] < 2([%,x]+[4,A]). ©
[A,A]q)~ T X2 1 » et les sauts de M sont bornés, et finalement [X,X]<
k[X,X] , de sorte que cet avant dernier facteur est majoré par cpﬂX"Hp.

Passons au cas ol p=1. Tout subsiste sans changement jusqu'd la -,
aprés quoi on a

El/|alx, Y111 < c1E[f|d[X Y111
Comme Y est une martlngale/P bornee, Y appartient a BMO(P), et il
existe UeBMO(P), avec “UNBMO(P) < c“Y"BMO(P) , telle que Y=U=U+[U,}]
(prop. 7). Nous avons alors
[T,Y],= <X°, 0%, + 1§ X 40, = <X°,0%, + 17§ aX ol
Mais comme M est & sauts bornes, on a |& |< kIAX | IAﬁslgklAUsl, donc

/alX, Y| | < (1+x%)/]a[X, Ul
En vertu de 1'inégalité de Fefferman, nous obtenons alors une majoration

par x| L1l < ctHIX Il . « La proposition est établie.
il B BMO PR TBMo(B)
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