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SUR LA p-VARIATION DES SURMARTINGALES
par C, Stricker.

L'objet de cet article est d'étendre & toutes les semimartingales la
méthode de Bruneau [1] pour 1'étude de la p-variation des martingales conti-
nues.Ainsi nous retrouvons certains résultats de Lépingle [2], sans uti-
liser le plongement des martingales dans le mouvement brownien ( Monroe
[3]). Le seul résultat dont nous avons besoin est connu depuis longtemps,
il s'agit de 1'inégalité de Doob sur le nombre de montées d'une surmartin-
gale. Auparavant, nous donnons une autre démonstration de la proposition
2 de Bruneau [1], qui établit un lien entre le nombre de montdes 4 'une
fonction déterministe et sa p-variation.

1. NOMBRE DE MONTEES ET p-VARIATION

Rappelons d'abord quelques notations et définitions. Soient f une
fonction de R+ dans B, et a,b deux nombres tels que a<b. Le nombre des
montées de f sur Ja,b[ est la borne supérieure des entiers n tels qu'il

existe une suite (ti) d'éléments de B _ avec

1§i§2n
By<toeee<ty_<top f(ti)ga pour i impair, f(ti)gb pour i pair
Ce nombre est noté Mg(f). Nous poserons pour tout h>0

M(£,0) = 5, MOFB()

Soit p un nombre >1. La fonction est dite & p-variation bornée si
le nombre

n-1
v (f) = sup = |f(% )—f(t.)lp
p i=1 .
est fini, la borne supérieure étant prise sur l'ensemble de toutes les

suites croissantes (ti)

i+t
1§i§n d'éléments de R+.
Enfin, nous poserons ©=0(f)= supsf(s)—infsf(s), 1'oscillation de f.

Bruneau a établi dans [1] la proposition suivante lorsque f est con-
tinue, Nous 1'étendrons ici au cas général,

PROPOSITION 1, On a pour tout h>0

(1) nPM(£,h) < Vo (£)

et _inversement, il existe pour tout r>p une constante c=c,. p telle que
?

(2) vr(f) < cf of + Or—Psuph=A2_i nPM(f,h))
ol A est un nombre >0, et i est entier positif.
DEMONSTRATION, Nous allons d'abord supposer f continue, Comment calculer
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alors Mg(f) ? Définissons vo=0, puis posons par récurrence

v, = inf{sgo f(s)<al , v, inf{s>v : f£(s)2b}

Voi4q = inf{sgw21 : f(s)=2l , Voi40 = inf{s2v21+1 : £(s)2b}

Alors M (f) est le plus grand entier i tel que Vo <® . Appelons inter-
valles de montée, pour i<M (f), les intervalles (s tl), ou
$i=Vo; o+ 8y = sup{sgt : £(s)zal

Le nombre des intervalles de montée est égal 3 Mg(f) ; on a f(si)=a,
f(ti)=b, et a<f(s)<b pour s;<s<t; . On a donc

MO(2) =(pigps, |£(t5)-2(s;) [P
la sommation étant prise sur tous les intervalles de montéde (si,ti) re-
latifs & a,b, Sommons maintenant sur les couples (a,b) de la forme
(kh, (k+1)h ) : les intervalles de montée correspondants sont tous dis-
joints, et par conséquent

M(£,h) < ﬁp v, (2)

c'est & dire (1) lorsque f est continue. Passons au cas général. Lorsque

o (f)=to0 , il n'y a rien 3 démontrer., Supposons donc vp(f)<xo ; il est

b1en connu qu'alors la fonction f a des limites 3 droite et i gauche.

Enumérons en une suite (dn) l'ensemble des points de discontinuité de

f , et posons
p(t)

"

-1
t+le:2 I{dngb}

a(t) inf{ s : p(s)>t |

o est croissante, continue, telle que ¢(0)=0, o(+o00)=+w , Nous définis-
sons une nouvelle fonction g en posant

- si s n'est pas dans un intervalle [«,B] ol ¢ est constante,
g(s)= £(o(s)) :

- si s appartient & [e,B] , alors nous prenons

gla) = £(o(s)=) , gla+B)/2)=f(o(s)) , g(B)=f(a(s)+)
et aux autres points nous procédons par interpolation lindaire. Il n'est
pas trés difficile de voir que g est continue, que
Mo(£) = M3(8) , v, (£)=v ()

donc la formule (1) pour g entraine la méme formule pour f.

Passons & la formule (2). Soit A>@ , et soit (ti)i=1,...,n une suite
croissante d'éléments de R, . On a [f(ti+1)-f(ti)| <© , donc il existe
un plus grand entier m(i)>0 ( ou +o) tel que |f(ti+1)—f(ti)|§ A.Z_m(i).
A chaque entier m nous associons l'ensemble I, des ief1,...,n} tels que
m(i)=m ; ces ensembles sont disjoints, et nous avons

(3) 221 120ty,0)-2(4,) T 22 Card (I )AT2 0T
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D'autre part, si m(i)=m on a |f(ti+1)—f(ti)| > a2t Partageons Im
en deux ensembles IA et I& suivant le signe de f(ti+1)-f(ti) .

- S'il est positif, il existe un entier k tel que f(ti)<kA2—m'2<

(k+1)k2-m-2<f(ti+1) ,» et par conséquent

—m-2
Card(I}) < M(EXLzQEZ (£) < M(£,A27272)

- 8'il est négatif, on trouve des descentes au lieu de montées, Mais
le nombre Da de descentes sur (a,b) est majoré par M:+1, et le nombre

des k sur lesquels on doit sommer, i.e., tels que [kAZ-m'z,(k+1)A2_m'2]
soit contenu dans 1l'intervalle de variation de f, est au plus 2m+2.
Adnsi Card(I) ) < 2%%24 mM(£,A27P72),

Soit H = sup hPM(f,h) , ol h parcourt la suite x2~1, Nous avons
M(£,A272) < BATP2P(M42) | gone

Card(I,) < 22 + 2mA~PoP(+2)

Revenant alors & (3), nous obtenons
v (£) £ ATz m(1-1) 8HAT Pz om(p-1)
d'ol l'on tire aussitdot 1'inégalité (2).

REMARQUE., Il est assez facile de donner des exemples de fonctions f
telles que ( pour p>1)

sup, o hpM(f,h) < +00 et vp(f) = +00

Ainsi, considérons la fonction £ sur [1,00[ dont le graphe est une ligne
brisée joignant les points (i1,0) ( i entier impair ) et (i, ~271) ( i en-
tier Yair ). On vérifie aussitdt que vz(f)=+oo. D'autre part, M(i;1)h(f)=
M(g+1 h(f) est le nombre des entiers pairs 2j tels que jz1, Vi < 1/(k+1)n,
il vaut donc au plus h-2/(k+1)2, et on a

M(f,h) < h-22$°nf2 .

2. LA r-VARIATION DES SEMIMARTINGALES, r>2 .

SOit(Xt)t>O un processus réel, défini sur un espace probabilisé fil-
tré (Q,g,(ggi P) satisfaisant aux conditions habituelles. Nous désigne-
rons par vp(w,X) , M(w,X,h) les quantités définies dans la premiére par-
tie de cette note, relatives & la fonction réelle f(t):Xt(w).

La p-variation d'une fonction sur un intervalle fini, au lieu de
l+ tout entier, se définit de maniére évidente. Notre but ici est de dé-
montrer la proposition suivante, due 3 Lépingle, & partir de la proposi-
tion 1.

PROPOSITION 2, Soit X une semimartingale, et soit r>2, Alors pour pres-
que tout weQ?, la trajectoire X.(w) est & r-variation finie sur tout in-

tervalle borné.
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DEMONSTRATION, 1) L'énoncé étant local, nous pouvons supposer, sans per-
dre de généralité, que le processus X est constant pour t;to , et consi-
dérer alors sa r-variation v (w,X) sur B, tout entier,

2) Nous avons aussi le droit de remplacer la loi P par une loi équiva-
lente : en effet, X reste alors une semimartingale, et les ensembles de
mesure nulle sont les mémes. Comme X est arrété & t, » nous pouvons choi-
sir ( Stricker [5]) une telle loi, pour laquelle X est une gquasimartin-
gale, c'est & dire la différence de deux surmartingales positives. Il n'y
a aucun inconvénient & conserver la notation P pour la nouvelle loi.

3) Comme on a vr(f+g)1 r < vr(f)1/r + vr(g)1/r, nous pouvons ramener
1'étude des quasimartingales i celle des surmartingales positives, que
nous traitons maintenant.

4) Soit donc X une surmartingale positive. D'aprés la forme donnée par
Dubins aux inégalités de Doob ( Neveu [4], p.27 ), on a pour tout couple
(a,b) tel que a<d

E0(., 1] g Sl

et par conséquent
5l 1, 0)] < fBIX,)

Supposons d'abord que X soit bornée par une constante A , Le nombre des

entiers k tels que M(§;1)h

BN(0,%,1)] = 2,E(X,)

(w,X)#0 est au plus A/h. Nous avons donc

Cela ne suffit pas pour affirmer que SUPy _5 -1 h2M(w,X,h) est p.s. finie,
ce qui entrainerait, d'aprés la proposition 1, que vr(w,X) est p.s. finie
pour tout r>0, Mais soit p tel que r>p>2, On a la majoration trés gros-

i\
srexe EL sup,_j,-i nPM(0,X,h)] < _ap-i E[hM(w,X,h)]

< ( sup B[hM(w,X,0)1) 5,_,,~1 nP2

Cette série étant convergente, l'espérance au premier membre est finie,
donc la variable aléatoire sup _;,-i hPM(w,X,h) est p.s. finie, et la
proposition 1 permet de conclure lorsque X est bornée.
Supposant toujours X bornée par A, on a en fait une inégalité un
peu plus précise : comme E[X5] < A,
Elv_(0,0)] g ¢, [A" + AT‘P.AE[XOJ.AP‘Z.ziz‘i(P‘z)]

< cékr
Pour passer au cas général, nous introduisons le temps dtarrét
Ty = inf{t : X >A }
et la surmartingale positive Yt=XtI{t<T b oo bornéde par A, L'événement
{Ty<o | est égal & (X*>A}, od X* désigné sup, X, comme d'habitude.
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On a alors
E[Vr("x)I{X*d}] < Blv (., 1) < Cr']\r

Faisant tendre A vers +oo, on voit que vr(w,X) est finie pour presque
tout weq.

REMARQUE, Au lieu de considérer des différences de surmartingales positi-
ves, on aurait pu utiliser la définition méme des semimartingales, comme
somme d'une martingale locale et d'un processus a variation finie., L'étu-~
de de celui-ci étant triviale, on se trouve ramené au cas des martingales
locales, donc ( par arrét ) des martingales uniformément intégrables, et
finalement, & 1'inégalité de Doob comme on 1l'a fait ci-dessus. Mais

il est assez naturel de faire intervenir la notion de quasimartingale
dans ces problémes, et la démonstration ci-dessus n'est pas plus compli-
quée.

3. SUR L'INTEGRABILITE DE LA p-VARIATION

Lépingle établit dans [2] le résultat suivant : soit X une martingale ;
alors on a, pour p>2 et toute fonction & 3 croissance modérde

Bl 4 v, (0,0 /P)] < eBl#(x)]

La démonstration de Lépingle ([2], p.305 ) utilise les inégalités de
Burkholder et la décomposition de Davis, et les méthodes élémentaires
~utilisées ci-dessus ne permettent pas ( semble-t-il ) d'atteindre un
résultat aussi fin., Nous voudrions simplement faire remarquer que le

résultat de Lépingle, combiné avec la proposition 1, donne aussitdt

E[l « h.M(.,X,h)1/p)] < cE[é(X*)] pour tout h>0 ,
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