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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1977/78

SUR LA p-VARIATION D'!'UNE SURMARTINGALE CONTINUE
par Michel BRUNEAU

On sait que si X=(Xt) est une surmartingale continue, les trajectoires
de X sont p.s. & p-variation localement bornée (p>2). Etant donné un nom-
bre A>0 , désignons par Tx(w) le premier instant t>0 o |Xt(m)—XO(w)|§A ;
nous obtenons une majoration de 1l'espérance mathématique de la p-variation
de X entre les instants O et TA‘ Les remarques de C, Stricker nous ont été
précieuses ; nous l'en remercions.
I, p-VARIATION DES TRAJECTOIRES D'UNE SURMARTINGALE

A) Condition de Lipschitz d'ordre o et p-variation. I est un intervalle

de B . Une fonction £ : I —> B est dite lipschitzienne d'ordre o (0<u§1)

s'1l existe un nombre Y¥>0 pour lequel
(1) l£(y)-£(x)| < ¥Yly-x|® ( x,y €I)
L'ensemble de ces fonctions est noté Aa(I) ( A, si I=R, ).

Une fonction £ : I —> B est dite & p-variation bornée ou briévement

3 p-v.b. (p§1) si le nombre

-1
(2) v () = sup ?21 1£(b,,)-2(s) [P,

i= 1+1)

ol la borne supérieure est prise sur l'ensemble de toutes les suites
ty<ty...<t, dans I, est fini ; l'ensemble de ces fonctions est noté G%(I)
( mp si I=R_).

Une fonction f : R+ —> R, est dite localement 3 p-v.b. si, pour tout

t>0, la fonction f|[o 4] eppartient 3 Gp([O,t]) ; l'ensemble de ces fonc—
- 1

tions est noté @%oc . Pour tout p>1 il est clair que A1/p c @%oc. Plus

précisément

PROPOSITION 1. - Une c.n.s. pour qu'une fonction continue f : R+ - R

soit localement & p-v.b. (p>1) est qu'il existe un homéomorphisme ¢ de B,
tel que fo € Mjp *

I1 suffit de prendre
(3) o(t) = t + v (£l ¢ (420) .

Notation. - Soit une fonction : : R+ —> B . Pour tout intervalle I de
R+ et tout nombre p>1, on pose

(4) vp(f,I) = vp(fll) .
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B) Temps d'arrét Ty - (Q,%,P) est un espace de probabilité complet, muni
d'une filtration continue & droite (?t)tGR ; ?o contient les parties né-
+

gligeables. X=(Xt) est un processus réel défini sur R, , adapté a (3t), a
trajectoires continues. Pour tout temps d'arrét T de la famille (3t), il
est clair que 1l'application

(5) v (X, [0,7]) : wed — vp( X (w), [0,2(w)INR, )

est une v.a. ?T—mesurable. Nous allons appliquer cette remarque & la famil-

le des temps d'arrét (T}\))\20 définis comme suit :

(6) Ty(w) =inf { £20 | [X (@)X (w) |27 } (wer )

avec la convention que inf @ = +m .

C) p-VARIATION D!'UNE SURMARTINGALE CONTINUE.- Le but de cet article est de
prouver

THEOREME,.- Soit X une surmartingale continue. Quels que soient A>0, p>2,

on 2 6 8‘3
1 P
(7) E[ vp(X, o, 1 g m—)—z— A

Nous allons voir que ce résultat est une conséquence du théoréme d'arrét de
Doob, et plus précisément des inégalités de Doob portant sur le nombre des
montées d'une surmartingale. La démonstration se fera en deux étapes dont
la plus importante, la premiére, sera déterministe.

ITI - NOMBRES DE MONTEES ET p-VARTIATION.

A) Appartenance & G;OC et nombre de montées.- Soient f : R+—e>ﬁ.une fonc-
tion, I un intervalle de R+ , a<b deux nombres. Le nombre de montées de

f]I sur [a,b] est la borne supérieure des nombres nélN tels qu'il existe

une suite dans I
t1 < t2... < t2n—1 < t2n

telle que
(8) (%,

Ce nombre est noté M(f,I, [a,b]). On pose Mt(f,[a,b]) pour M(f,[0,t],[a,b]).
On définit semblablement les nombres Mt(f,]a,b[) en remplagant dans (8) les

1) <a , f(tZi) >b pour 1<dxn .

inégalités au sens strict par des inégalités au sens large. Maintenant,
pour tout h>0 et tout t, on pose

(9) M.t(lyh) = z Mt(f, ]kh, (k+1 )h[)
k ez

Nous nous proposons d'établir :
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PROPOSITION 2, Soient f : R —R une fonction continue, p un nombre >1.

c
La condition suivante est nécessaire pour que f€@l , et suffisante pour

fe@lo pour tout €>0 :
11 ex1ste une fonction ( continue et monotone croissante ) c : R, =R
telle que

(10) M (£,0) ¢ 2B (420, 1>0)

Montrons d'abord que la condition (10) est nécessaire pour que fe@%oc

Pour tout homéomorphisme ¢ de B, on a naturellement
-1
M(P(t)(focp 9h) = Mt(f9h) (tioy h>0 )
On peut donc supposer que f€A1/p . I1 existe un nombre Y>0 pour lequel
1
I£(y)-£(x)| < Yly—=| /> (x5 € B, )

Choisissons maintenant h>0 et t20. Posons £=(%)p. On désire majorer les
termes de la suite

(11) n, = MtAkz(f,h) (keN)
Compte tenu de la condition de Lipschitz, on a nkék . Ainsi, ko désignant
la partie entiére de t/4

%
M, (f,h) = < ko1 = 5+

ko+1 =70

.o

soit Yyp
M (f,h) < ()7 t + 1

Or si h>Yt1/p y Mt(f,h)=0, et si h§Yt1/ , on a 1<(Y)pt On peut donc
choisir

A

c(t) = 2vP¢ .
La réciproque occupera le sous—paragraphe suivant.

B) Une majoration effective de la p-variation.

LEMME 1. Soient une fonction continue f : E+——> B et des nombres tzO,

1§q§p. On a
oP+a+i D

2 £,[0 = (2 A
(12) v, (£,00,£]) < e (2c, »+1)
o |£(s)-£(0)]

sup f(s)-£(0

(13) Az Ozsst
et
(14) o, A(t) = sup 2_qut(f, aky

keN
On peut pour simplifier supposer que f(0)=0 et poser °q A(t) =c. On peut
admettre tout de suite que A£O et c<t®m , car sinon il n y a rien & démon-
trer. Pour tout keN, on construit la suite

tk,O < tk,1 < eee < tk,nk
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définie par

by, 070
t, ,=inf { s | |£(s)] = 27K }
k, 1
- .=k
tk’z— inf { s | sgtk,1 , |f(s)—f(tk,1)| = A7 |}

coe . . ) x
tk,i_ inf i S | sitk,i—1’ If(s)-f(tk’i_1)|— A2 !

et sup |f(s)—f(tn ) < a2k,
k

5, <s<t
n, ==
On sait que

I1 existe alors un homéomorphisme P de R+ tel que mk(t)=2t et
_ it .
(16) Aty 5) = o (1d=y) .
Considérons alors deux points x<y de [0,t]. On suppose que k est le plus
petit entier tel qu'il existe un indice 1§i§nk pour lequel

amn Tl <%, s57 -

0
o l£(y)-t(x)| < r27E+2

donc, en utilisant (15) et (16),

, ~k(p-1)AP
|2(y)-2(x) [P < (A2 E2)P  4Ppk(p-a)2e b, 4Ppk(p 1)3;
p
& (20+1)AP27k(P-a) £

A

p Xk (p—
T G R CHCA B R D
Ainsi, d'aprés (17)
iy
(18)  |£(y)-£(x)|® < t(20+1)AP27E (P~ (g (y)-q (x))
Dans ces conditions ( .
1 1=2" P-q) @ -k(p-q)
(19) o(s)= 3 o k§12 @ (s) (O<gs<t)
est un homéomorphisme de [0,t] pour lequel fo¢_1€A1/p([O,t]). De fagon

précise, quels que soient x,y dans [0,t],

(20) le(y)-e(x) | < Yly-x| /P

ol g:focp"1 et
(21) v=(

224! 2041 p )1/P
1-207P t
Finalement

_ p+q+1
vp(£,10,81) = v (205!, [0,5]) £ ¥Pt = B (20+1)A7
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III, INEGALITES DE DOOB ET p-VARIATION

A) Nombre de montées pour une surmartingale continue. Soit X:(Xt) un pro-
cessus adapté a (3t), 3 trajectoires continues. Pour tout temps d'arrét
T de la filtration (ﬂt) et tout h>0, l'application

(22) Mp(X,h) @ e — My (X (0),h)

est une v.a. ?T—mesurable. Alors

LEMME 2, Soit X=(Xt) une surmartingale continue. Quels que soient AzO,
g>2, on_a

3-q
2
2 E e
(23) [cq,A = 1_22—q
ou
= -kq -k
(24) Cy,A = supkGN 2 MT (X,A277)

*
Fixons A0 et g>2. L'inégalité classique de Doob (*) sur les nombres
de montées permet, pour tout keN et tout i, -2k<1<2 , de majorer

BlMy (X, J(i-Da2 7,27k ] < (= (1-1)A2 i I
A - A2
Ainsi, pour tout kéN,

2
E[MTA(X,KZ—k)] = _§k+1E[ MTA(X, Ta-1a27E, 12 7F) ] < 27K

Alors
B[ 2%, (%, A27F) ] < o1-k(q-2)
A

et finalement
Ele

- _ 3-q
£ B[ 27, (X,22 ky1 o -2

] —_—
ACTR S A = 1024

B) Preuve du théoréme. Fixons A>0 et p>qg>2. I1 résulte du lemme 1 que

2p q+1 D
(25) vp(X, Lo,7,1 < — (2¢4 AFN

9

Or, compte tenu du lemme 2,
234

Ele
1-22"4

<
q’A] =
Par conséquent

+q+3
(26) Blv,(%, [0,1,]) 1= 223

(1-297P) (1-2°71)

d'od 1l'on ddéduit (7) en prenant gq= §+1 .

AP
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