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Université de Strasbourg

Séminaire de Probabilités 1977/78

UN PETIT THEOREME DE PROJECTION POUR PROCESSUS A DEUX INDICES

par Catherine Doldéans-Dade et P.A, Meyer

Cet exposé ( qui pose plus de problémes qu'il n'en résout ) a &té
présenté au séminaire de Strasbourg, et discuté avec R, Cairoli & Lausan-—
ne. Pour la rédaction définitive, nous avons utilisé aussi un travail non
publié de E, Merzbach et M, Zakai. Nous remercions tous ceux qui ont con-
tribué & améliorer ce travail,

L'exposé se rattache, d'une part & 1'exposé antérieur ( une remarque
sur le calcul stochastique dépendant d'un paramétre ), et d'autre part aux
exposés généraux de ce volume sur la théorie des processus & deux indices.
Nous avons cependant cherché & rédiger de telle sorte, que 1l'exposé puis-
se étre 1u de manidre & peu prés indépendante.

Nos notations sont celles de Cairoli et Walsh, 3 quelques détails
prés. Sur un espace probabilisé (Q,E,P) complet, on se donne deux fil-
trations (E;)s , (Ei)t satisfaisant aux conditions habituelles ( nous
conviendrons que pour s<O, t<O, E; = Eﬁ est la tribu triviale ). Nous
posons Est = F1ﬂF2 . I1 est aussi commode de convenir que Eé}: Ei}: E ,
de sorte que E = E; ’ zcat=£§ .

Nous faisons l'hypothése fondamentale de commutation de Cairoli-Walsh

Les opérateurs Eé:E[.IEé] et Ei:E[.IEi] commutent

L'opérateur E;Ei est alors l'opérateur d'espérance conditionnelle E[‘lgst]'
8i 1'on introduit les opérateurs E&_:E[.[E&_] , E§_=E[.|£3_] , tous les

) 1 2 1 2 1 .2 ‘ s
opérateurs Es’ Et’ Eu—’ Ev- commutent, et Eu—Et’ par exemple, est égal a
2

E[,]E&_ﬂgt] . Cette tribu, que nous noterons Eut pour des raisons typo-
graphiques évidentes, est aussi égale a siu ES; . On définit de méme ESZ’

EEEZ
Les éléments de Rz sont désignés par des lettres grasses , la notation
canonique étant z=(s,t), utilisée sans autre commentaire. On pose 0=(0,0),
o= (w,o). Un processus (Xi) sur mf est identifié & un processus sur R%
nul hors du premier gquedrant. Un processus (Xz) a4 deux paramétres est
dit évanescent si pour presque tout w on a identiquement X-(m)=0.
La notion de processus adapté se comprend d'elle méme. La tribu pré-

visible sur E?XQ est engendrée par les processus de la forme
(1) Xz(())) = I]a,m

et par les ensembles évanescents. Les processus adaptés continus & gauche

[(z)IH(w) avec aeﬂ?, HeF,
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sont prévisiblesl
Désignons par p? la tribu prévisible sur R xQ ( ou RXO) associde a la fil-
tration (F ). Nous appelons tribu 2—prev1s1ble sur R° xQ la tribu engendrée

par les ensembles évanescents, et par les processus (XZ) tels que (s, (t,w))

> Xst(w) soit E(R)XP2—mesurable. On définirait de méme les tribus 2-op-
tionnelle, 1-prévisible, 1-optionnelle. Un processus qui est a la fois
1-prévisible et 2-prévisible est dit biprévisible ( on définit de méme
les processus bioptionnelsl mais nous ne nous en servirons guére ).

Comme d'habitude, une mesure aléatoire est un noyau positif p(w,dz)

de Q dans B2 . Nous ne considérerons ici que des mesures aléatoires portées
par Ri , et intégrables, i.e. telles que E[p(1)J<w . Ce mot sera omis dé-

sormais. Le processus croissant associé & p est donné par

Az(w) = p(w, [0,2]) si zemi ; sinon, Az(w) =0 .

I1 n'est peut &tre pas inutile de rappeler que le sens du mot croissant
est plus fort que le sens usuel de croissance au sens de l'ordre sur R2
La mesure aleat01re p est dite adaptée si le processus (A ) est adapté.
On dit que Hc B2%Q est p-négligeable si E[p(H)]=0.

DEFINITION. La mesure aléatoire p est dite prévisible si
¥s , le processus (Ast)t est prévisible par rapport a (Foot)t ,

¥t , le processus (Ast)s est prévisible par rapport (Esm)S .

Qe

Comme A est continu 3 droite, cela revient & dire que le processus crois-
sant A associé & p est biprévisible. Noter que Ast est mesurable par rap-

port 3 Ea)t et Esa) , donc par rapport & zst . Nous verrons plus loin que

A est en fait prdvisible, mais ce n'est pas un résultat évident, et il

ne vaut que sous l'hypothése de commutation.

EXEMPLE 1. Soit oek
le (F

S et soit T un temps d'arrét prévisible de la famil-

ot)t . Alors P=€ (o, 1) est une mesure aléatoire prévisible. En effet,
Ast=1{s§0,t§T}
dans les deux cas (Ast)t est prévisible par rapport a (Eam)t . Pour t fixé

on a A t(w) = I[a Oo[(s)IH(w) avec Hzith}egga), qui est de méme prévisi-

; pour s fixé, on a Ast:O si s<o, Ast=I{t§T} si sz0 , et

ble par rapport & (FSOO)S

Voici quelques propriétés élémentaires des mesures prévisibles.

1) Le processus (A t)t est _en fait prévisible par rapport & (E t)t’ et

on a bien slr la méme propriété vis & vis de 1l'autre indice. En effet,

soit Y une v.a. Es -mesurable bornée, et soit (Y ) une version cidlag.
de la martingale E[Y|F ] ; il s'agit de verlfler que

1. Nous ne définirons pas la tribu optionnelle.
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E[YA_ 1 =2©8[/ Y, daa ]
soo [0, [ t-""st
Mais d'autre part on a Y=E1[Y], done Y =B .Y = :i ; E,§Y , et cette

relatlon se déduit alors du fait que (Ast)t est prévisible par rapport
(Fa)t)t’

2) 8i p est une mesure aldatoire prévisible, et si X est un processus

prévisible borné, la mesure aléatoire X.p est prévisible.

En effet, on se raméne par classes monotones & traiter le cas des pro-
cessus prévisibles de la forme (1), pour lesquels le résultat est évident.

Nous arrivons maintenant & une propriété importante, pour laquelle
nous devons introduire les opérateurs de projection 1-prévisible et 2-
~-prévisible II1 et H2 définis dans 1'exposé précédent. Comme nous ne
voulons pas imposer la lecture de cet exposé, nous nous placerons sous des
hypothéses un peu plus restrictives, ol tout peut se faire de manidre &1é-
mentaire, Supposons que (Q,E,P) soit un bon espace ( par exemple, que g
soit la P-complétée d'une tribu lusinienmne ). Il existe alors une famille

(p;) de noyaux de (Q,F) dans (Q,F) telle que, pour tout processus (XS)-é
un seul paramétre — mesurable et borné, le processus

(s,0) == [ pl(w,dw)X_(w)
s0it une version de la projection prévisible de X par rapport a F ) .
Nous pouvons aussi supposer que l'application (s, m)he>p (w,.) est mesura—
ble ( sans adjonction des ensembles évanescents en (s, w)) Pour tout

7 ~ . . Ve . 1
processus mesurable borné (XZ) a deux indices, désignons alors par I'X
le processus mesurable borné 3 deux indices

1
(s,t,0)=> [pg(w,dw)X_, (w)
On définit de méme le noyau H2. On a alors

PROPOSITION 1. Pour gue la mesure aléatoire p soit prévisible, il faut

et il suffit que 1l'on ait pour tout processus mesurable borné X
(2) E[p(X)] = E[p(0'x)] = Blu(r%x)]

DEMONSTRATION, I1 suffit de traiter le cas ou X est de la forme X (w) =
1

]C Oo[(z)Y(w), ou Y est bornéde, et g=(o, T)eR Le processus I'X est alors

indistinguable de

) = Iy or (27 (w)

ol (YS) est une version cddldg. de la martingale E[Y|£;] . Dans ces con-
ditions, on peut écrire sans hypothése sur H

E[p(X)] = EL [/ Y4B, ] ol B_=(A -A )1{

0 o st/ {sz0}
’



207

et de méme E[u(x')] = ELS Y 4B ].
a 0,00 S-S

Si p est prévisible, on voit que (Bs) est prévisible par rapport & (Esoo%’

donc E[p(X)I=E[p(X')]. Inversement, si E[p(X)]=E[p(X')] quels que soient
Y et ¢ , le processus (Asoo-AST) est compatible avec la projection pré-
visible par rapport a (Esoo)s ,

que (Asa))s est prévisible. De méme pour l'autre indice.

donc prévisible., Prenant t<0, on voit

Sous une forme un peu différente, la proposition suivante ( qui est 1la
clef de cette note, malgré sa simplicité ) a été aussi remarquée par Merz-
bach et Zakai, 3 qui nous empruntons 1'important corollaire.

PROPOSITION 2, Soit X un processus mesurable borné. Alors le processus

n2n1x est ( indistinguable de ) prévisible.

DEMONSTRATION. Nous commengons par le cas ou X est de la forme
Xst(m) = Xs(w) =1

Désignons alors par Yt(m) une version cadldg. de la martingale E[Y|£Sq>].

]o,a>[(s)Y(m) ( oeR, Y F_-mesurable bornée )

Le processus I°X est égal ( & un processus évanescent prés ) a
1 —_
Xst(m) = I]G,oo[(s)Yt—(w)
Ce processus est adapté et continu & gauche, donc prévisible. Utilisant

un raisonnement de classes monotones, nous en déduisons

Si Xst(m)=xs(w)’ ol (Xs) est prévisible par rapport a (_E_SOO)s et

borné, alors H2X est prévisible.
Ce résultat s'étend alors aussitdt & Xst(m)=1]7,oo[(t)§s(m)’ ot (&) est

prévisible par rapport 3 (gsoo)S . Un nouveau raisonnement de classes
monotones étend cela & tous les processus mesurables par rapport &
Q(E)XP1, c'est & dire tous les processus 1-prévisibles. Il ne reste plus

qu'é noter que, si X est mesurable borné, H1X est 1-prévisible.

COROLLAIRE, Tout processus biprévisible X est ( indistinguable de ) pré-

vigible.

%%,

I1 faut ici faire une remarque : nous avons établi ce corollaire sous

En effet, X est indistinguable de I°X, puis de I

1'hypothése de commutation. Mais sa validité ( contrairement a celle de
1'hypothése de commutation ) n'est pas altérée si l'on remplace la loi P

par une loi équivalente.

REMARQUE. I1 est instructif de regarder ce qui se produit dans le cas
optionnel. Partons d'un processus élémentaire de la forme
Xst(m) = Xs(w) = III S,OOII (S,(L))

N , . 2
ol S est un temps d'arrét de la famille (gs )S . Désignons par (Ut)~la

@
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famille des noyaux donnant sur BxQ la projection optionnelle par rapport

3 la famille (Ea)t)t . La projection 2-optionnelle de X est alors

X1 (0) = J 02(0,am)X_(w)

Pour t fixé, ce processus est croissant et continu & droite en s ( sans
ensemble exceptionnel ), Pour s fixé, c'est une martingale en t , indis-—
tinguable d'un processus continu & droite. Mais par ailleurs, ce proces-—
sus ne jouit d'aucune propriété évidente qui montrerait qu'il est cddlag.,
ou méme simplement 1-optionnel. Voir toutefois la derniére page.

Voici le résultat principal de cette note., Pour 1'énoncer, il nous
faut une définition :

DEFINITION, Un sous—ensemble de RixQ est dit prévisiblement évanescent
s'il est prévisible, et négligeable pour toute mesure aléatoire prévisible.

L'exemple de mesure prévisible que l'on a donné plus haut montre que,
si H est prévisiblement évanescent, pour tout o fixé, l'ensemble aléatoire
H(o,.,.), prévisible par rapport a (EOt)t’ est évanescent. Autrement dit,
un ensemble prévisiblement évanescent est sépardément évanescent.

PROPOSITION 3. Soit (Yz)zem2 un processus mesurable borné. Il existe un

, unique & un processus prévisible-

processus prévisible borné + (Xz)

zemi
ment_évanescent prés, tel que l'on ait
E[p(Y)] = E[pn(X)]

pour toute mesure aléatoire prévisible p.

DEMONSTRATION, L'existence est immédiate : il suffit de prendre X=ﬂ2n1Y,
et d'appliquer les propositions 1 et 2.

Reste & établir 1l'unicité. Soient X et X' deux processus prévisibles
bornés tels que B[u(X)] = E[u(X')] pour toute mesure prévisible u, et soit
f 1'indicatrice de 1l'ensemble prévisible {X<X'} ; la mesure f.p étant
prévisible, on a aussi E[fp(X)]=E[£fu(X')], ou encore E[u(£X)I=E[p(£fX")],
donc {X<X'} est p-négligeable. De méme pour {X>X'}, et finalement {X#X'}

est prévisiblement évanescent.

Nous dirons que X est <<la>> projection prévisible de Y, et nous
écrirons X=Py.

Le raisonnement de la proposition 3 donne aussi le résultat suivant :
si X et X' sont prévisibles bornés, et si E[u(X)]<E[p(X')] pour toute me-
sure prévisible pu, alors on a X<X' hors d'un ensemble prévisiblement éva—
nescent. On en déduit aussitdot les propriétés suivantes :

- 81 Y et Y' sont mesurables bornés, et Y<Y', alors pYépY' 4 un ensem-

ble prévisiblement évanescent prés.
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- 8i des Y? positifs uniformément bornés tendent en croissant vers Y,
alors p(Yn) tend en croissant vers PY hors d'un ensemble prévisiblement

évanescent.

Nous examinons maintenant les projections de mesures. Pour cela, nous
devons étendre un peu la terminologie de la théorie générale des proces-—
sus au cas bidimensionnel. Nous appellerons P-mesure une mesure bornée
>0 sur Rixﬂ ( ou sur R?XO portée par RixO ) qui ne charge pas les ensem—
bles évanescents. Comme pour les processus & un paramétre, il y a corres-—
pondance biunivoque entre P-mesures et mesures aléatoires, toute P-mesure
A étant de la forme

AMX) = E[p(X)]

pour X mesurable borné, ol p est une mesure aléatoire. Nous dirons que
A et p sont associées, et nous noterons en général 1 la P-mesure associée
4 une mesure aléatoire p,

PROPOSITION 4. Soit A une mesure aldatoire. Pour gu'il existe une mesure

aléatoire prévisible p telle que ﬁ:X sur la tribu prévisible, il faut et

il suffit que A néglige les ensembles prévisiblement évanescents.

DEMONSTRATION, La condition est évidemment nécessaire. Inversement, si

A néglige les ensembles prévisiblement évanescents, l'application Y=

E[A(PY)] est bien définie, et on voit sans peine que c'est la P-mesure
1 cherchée.

Si la condition de la proposition 2 est satisfaite, nous dirons que la
mesure aldatoire A admet la projection prévisible p:kp ( ou que la P-mesu-
re A admet la projection prévisible n ).

COROLLAIRE. Pour que toute P-mesure admette une projection prévisible,

il faut et il suffit que les ensembles prévisiblement évanescents soient

évanescents.

DEMONSTRATION, La condition est évidemment suffisante. Inversement, sup-
posons que toute P-mesure admette une projection prévisible, et soit H
un ensemble prévisiblement évanescent. Alors H est négligeable pour toute
P-mesure, et cela entraine que H est évanescent ( d'apres le théoréme de
section ordinaire, sans adaptation : noter que Ei et R+ sont isomorphes

en tant qu'espaces mesurables ).

COROLLAIRE. Pour gque les ensembles prévisiblement évanescents soient

évanescents, il faut et il suffit que 1l'on ait II1I12Y=1'I2II1

Y aux ensembles

4vanescents prés, pour tout processus mesurable borné Y.
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DEMONSTRATION, Si Y est un processus mesurable borné, H1H2Y et H2H1Y sont
deux versions de pY, et ne différent donc que sur un ensemble prévisible-
ment évanescent ; si les ensembles prévisiblement évanescents sont évanes—
cents, on a donc H1n2Y:H2H1Y aux ensembles évanescents prés. Inversement,
si cette propriété est satisfaite, soit A une mesure alédatoire ;5 cn définit
une mesure aldéatoire p en posant ﬁ(Y):E[A(H1H2Y)]=E[A(H2H1Y)] ; B coincide
avec A sur la tribu prévisible, et W est prévisible, donc A admet une pro-
jection prévisible, et on conclut par le corollaire précéddent.

REMARQUE. Plus précisément, une mesure qui ne charge pas les ensembles

de la forme §H1H2Y#H2H1Y} admet une projection prévisible, donc ne charge
pas les engsembles prévisiblement évanescents. Supposons que la tribu F
soit séparable aux ensembles de mesure nulle prés, et soit (Y*) une suite
de v.a. bornées engendrant F par classes monotones, aux ensembles de mesu-
re nulle prés. Identifions chaque v.a. " 3 un processus dépendant seule-
ment de w, non de s et t. Il est facile de voir, par classes monotones,
que tout ensemble {H1H2Y¢H2H1Yl est contenu dans H=U/ {H1n2Yn£H2H1Yn! aux
ensembles évanescents prés. On peut montrer aussi que H est ( aux ensem-
bles évanescents prés ) le plus grand ensemble prévisiblement évanescent

non évanescent.

PROJECTIONS DUALES

On aborde les problémes de cet exposé de maniére plus concréte en
étudiant, non pas les projections de processus, mais les projections
duales de processus croissants.

Soit o une mesure aléatoire, et soit (Az) le processus croissant as-

socié & @. Pour tout s, le processus (Ast)t est un processus croissant
intégrable, qui admet une projection duale prévisible par rapport i la
famille (goot)t . Notons 1la provisoirement(B;t)t . 31 1'on a s<s', la

différence (As’t—Ast)t est un processus croissant ; par projection duale
sur la filtration (E ,), , ncus voyons que (B;,t—Blst)t est encore un
processus croissant.

Soit D 1l'ensemble des zelR2 4 coordonnées rationnelles. Soit H 1l'ensem-—
ble des w de Q possédant la propriété suivante

Pour tout couple (u,v) d'éléments de D tel que u<v , on a 4 o B! > 0,

H est un ensemble de mesure pleine, d'aprés ce qui précéde. Remplagant
3! par O si weHc, nous pouvons supposer que la propriété ci-dessus a lieu
partout. Nous posons alors pour tout uel

. 1
Ba = Lngep vsu ,vu By

. R PRI
et nous obtenons un vrai processus croissant a deux indices., On vérifie
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aussitdt que pour s fixé, les processus (Bst)t et (B;t)t sont indistingua-
bles, donc
pour s fixé, (Bst)t est prévisible par rapport a la famille (g@t)t

Du point de vue des P-mesures, ce gqu'on a construit est clair : soient

@ et P les mesures aléatoires assocides & A et B, @ et E les P-mesures

correspondantes. Alors E = an2 : pour vérifier que B(X)_a(n X) pour tout

processus mesurable borné X, il suffit en effet de traiter le cas op!

X(s tyw)=1I -0, ](s)x(t w) , de sorte que Y=1°X est indistinguable de
] —® r](s)y(t m) , 7 désignant la projection prévisible de x(t,w) sur

(Foot)t
prévisible de (Art)t R
On notera que tout ceci s'étend trés facilement au cas optionnel.

, et sous cette forme on exprime que (Brt)t est projection duale

Une derniére remarque avant de revenir 3 notre probléme : supposons
que A soit 1-adapté , autrement dit que A scit Fsa)—mesurable pour tout
s. Alors le processus (B st t est edapté & la famille (F t)t , et méme
prévisible par rapport 3 cette famille., En effet, soit Y une v.a. bornée,

- | -
soit Y'=E[Y|E 1, et soit T} = E[Y! |£oot]‘E[Y |E ] ( version cadlig.).
On a pour tout u
u _ !

B[/" Yaa ] = E[/*¥raA ] = BL/UY) aB ]
et ceci exprime que(Bst) est la projection duale prévisible de (Ast)
par rapport é<£st)t . Méme remarque avec la famille (zst)’

Poursuivons maintenant 1'opération un cran de plus : construisons un
processus croissant @st)’ de mesure associée v ,tel que pour tout t
(CSt) 2 , SG)) . I1 résul-
te des remarques qui précédent que Y = Bn = @nn' . D'autre part, (Cst)s
est projection duale prévisible de (Bst)s sur (Esi)s , donc CSt est

soit projection duale prévisible de (Bst) sur (F

prévisible en s, et un peu mieux qu'adapté en t ( pour parler de maniére
imprécise, car cela n'a pas beaucoup d'importance ). Et nous voyons main-
tenant que

dire que « ne charge pas les ensembles prévisiblement évanescents,
ou dire que o admet une projection prévisible, revient a dire que le pro-
cessus croissant (cst) est prévisible.

Plus précisément : (C est (Esoo)s—prévisible par construction,

st s
mais la prévisibilité de (Bst)t par rapport a (Eaat)t a pu se perdre
par 1-projection duale.

Nous allons maintenant donner un critére naturel pour l1l'absence de

toute pathologie :
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PROPOSITION 5, Si 1les martingales borndes admettent des versions pourvues
de limites & gauche, toute P-mesure admet une projection prévisible, et
les ensembles prévisiblement évanescents sont évanescents.

DEIMONSTRATION, Nous allons faire un calcul, avec les notations B,C ci-
dessus, et de plus les notations suivantes : 0=(ui), 7=(v,) seront des
partitions dyadiques de B , la premiére suivant 1'axe des s, la seconde
suivant 1l'axe des t. La notation lim_ , par exemple, désignera la limi-
te d'une fonction de o, lorsque ¢ parcourt la suite des subdivisions dya-
diques.

Soit Y une v.a. bornée ., Nous avons'

(1*)  Blve  1=3Bl/rac ]1=8[/Y, ac1=%[/Y  daB_ ]

S S{ee]

Nous désignons ici par (Ysm) une version cadldg. de la martingale

E[Ylgsoo J, et nous utilisons le fait que (csco )s est projection duale

prévisible de (Bsoo)s par rapport & (zsoo)s . Poursuivons les égalités

(1) : onay¥ =lim_ =, Y I , donc
500 o i Tum {ui<s§ui+1§

(12) oo = limg Bl =. Y (B

1 oo u
ul

)]

0 "By,
i

t_Bu.t)]
i

i+1
lim_E[ =, fY_ ., a(B
° TOOME O Uy

1

ou (Yuit) désigne une version cadlag. de 1= martingale E[Yuioo lgcot]’

(Yu.t ) est le processus de ses limites 3 gauche, et nous utilisons 1le
fait_que (BSt)Jc est, pour tout s, prévisible par rapport & (——Eoot)t‘
On a Yuii = limq Zj Yuivj I{deg"j“} , donc

(1°) ... = limg lim E[ 2 Yov. By -B B, +B )]

175 eV TV %V Wy

Posons iy =(ui,vj) , ?ij:(ui+1’vj+1)’ et introduisons le processus
ot
U, = Z,. I I -
A Ch A {wijagwij§

évidemment prévisible. Alors la récapitulation des égalités (1) est
4 . . or s . T

(1" BYC 1 = lim; Yim B[//U_J dB_ ] = lim; lim_E[//U_J dC_,]

la derniére relation, parce que U est un processus 1-prévisible. De la

méme maniére, nous avons

. CT
(2) E[[Y@Oz'dcoot] = lim_ lim E[/IUS,c aCyy ]

1. Les formules ne suivent pas le numérotage général de 1l'exposé.
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Soulignons que nous n'avons utilisé encore aucune version de la martin-
gale E[YIESt] a deux dimensions : mais si une telle version existe, qui
admet des limites & gauche le long des rationnels( méme simplement hors

d'un ensemble C-négligeable ), alors nous avons en désignant ces limites
ar Y

p st

I C-p.p.

g, st st

et par conséquent, par convergence dominée
(3) BlYC ] = EL//Y§EdCSt] = E[fYa)idCa)t]

que veut dire 1'égalité extréme ? Que le processus croissant (Coot)t’ qui
est, nous le savons, adapté a (Eaat)t , est prévisible par rapport a cet-

te filtration. Faisant le méme raisonnement pour (C au lieu de (Coot%

st)t
nous obtenons que C est projection duale prévisible de A, et nous pouvons
conclure d'aprés la proposition 2.

Le méme raisonnement, avec des hypothéses un peu différentes ( C sup-

posé prévisible dés le départ, donc C=B ) montre

COROLLAIRE, Si la martingale %y? E[Y‘Est] admet des limites & gauche le
long des rationnels de RZ, notées Yst ( méme seulement hors d'un ensemble

prévis. évanescent ), le processus (Yst ) est la projection prévisi-

ble du processus constant égal & Y,

UNE CONJECTURE
Au cours des discussions que nous avons eues au sujet de cet article,

R. Cairoli nous a signalé le résultat suivant ( non publié ; la démons-
tration de Cairoli figure dans un exposé de P,A.Meyer dans ce volume1).

PROPOSITION 6, Toute martingale bornde admet des limites 3 droite et &

gauche hors d'un ensemble séparément évanescent.

I1 est naturel de conjecturer que l'ensemble ol les limites 3 gauche
n'existent pas est en fait prévisiblement évanescent.

UN << PROCEDE ALTERNE >>
On peut aussi dire quelque chose sur la théorie des processus & deux
paramétres, sans la relation de commutation . Désignons par Pt 1a tribu

i=-prévisible sur REXQ ( i=1,2), et par i 1'opérateur de projection cor-
respondant, Soit p une mesure aldatoire prévisible, & laquelle est asso-
ciée une P-mesure | :
W(X) = B[p(x)] ( X mesurable borné )
Nous avons alors, les espérances conditionnelles étant relatives 3 1
I'X = E_[X|f']  ( i=1,2) JH-p.s. .
o

1. Note sur les épreuves : cet exposé paraltra ultérieurement.
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Si nous prenons X borné, et que nous formons les espérances conditionnel-
les alternées (n2n1)nX , nous savons qu'elles convergent ﬁ -pP.8. Vers
une v.a. Y ( un processus a deux paramétres ) qui est une version de 1'
espérance conditionnelle E_[X|P1ﬂP2]. Ainsi, si nous posons

Y2 - liming (rfn')x

Y21

1
3 une v.a. P ﬂPZ—mesurable. Plus précisément, si l'on définit de méme Y

est Fz-mesurable, et pour toute mesure prévisible p il est egal p—p Se

est F1—mesurab1e, et l'ensemble {Y12#Y21} est négligeable pour toute
mesure aléatoire prévisible p.

2.1

1.2
Dans la situation de l'exposé, nous avons vu que II'II

X et I'I'X sont
des processus prévisibles ( & ensemble évanescent prés ), de sorte que
ces procédés alternés sont en fait stationnaires. Une différence impor-
tante est l'existence d'un lemme maximal pour les projections dans cette
gituation, qui disparalt lorsque le procédé alterné exige une infinité
de passages ( cf., l'exposé précédent, prop. 5 ).

RETOUR SUR LE << CAS OPTIONNEL >>

Nous revenons & 1'hypothése de commutation, et & la remarque suivant
la proposition 2 et son corollaire. Nous reprenons la notation X't intro-
duite 4 cet endroit, et montrons que ce processus est progressif. Fixons

¢=(§,m), et vérifions que si h(s,w) est g([o,gj)xgg-mesurable, alors le
processus 2
Y (o) = Jol(v,dw)n(s,w)  (s<B,t<n)

est mesurable par rapport a B([O g]x[o0, T]])XFC . 11 suffit de traiter le

cas ou h(s,w)=a(s)b(w), b E;—mesurable. On a alors Yst(w)=a(s)fd§(w,dw)b(wj

et le second terme est une version ( continue 3 droite aux ensembles éva-
nescents prés ) de la martingale E[blgi], qui coincide avec E[blggt] q
aprés la relation de commutation, et qui est donc pour t<N mesurable par
rapport a B([O t])xF en - D'ol aussitot le résultat annoncé.

Par classes monotones, on en déduit alors que pour tout processus i-op-
tionnel X ( positif ou borné ), le processus Xét est progressif. Puis, que
pour tout processus mesurable X ( positif ou borné ), le processus

%21 - qQ2a'lx )
' (Q est l'opérateur de progectlon sur la-tribu i-optionnelle de R xO :
0%X est 1a fonction (s,t w)h—> fdt(w dw)Xst(w), par exemple )est progres-
sif, et 1'on a E[u(X)]=E[p(X 1)] pour toute mesure aléatoire adaptée .
On construit de méme X'©, et 1'on vérifie, comme pour le cas prévisible,
que l'ensemble aléatoire progressif {X12£X21} est négligeable pour toute
mesure aldatoire adaptée.
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On peut méme dire un peu plus : le processus Xét de la remarque est
optionnel en t pour s fixé, par rapport a la famille (gst)t , 8t option-

nel en s pour t fixé, par rapport a (Est) On en déduit que pour X me-

S.
surable ( positif ou borné ) le processus %21 posséde les propriétés
suivantes :

(Bgp)y
s (Est)s

On a la méme chose pour X12. Mais alors, l'ensemble {X12¢X21} est séparé-

Qe

- pour s fixé, il est projection optionnelle de (Xst)t P.Tr.

Qe

- pour t fixé, il est projection optionnelle de (Xst) PeTe

ment évanescent ( ce qui n'était pas évident sur les propriétés de la

page précédente, la progressivité étant un résultat insuffisamment précis).
Nous pourrions dire que les processus ainsi construits sont séparément

optionnels si ce mot ne prétait pas & confusion : en effet, on a bien une

mesurabilité par rapport i la tribu 92 pour s fixé, mais on n'a pas prou-

vé de mesurabilité jointe par rapport 3 Q(R+)x22. Ces résultats sont bien

minces |



