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ARRET DE CERTAINES SUITES MULTIPLES DE

VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES

par R. Cairoli et J.-P. Gabriel

Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités

1977/78

§ 1. INTRODUCTION

Le présent article étudie deux procédés d’arrêt appliqués à cer-

taines suites multiples de variables aléatoires. Ces deux procédés se

distinguent par le type de "passé" sur lequel ils se basent: passé

large ou passé étroit. Chacun des deux donne lieu à un point aléatoire

dans INd qui est non anticipatif relativement au passé considéré.

Les résultats obtenus étendent ceux de Davis, McCabe et Shepp

contenus dans [3] et [5] et peuvent se résumer ainsi: si

...., nd 
, ..., nd) > est une suite multiple de varia-

bles aléatoires indépendantes et toutes réparties comme une variable

aléatoire X, alors la condition

(a) E{}  ~ , pour tout (v l ’ , ..., vd),
v1.....vd d 

’ ~

équivaut à la condition

(b) 1 (log + 1 xl) )d}  co ~

ou

(c)  oo ~

suivant que ..., vd) désigne un point d’arrêt relatif au passé

large ou un point d’arrêt relatif au passé étroit; en outre, l’équi-



175

valence des conditions (a) et (b) est conservée si la somme partielle

arrêtée S03BD1,...,03BDd = 03A3 d d 
Xj1,...,jd remplace

X , , et (c) est aussi équivalente à

(d) E{ sup 
|Xn1 , ..., nd| n1.....nd

}  ~ , pour tout chemin

aléatoire croissant f.

Nous n’avons pu établir en toute généralité si (c) implique (a),

avec S 

vl , ..., vd 
à la place de X 

vl , ...,vd 
, lorsque le point d’arrêt

est pris relativement au passé étroit. Pour cette raison, la question

de l’équivalence de ces deux conditions n’a pas été traitée ici.

§2. NOTAT ION, PREMIERES DEFINITIONS

Dans ce qui suit, d est un nombre entier positif qui désigne la

dimension de l’ensemble des indices. Cet ensemble sera le produit

1N x...x3N (d fois), noté plus brièvement ]Nd. Ici UN désigne l’ensem-

ble des entiers positifs. Les éléments de llid seront notés par les

lettres soulignées n, m ou i et appelés points. Lorsque l’introduction

des coordonnées s’avérera nécessaire, nous poserons n = (n , ..., nd);
- 1 sera le point (1, ..., 1). Le produit n 1 ...: nd sera toujours noté

L’ensemble ]N sera supposé muni de l’ordre n ( m , , qui signifie

n1  m1 , ..., nd  md ; ~ désignera un point à l’infini de INd , c’est-

à-dire un élément supérieur à tous les points de IN ? |~| sera posé

égal à oo.

Nous supposerons qu’un espace probabilisé (~,~,P) est donné et

fixé tout le long du travail. Nous noterons X une variable aléatoire

de référence. La donnée de base sera constituée d’une suite multiple
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{X , n E de variables aléatoires indépendantes et réparties comme

X. L’adjectif "multiple" sera par la suite omis. Pour tout n 

nous désignerons par n et n les tribus Q(Xi , n), resp.

6(Xi , n + 1 ~( i). Pour tout n nous poserons S - ~ X . Pour
_ n i n n

tout (jo E S~ , nous poserons X~(c~) - ~X~(c~) ~/~~~ - (S~(c~) ~/~~~ - 0.

Nous écrirons toujours sup , ~ , ~ ,.., au lieu de 
d , 

j E ]~,~ , 
...

Les deux notions suivantes ne sont pas nouvelles. La première

apparaît, par exemple, déjà dans [2] et la deuxième dans [8]. Les

deux coïncident avec la notion de temps d’arrêt dans le cas où d = 1.

Définition. Nous appellerons point d’arrêt (resp. point d’arrêt

au sens large) toute variable aléatoire 03BD à valeurs dans INd U {~}
telle que

{v  n} E n (resp. {03BD ~ n} E n) pour tout n  INd.

A noter que nous aurions pu prendre {v - n} à la place de

{03BD ~ n} dans la définition, sans en altérer le contenu. Pour le con-

stater, il suffit d’écrire

{~ - n} - {v ~ n} ~ {v ~ (nl - 1 , n2 , ... , nd) } ~ ...

f1 {v ~i (nl , ..., nd-1 , 1)} ,

où seuls les termes correspondant aux indices j tels que nj - 1 >, 1

apparaissent dans l’intersection.
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§3. ESPERANCE D’UNE SUITE ARRETEE. DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPEN-

DANTES ET EGALEMENT REPARTIES .

Si (X , n est une suite de variables aléatoires indépen-
n -

dantes et réparties comme X, alors E{sup|X () = E{sup|X )), donc
, n n

- 

n -

sup|Xn ( = sup|Xn ( p,s., pour tout 1 ~ INd. Il s’ensuit, en vertu de

n>i - -

la loi (0,1), que sup|X ( = c p,s., où c est une constante pouvant
n

n -

être infinie. Cette constante est finie si et seulement si

(3,1) X e L .

Ces considérations élémentaires sont bien connues et peuvent se faire

indépendamment de 1’ordre  en énumérant les point de La condi-

tion qui va suivre, équivalente elle aussi à (3,1), fait par contre

intervenir l’ordre  de INd:

( 3.2) E ()X ))  W pour tout point d’arrêt v.
v -

Néanmoins, l’équivalence de (3,1) et (3.2) peut être ramenée au cas

d’une dimension. En effet, (3,1) implique clairement (3.2) et, inver-

sement, si Ô est un temps d’arrêt relatif à la suite (À , n 
n

où ~n = ~ (n , 1 ..., 1) ’ ’ défini par

v = / (§ , 1,..., 1) si ù  W , ,

- 

) w si § = w ,

est un point d’arrêt, puisque

lV  ni = iV S nI} é Jk , n S n > c 3 ,- - 1 n i n

et de ce fait (3.2) implique

E {|X03BD|}  W pour tout temps d’arrêt V ,

donc 3,1>, étant admis que 1’implication a lieu dans le cas d’une
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dimension.

Nous nous restreindrons donc au cas d = 1.

Théorème. Soit {Xn ’ , n une suite de variables aléatoires

indépendantes et réparties comme X. Les deux conditions suivantes

s’équivalent:

(a) pour tout temps d’arrêt v;

(b) X E L .

Bien qu’il semble improbable que ce résultat soit nouveau, nous

avons été incapables de le trouver dans la littérature. C’est la rai-

son pour laquelle nous en donnons ici une démonstration. Voici

d’abord un résultat auxiliaire.

Lemme. Si X ~ L~, il existe une fonction réelle f, définie surIR ,
telle que et co.

Démonstration. Pour chaque n désignons par In l’inter-

valle [n-1 , n) et par {I , j la suite des In tels que

> 0 , énumérés dans l’ordre croissant. Définissons la

fonction f par

f(t) =  j’ P(!x! ) 
pour tout t E et j  IN ,

i 
0 ailleurs.

Nous avons alors 
_

E{f(|X|)} =  .2 P{ (X E I nJ } = l -L  co ,



ainsi que

E{|X|f{|X|)}  03A3 (nj-1) P{|X| ~ Inj}  03A3 j-1 = ~ ,
j j j2

J

et le lemme est donc démontré.

Démonstration du théorème. Il est clair que (b) implique (a).

Inversement, supposons que X ~ L et montrons qu’il existe un temps

d’arrêt v pour lequel l’espérance sous (a) est infinie. Nous pouvons

admettre que  oo, sinon v = 1 serait le temps d’arrêt cherché.

Sans restreindre la généralité, nous pouvons aussi admettre que

p{lxl  1} > 0. Soit f la fonction du lemme et soit v le temps d’arrêt

défini par

v = inf{j:f(|Xn|)  n} 
si { } ~ 0 ,

v = 

~ si { } = 0 . .

En raison de l’indépendance des variables aléatoires X , nous pouvons

écrire

E{|X03BD|}  E{| Xn| ; 03BD = n}

- ~ E{ Xn) ~ 1 i(IX1I) ~ 1 ~ ..., 
n 

n n- n

= l ..., f(IXn-1I) n-1} " 

Désignons par p la répartition de X et supposons que nous ayons pu

démontrer que P(v = 00} > 0. Alors

r

lf() 
j 

> 

dp(x)
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w

, p{v _ ~} I ~x~ 1) dp(x)
J
- w

= p{ v = ~} E{IXI} = W , ,

en raison du lemme et du fait que  ~. Pour compléter la démon-

stration, il ne nous reste donc plus qu’à vérifier la supposition. Nous

avons

P{v -  n} - fi  n} .
n n

Or, puisque  1} > 0 , tous les facteurs du dernier produit sont

positifs, si bien que la convergence de celui-ci équivaut à celle de

la série § n} . Mais la som~me de cette série est majorée
n

par l’espérance qui est finie, par le choix de f. La dé-

monstration du théorème est ainsi achevée.

§4. ARRET AU SENS LARGE DE et 

Soit {X , n une suite de variables aléatoires indépen-n -

dantes et réparties comme X. Dans le cas où d = 1, un résultat bien

connu, dû à Burkholder [1], établit que les trois conditions suivantes

sont équivalentes: -

(4.1) E{sup 
|Xn|} 

 °J ; .

n l

~Sn
(4.2) E{ sup }  W ;

n n~

(4.3) E{jX 1  W .

Le résultat de Burkholder a été étendu aux dimensions supérieu-

res à 1 dans [4]. Par ailleurs, encore dans le cas où d = 1, Davis

[3] , McCabe et Shepp [5] ont posé deux conditions supplémentaires et
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démontré que chacune d’elles est équivalente aux trois conditions pré-

cédentes. Ces deux conditions comportent l’arrêt de Xn/n et Sn/n, et

il est naturel de se demander quel pourrait être leur analogue dans

les dimensions supérieures à 1. Une réponse à cette question est

donnée par le théorème suivant. Dans le cas d = 1 , ce théorème coïn-

cide avec le théorème de Davis, McCabe et Shepp.

Théorème. Soit {X , n une suite de variables aléatoires

indépendantes et réparties comme X. Chacune des deux conditions sui-

vantes est équivalente à (4.1) - (4.3) :

, 

(4.4) E{2014=2014} }  pour tout point d’arrêt au sens large v-

(ou seulement pour tout point v fini de cette nature);

I ,S UI 1 
1

(4.5) E{ - }  pour tout point d’arrêt au sens large ~
j

(ou seulement pour tout point ~ fini de cette nature).

Démonstration. Nous pouvons supposer d > 1, Manifestement, (4.1)

implique (4.4) et (4.2) implique (4.5). Il reste donc à démontrer, par

exemple, que (4.4) implique (4.3) et que, de même,(4.5) implique (4.3).

La démonstration sera faite en suivant la méthode employée par McCabe

et Shepp dans [5]. La variante entre parenthèses sera traitée en fin

de démonstration.

La première des deux implications s’établit par récurrence sur

d. Elle est vraie pour la dimension 1 , en vertu du résultat précité de

Davis, McCabe et Shepp. Pour effectuer le pas de d - 1 à d , nous

pouvons supposer, sans restreindre la généralité, que P{~X~  1} > 0.

Munissons UN d’un ordre total quelconque a, qui ait toutefois la
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d d

propriété que ~ mk. Désignons par v le premier nk=1 k=1 
"

(pour l’ordre qui vient d’être introduit) tel que (Xn) >, autre-

ment dit, posons

~ =  inff n : 
si { } ~= 0 ,

" 

~ si si { { } _ ~ , = 0 . 
.

Alors v est un point d’arrêt au sens large, car

{v = n} = n 
n - n on

- 

+ ’

du fait que i  n implique n + j_ i. Désignons par p la répartition

de X. Nous pouvons écrire, grâce à l’indépendance et à l’égale répar-

tition des X ,

IXnI
oo > E{ } - ~ E{ ; v - n }

!~J n 
--

n n j 
- - 

_ _ 

-

~ p{v _ 1 I dp(x) .
n |n||x|  |n|

Montrons que P{v - ~} > 0. Puisque

P{~ - p{ ~Xn ~ !n } ,
n 

- n

cela revient à prouver que la série ~ P{ ~ X ~ >. n t converge. Or, il
n

est démontré dans [6] que cette série converge dans le cas où

. Mais cette espérance est bien finie. En

effet, la suite {X , 2014 m avec X m = X, (m , ,, , i ) 
est formée de

variables aléatoires indépendantes et réparties comme X et si p est
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un point d’arrêt au sens large relatif à cette suite, ~ défini par

H. = (u , 1 ) si p est fini,
 = 

~ sinon,

est un point d’arrêt au sens large relatif à la suite {X , n 

et

1 1 Xîll
E{201420142014} = E{

u_I

En raison de (4.4), la première espérance est finie, donc aussi la

deuxième, ce qui implique, par hypothèse de récurrence, que

est fini. Il ne reste maintenant plus qu’à établir

l’inégalité

E20142014 ! ) !x~ 
n j 

d’

La somme au premier membre est manifestement minorée par

1 t1.....td( |x| d03C1(x)) dt1...dtd

w w w

- r ( ~ L..f ’ J 1 1 d I 

{t- ’t  
dp ( x) ,

et il n’est pas difficile de constater que l’intégrale itérée entre

parenthèses est égale à si 1 donc l’inégalité

s’ensuit.

Pour terminer la démonstration du théorème, il nous faut encore

prouver que (4.5) implique (4.3). A cet effet, nous allons encore
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suivre McCabe et Shepp et montrer que (4.5) implique .

E{~Xv~~~v!}  °° pour le point d’arrêt au sens large défini dans la

première partie de la démonstration. Cette partie entraînera (4.3).

Puisque sur {~. =t= ~} ,

- !s~! ~~!~! ’
il nous suffit de prouver que

(4.6) E{ 1 ~ ~X.~ ; v ~ ~}
|03BD|

- 03A3 (
P{03BD = _n} |n|

E{|Xi| |03BD = n})

est fini. Pour cela, nous pouvons encore supposer que  1} > 0.

Si i ~n , alors i an et si de plus i~ n , nous avons, compte tenu de

l’indépendance et de l’égale répartition des X. ,

v - n} - E{~x } ’
_ - _ p{~X~ ~ 1}

qui est fini, par hypothèse, puisque E{~X~} - E{~S1~}. La conclusion

s’ensuit aisément.

Passons maintenant à la variante du théorème qui figure entre

parenthèses. Supposons que l’espérance dans (4.3) soit infinie. En

suivant l’indication donnée par McCabe et Shepp à la fin de [5], nous

allons produire un point aléatoire fini 03C4, 1-mesurable et tel que

(4.?) E{} = ~ et E{} = ~ ,
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est le point d’arrêt au sens large introduit dans la première

partie de la démonstration et où désigne l’infimum de v et T

relativement à l’ordre a (par convention, = n pour tout n 

Le théorème sera alors entièrement démontré, car v LT sera un point

d’arrêt au sens large, £ini, mettant en défaut (4.4) et (4.5). D’après

ce qui a été déjà démontré, § ~/!nJ ? v - n} - °°* II est donc
n -

possible de choisir une suite croissante {n(j) , j de points de

3N à coordonnées égales, telle que

IXnI
1 E { ; v = _n } >, 1 , pour tout j E 1N .

n: ~n~ 
- -

Posons T égal à n(j) sur {/j-1 ~  /j}. Nous avons alors

6 T ) )X ) n
E{ } >, ~ P{n ! T} n} ~

|03BD 0394 03C4| n~1 |n| 
- -

r n
L P{n(j+1) L E{ ; v - n} >
j 

- - 

n : t  n(j+1) n 
~ ~

~ P{n(j+1) !~} = ~ /j}.
J J -

Mais le dernier membre est minoré par E{X2} - 1 = 00, donc la première

espérance dans (4.7) est infinie. Pour démontrer que la deuxième l’est

aussi, il suffit de considérer le cas où  oo. En raison de

l’inégalité

E{|X03BD 0394 03C4| |03BD 0394 03C4| 
 E{S03BD 

0394 03C4 | |03BD 0394 03C4|} 
+ E{1 |03BD 0394 03C4| | Xi |},
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nous voyons qu’il est suffisant de prouver que le dernier terme est

fini. Ce terme est majoré par

G 1 E{ G + ~ 1 E{ ~ n}.

Or, la première somme est égale au premier membre de (4.6) qui est

fini, et la deuxième est majorée par

I ; T = n} + P{T = n} Inl  ~ , ,

ce qui achève la démonstration.

§5. ARRET DE X Ilnl

L’espérance de la suite arrêtée peut être comparée à

l’espérance du supremum de lx sur un chemin aléatoire croissant.

Commençons donc par donner la définition d’un tel chemin.

Définition. Nous appellerons chemin croissant une suite

y = { n ( j ) , j  IN} de points de ]Nd telle que

(a) n(1) - 1;

(b) n(j) ~ n(j+1), pour tout j E IN;

d

(c) L ( nk ( j + 1 ) - nk (j ) = 1 , pour tout j E 1N ;
k=1 

" "

(d) lim min(n1 (j),..., nd(j)) = ~.

Définition. Nous appellerons chemin aléatoire croissant une .

fonction r = {r(oo) , , w E ~} telle que

(a) est un chemin croissant pour tout w E ~;

(b) {n Er} E ,~n , pour tout n 
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A noter qu’une expression du type (n E r} tient place de

{w : : n E 

Si r est un chemin aléatoire croissant, conformément à la nota-

tion des deux définitions, nous devrions poser = { n ( j ; c~ ) , j 

Toutefois, pour éviter d’indiquer à chaque fois la dépendance de w

sans prêter à confusion, nous utiliserons la lettre v à la place de n

et écrirons

r = {v(j) ~ j 

Ce changement de lettre est aussi dicté par le fait que v(j)

ainsi défini est, pour tout j , un point d’arrêt. En effet,

{v ( j) = n} = { n Er} ~ n , pour tout n 

A relever aussi que, pour tout j  IN et tout w 

d

v (j ~~) - r (~) ~ {n : ~ nk 
= d + j - 1 }.

k=1 
"

Nous sommes maintenant prêts à étudier le problème de l’arrêt

de Le théorème suivant établit, en particulier, que l’intégra-

bilité de la suite arrêtée équivaut à un degré d’intégrabilité de X

inférieur à celui qui apparaît dans la condition (4.3).

Théorème. Soit {X , n une suite de variables aléatoires

indépendantes et réparties comme X. Les conditions suivantes sont

équivalentes :

Xv~
(5.1) E{ - }  °°, pour tout point d’arrêt v (ou seulement pour tout

- 
’

point d’arrêt fini v) ; ;

!~n!
(5.2) E{sup 2014==2014}  oo, pour tout chemin aléatoire croissant r ;

nEr n!
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(5.3) -.

Dans le cas où d = 1, l’équivalence des trois conditions du

théorème se réduit à l’équivalence de (4.1) , (4.3) et (4.4). Nous

supposerons donc, dorénavant, que d > 1.

Avant de passer à la démonstration du théorème, il est peut-

être utile d’observer qu’il n’est pas possible de remplacer, dans

(5.2), les chemins aléatoires croissants r par des chemins croissants

déterministes Y, bien que l’intégrabilité du supremum de lx 
sur y équivale à un degré d’intégrabilité de X variant entre L 

i 
et

L log L. La raison de cela est que le degré L log L n’est pas atteint.

Il en irait autrement, par ailleurs, si (d) était supprimé dans la

définition de chemin croissant. La proposition suivante donne quel-

ques précisions à ce sujet. Elle sera démontrée en fin de paragraphe.

Proposition. Soit y un chemin croissant. Il existe une fonction

réelle ({) définie sur IR , positive, non décroissante, remplissant la

condition

~ ( t ) = o(t log t), pour t -~ oo ,

et telle que si {X , n est une suite de variables aléatoires

indépendantes et réparties comme X, alors

Xn~
E{sup 2014===2014} si et seulement si E{~(~XI)}  ~.

n

Pour démontrer le théorème, nous aurons besoin d’un lemme. Pour

tout t nous désignerons par le sous-ensemble

{ n : ll de .

k=1
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Lemme. Soit .~ >. 2 et soit {Fn , , n E ~r~} une famille d’événements

deux à deux disjoints, telle que Fn E n pour tout n E ~r~. Il existe

alors une famille {Hn , , n E ’n’.} d’événements deux à deux disjoints,
telle que Hn E ~ ~ et que Fn C Hn p.s..pour tout n E ~r~.- iE~~-1 _ _ _

Démonstration. Désignons la tribu i par  et posons
i E ~r~ - 1 _

Hn = {P{Fn|} > 0} pour tout n E Soient m et m’ deux points quel-

conques de En raison du fait que m et 3" , sont conditionnellement

indépendantes relativement à 3~, nous avons

P{Fm, ( ~} p.s.

Mais le premier membre est nul p.s., donc

> 0} fl {P{Fm, ~ ~} > 0} - ~ p.s.,

ce qui prouve que les événements Hn sont p.s. deux à deux disjoints.

D’ autre part, si m E ~r~ ,

P(Fm) =  P{Fm|} dP =  P{Fm|} dP = P(Fm  

Hm),
m

ce qui prouve que F C Hm p.s. Il ne reste alors plus qu’à rendre les

événements Hn deux à deux disjoints en les modifiant convenablement

sur un ensemble négligeable.

Démonstration de l’équivalence des conditions (5.1) et (5.3).

Supposons que (5.1), dans sa variante entre parenthèses, soit remplie.

Soit B) un temps d’arrêt fini relatif à la suite {X , n E7N}, où
n

X = X.... . Alors B) = (03BD, 1 , ... , 1 ) est un point d’ arrêt

fini et
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E{ 
!xJ 

} - E{ 
Xj I 

}.

La première espérance étant finie par hypothèse, la deuxième l’est

aussi, et le résultat de Davis, McCabe et Shepp cité au §4 nous permet

de conclure que (5.3) a lieu.

Inversement, supposons que (5.3) soit satisfaite. Pour tout

. point d’arrêt  nous avons

B !B
v j !~!

=i+II 1 1 n}

 1 +  P{|Xn|  jl Ù 03BD = n} ,
n  03C0l

le dernier passage ayant utilisé l’inégalité élémentaire

d .

(n~ > 1 nk - d + 1. Pour .~ >, 2, nous appliquons maintenant le lemme
~ 

k=1 
"

aux événements F = {v = n} et concluons qu’il existe une famille

{H , n E d’événements deux à deux disjoints, telle que H est

indépendant de j~} et que {= n} C Hn p.s., pour tout n E 7r..
En posant H1 - S~, nous voyons donc que le dernier membre des inéga-

lités qui précèdent est majoré par

1 +  P{|X|  jl} P(Hn)

~ 1 + ~ ~ ji} ,
j i

ce qui prouve que la condition (5.1) est remplie, puisque la dernière

série double converge si .
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Démonstration de l’équivalence des conditions (5.2) et (5.3).

Supposons que (5.3) ait lieu et considérons un chemin aléatoire crois-

sant r = { v ( j ) , j E lN } . Nous avons déjà remarqué que 

donc, en vertu de l’inégalité élémentaire utilisée dans la démon-

stration précédente, ~v(j;c~)~ >,j. Par conséquent, nous avons

)~~(J ) ! I IX~ (J ) I
E{sup -20142014} = E{sup ---} , E{sup } ,

nEr ni j ~v(j)) j j

et nous voyons ainsi que (5.2) découle du résultat de Burkholder cité

au §4, si nous montrons que est une suite de variables

aléatoires indépendantes et réparties comme X. Puisque v(1) = 1 ,

est répartie comme X. D’autre part, si l  2,nous avons

03C3(X03BD(1),..., X03BD(l-1)) ~  = Fi et il nous suf fit donc de

prouver que

P ( {Xv (~) E B} n H) = P{X E B}P(H),

pour tout H E ~ et tout borélien B de IR. En vertu du lemme, appliqué

aux événements Fn = {v(.~) - n} avec n E 7r. , il existe une famille

{H~ , n E d’événements deux à deux disjoints, telle que H E 3e

et que {v (.~) - n} C Hn p.s., pour tout n E -rr.. Mais U {v (.~) - 
- 

- l
donc en fait {v (.~) - n} .= Hn p.s., pour tout n e Par conséquent,

E B}n H) - ~ n E ~r ~ 
e B} n {v (.~) - nin H)

= E B} n H n H) = P{X E 

P (H 
n H)

= P{X E B}P(H),

ce qu’il faillait démontrer.
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Supposons, inversement, que la condition (5.2) soit remplie. Pour

conclure que (5.3) l’est également, il nous suffit de démontrer, en

vertu du résultat de Davis, McCabe et Shepp déjà utilisé, que pour tout

temps d’arrêt fini § relatif à la suite {X , n E IN} définie par

X = X (n , 1 , ... , 1) , 
nous avons

E{}  ~ 
.

A cet effet, considérons un tel temps d’arrêt v et posons, pour tout

w E Q , ,

(j, 1 ,...,1) (j, 1 ,...,1) si j  03BD(03C9),
03BD(j;03C9) = (03BD(03C9)+l , l+1,..., l +1) si j - = E IN,

(03BD(03C9)+l, l+2,..., l +2,l + 1, ...,l + 1) si j = 03BD(03C9)+ld+k,

(k+1)e coordonnée 
0.cE 

Alors f = {~(j), j est un chemin aléatoire croissant, car (n E r}

est vide si n n’est pas de l’une des formes (n, 1,...,1) ,

(n , .~+1 , , ..., .~+1 ) ou (n , .~+2 , , , , , .~+2 , .~+1 , . , , , .~+1 ) , , et {n E r }

est égal à {n ~ v } , { n = U { n = v+.~+ 1 } ou { n = v+.~ } , suivant

que n est de la première, deuxième ou troisième forme indiquée, ce

qui prouve que { n Er} E 3~ . . En outre, ( v ( c~ ) , 1, . , , ,1 ) E pour

tout w E S~ , donc

IXnI
E{ N } . E{sup 2014--} . .

~ nEr !n.!

Mais la deuxième espérance est finie par hypothèse, donc la première

aussi, et la démonstration est ainsi achevée. 
,

Passons maintenant à la démonstration de la proposition. Nous

aurons besoin des lemmes suivants.
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Lemme. Siy= {n ( j ) , j  IN} est un chemin croissant, la suite

{ h ( j ) , j  IN } définie par

h(j) = |n(j)| j

est non décroissante et tend vers l’infini.

Démonstration. En raison de la définition de chemin croissant,

pour tout j il existe kj E ~ 1 , ..., d} tel que

~n(j+1) 1= (j) + 1) fi n (j) - (1 + 
1 

) ~n(j) . .

nkj 
Il s’ensuit que

h(j+1) _ h(j) _ ~.~-- (1 + 
1 

) - 

j+1 1 nk , (j )
7

j - nk. (j)
= 

(j+1)nk. (j)
J 

(j)

donc que la suite des h(j) est non décroissante, puisque j.
J

Montrons que h (j) tend vers l’infini. Si nd(j)/j tend vers 1, il n’y

a rien à démontrer. Dans le cas contraire, il existe ~ > 0 et une

sous-suite jk tels que 1 - ~ Pour Or,

n1 (jk) + ... + = d + jk - 1 - donc en divisant par

nous voyons que, pour tout k E 7N , ,

n1 (j k ) + ... + 

: e .

Jk

Par conséquent, pour k suffisamment grand nous avons
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~~’-" ’ ~ nd-1 (jk)nd (jk)

jk

Jk

qui tend vers l’infini avec k.

Lemme. Soit (h(j) , j la suite définie dans le lemme précé-

dent et soit ~ la fonction définie sur 1R+ par

r

03C6(t) = !  IN2 : ljh(j)  t } si i t > 1 ,

! 1 si t ~ 1 .

Pour toute variable aléatoire réelle X, les deux conditions suivantes

sont alors équivalentes :

(a) E{~(~X )} ~ ; ;

(b) ~ ~ P{ ~ X ~ > .~jh ( j ) }  ~ . .
i j

Démonstration. Elle sera faite par une méthode déjà employée par

Smythe dans [7]. Pour tout k posons p (k) = Card { (.~, j ) 

.~j h ( j ) = k } . Alors

~ (t) - I + ~ p (k) I
{t . 1} k {k  t} .

et, par conséquent,

E{~(~X~)} - 1} + l k}
k

1} + ~ l 
k 

= P{ ~X~ ~ 1} > .~jh(j) } ,
l j

ce qui démontre le lemme.
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Lemme. Soit la fonction ({) définie comme dans le lemme précédent

et soit k Elli. Pour t suffisamment grand

~ (t) . k (k+1 ) (2~ (k) + 1).

Démonstration. Tout au long de la démonstration, nous suppose-

rons que t > 1. Par définition de ~, nous avons

l ([aj = partie entière de a)

et donc

(5.5) 03C6 (t k)  1 k t jh(j) 
- t k.

7~k

Par conséquent,

(5.6) 03C6(t)  k03C6(t k) + t +  [t jh(j)] .

D’autre part, si t est suffisamment grand pour que k(k - 1) >, t - k t ,
nous avons

[t jh(j)]  (t - k k ] .

Mais par définition de ~(t), le dernier membre est majoré par k~(t) ,

donc, compte tenu de (5.4) et (5.5), par

J ~ht (7) : k2~ (k) + kt.
7~k

En substituant dans (5.6), nous obtenons l’inégalité, valable pour t

suffisamment grand,

~ (t)  (1 1 + k) (k~ (k) + t) ,

et, pour conclure, il suffit d’observer que ~(k) >. k - 1.



196

Démonstration de la proposition. Soit y = {n(j), j un

chemin croissant et soit {h(j), j E ~~} la suite définie dans le pre-

mier lemme. Nous savons que

lxnl 1 1
E{sup } - E{sup }  oo

nEy 1 !! 1 j jh(j)

si et seulement si

P{sup |Xn(j)| jh(j) > l}  ~ 
.

Par ailleurs, pour tout £ E7N, nous avons

P{sup |Xn(j)| jh(j) > l} =P{|Xn(1)| > l} +

+ P{
|Xn (1) | 1h(1) 

l,..., 
| xn (j -1) | (j-1)h(j-1) 

l, |Xn(j)
| jh(j) 

> l} =

j-1
= 1 > Él + l II }

- j>,2 k=1

Pour minorer le produit contenu dans le dernier membre, nous suppo-

serons que p{lxl ‘1} > 0. Cette restriction sera levée en fin de

démonstration. Les termes du produit en question sont alors tous posi-

tifs et, si  oo, sa limite est positive, puisque dans ce cas

E p{lxl > E{~X~}  co. il est clair, en outre, que la limite
k

décroît avec £ et qu’elle est donc minorée par la limite c correspon-

dante à l = 1. Ainsi nous avons

cl  P{|X| > E{sup 1 + 03A3 03A3 § > 

~ j ne y ~n~ ~ j 
’

où c peut être posé égal à 1 dans le cas où E{~X~} = oo . Définissons
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~ comme dans le deuxième lemme. D’après ce lemme, la double série

est finie si et seulement si est fini, donc il nous reste à

démontrer que ~ est o(t log t), quand t -~ ~ . . Pour tout t E [1 ,oo)~

nous avons

03C6(t)  jh(j) 
1 + t 

1 
du uh(u) ,

où h est la fonction définie sur [1 , oo), continue et linéaire par

morceaux, telle que n(j) = h(j) pour tout j  IN. Si
w

f(1/uh(u)) du  oo , le dernier membre est manifestement o(t log t),
1

quand t ~- oo . D’autre part, si cette intégrale n’est pas finie, la

règle de l’Hospital s’applique et donne

lim 1 log t du uh(u) 
= lim 

1 h(t) 
.

Mais d’après le premier lemme, h(t) tend vers l’infini, donc la limite

est nulle et la propriété est démontrée. Pour compléter la démonstra-

tion, il nous reste à lever la restriction. Si p{lxl  1} = 0 , nous

considérons un k  IN tel que  1} > 0. En raison de ce qui a été déjà

établi, si E{sup }  ~ , alors  ~ . Mais
1 "

3 k (k + 1)~(k) , ~ (t) pour t suffisamment grand, d’après le troisième

lemme, donc E{~(~X~)}  oo.
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