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DECOMPOSITION DE MARTINGALES LOCALES

ET RAREFACTION DES SAUTS

par

Rolando REBOLLEDO

Il est bien connu que toute martingale locale se décompose
localement en somme d'une martingale de carré intégrable et d'une
martingale & variation intégrable., C'est une propriété essentielle dans
la théorie de 1'intégrale stochastique (c.f. [2], chap. IV). MEYER
présente dans [3] une meilleure version de cette décomposition, diie &
YEN : toute martingale locale se décompose en somme d'une martingale
locale localement & variation intégrable et d'une martingale locale &
sauts uniformément bornés par 2 ¢ cette derniére est donc une martingale
locale localement de carré intégrable, On remarque que pour tout € >0
la méthode de [3] permet de trouver une décomposition ol l'une des
martingales locales de la somme est & sauts uniformément bornés par 2e
(e-décomposition), Cette propriété est fondamentale dans 1'étude de la
convergence en loi des suites de martingales locales. Elle permet de
définir une notion de "raréfaction asymptotique des sauts'" voisine de la
"condition de Lindeberg' classique. Lorsqu'une telle condition est vérifiée,
on peut se ramener 3 considérer des suites de martingales locales (Mn) ou

sup |4 Mn(t)l <G et cn¢o quand n? oo,
t€|R+
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Dans [&4] et [5] nous avons exposé la e-décomposition comme un
résultat auxiliaire mais 1'énoncé que nous y donnons présente une diffi-
culté : il n'est vrai que pour les martingales locales quasi-continues
a gauche, Or le Théoréme Central Limite présenté dans [4] ne nécessite
pas une telle hypothése supplémentaire, sa démonstration repose sur la
propriété d'approximation que nous developpons dans la 2& partie du
Lemme 5 ci-dessous, qui est vraie sans hypoth&se de quasi-continuité a

gauche,

Le but de cette note est de donner quelques précisionssupplé-
mentaires sur la e-décomposition et de démontrer le lemme fondamental

sur la raréfaction des sauts,.

1, NOTATIONS. Tout le long de cet article nous considérons un espace
probabilisé complet (Q,F, ). F = (Et;t EIR+), F_ = (gn’t;tEIR_'_) ce
sont des filtrations satisfaisant aux conditions habituelles de DELLA-

CHERIE et telles que F=F =F (n € WN).

=n,o0
Nous adoptons toutes les notations et conventions de [2]

précisant (lorsqu'il y aura lieu) la filtration que l'on considére.

Nous rappelons la définition de la relation de domination

entre deux processus étudide par LENGLART dans [1] @

Un processus X, IF-adapté, positif, & trajectoires continues

a droite est dominé par un processus croissant [F-prévisible A si pour

tout [F-temps d'arrét fini T, E(X(T)) < (E(A(T)).
On note X-(_A.

oo

Si X est un processus continu & droite on note X le

processus (sup | X(s)| ;t€fR+).
s<t 4

Soit M une |F-martingale locale nulle en O, ¢ >0, On

considére les processus croissants suivants :

o) = (@°(M,0)3tER ), o0n) = (Ge(M,t);tEIR_'_)

1

(1) °M,t) = T | MM(s)| I

s<t [iAM(s)I> e]
(2) S,t) = T (AM(s)? 1

s<t Diam(s)i> ] 2 (t €R).
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On montre comme dans [3] que oze(M) est localement intégrable,
Cette propriété nous permet de définir le processus & variation localement

intégrable Af = (Ac(t);t €|'R+), ol
€ _
(3) AT(t) = sit AM(s) I[lAM(s)I>e] , (t em+)

et son compensateur [F-prévisible Ae, ainsi que le compensateur (F-prévisible

aM) de o(M).
On pose
(4) M€ =a%-4a° , u®=uN®
Si M est localement de carré intégrable, alors c.e(M) est

localement intégrable et on peut définir son compensateur [F-prévisible
ao M)

2, LEMME (e-décomposition). 1) Soit M un martingale locale (relative ifF)

nulle en O et soit e >0, Alors les sauts de lje sont uniformément

bornés par 2¢, Iie et M® sont orthogonales (au sens que [-Ee, ﬁe] =0), et

1) - uS = @H< 2 G,

2) Si M est une martingale locale, nulle en O, quasi-continue

€ . e
a gauche, alors les sauts de M~ sont uniformément bornés par ¢, M et

i)

et M~ sont orthogonales et nous avons (1) et

(2) [ #°, ¢ ] =c%)

3) Si M est une martingale locale, nulle en O, localement de

PR € = .
carré intégrable M~ et M® vérifient 1) et en outre

3) M- 4% = @K 2 %) < % ey

€ ~,
(4)  o0< <MM>.<M,u>=<¥ ¥ > < 30°m).

DEMONSTRATION. 1) La premidre partie a été entidrement démontrée (pour e=1)

par MEYER dans [3 ]. On se raméne par arrét au cas ol M est une martingale

N

uniformément intégrable nulle en O et A® est 3 variation intégrable.

A® est alors & variation intégrable et Iﬁe est une martingale uniformément

intégrable.
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On remarque que en un temps totalement inaccessible T on a

(5) A M(T) = A AS(T) = AM(T) IrlAM(T)|> e]

©  autm = Ty < o]
En un temps prévisible T on a

F

D) 8D = 8T = MODT ey 5o B BT 059

®)  AM%(T) = aM(T)I T E T=(amery 1

[1aM(TI < [1aM(T)I < ]

I1 est alors facile de voir que I_de et M® ntont pas de discon-
tinuité commune et puisque M® est une somme compensée de sauts il s'en

suit 1l'orthogonalité de )_46 et ME,
» +
Définissons les processus A— par

+ _ +
Alors,

A =a" - et oy =at A"

Par conséquent
&) =1aT 3" < at+R"=2°m)

et puisque {A%] < o), nous avons

Ne ~y ~,
1A - A% < 1A% +1A°1 < o) + o)

or ofM) + a®M) est un processus croissant, 1l s'en suit que

K
A

—e. *
@) = (4%~ 89" < o) + &%)
De cette relation et de la définition du compensateur prévisible

d'un processus on obtient

@< 2 7.

2) Si M est quasi-continue & gauche, M ne posséde que des sauts
totalement inaccessibles et K'e est continu, Donc les expressions (5) et
(7) (resp. (6) et (8)) coIncident et l'on déduit que IAge(t)l < ¢ pour
tout t € lR+o
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Par ailleurs,

=c —¢ _ =e 2_ 2
[ &M% (v) = sit(AM (s)) sic (aM(s)) I[IAM(S)'> e] (t €r))

clest-a-dire [ﬁe,ﬁej = oe(M).

3) Montrons d'abord que

~ 1 e
o) 4 29 SN
Nous avons 1'inégalité élémentaire suivante

1AM(s) iaM(s)I

e s> e] ST 20 Tawus] 0 ¢ ERY

d'ol 1'on déduit

et par conséquent o o) £ le o ).

L'inégalité (4) est un peu plus longue & démontrer, On se raméne
par arrét au cas M de carré intégrable et nulle en O,

Soit (Tn;nGIN) une suite de [F-temps d'arr@t & graphes disjoints,
épuisant les sauts de M, chaque T étant soit prévisible, soit totalement
inaccessible, Nous décomposons [ﬁe,ﬁe] sous la forme

[E64°)=sP +s' , o

P
s5(t) = L (T )1
T, prévisibles n [Tn < t]
sty = ¢ T ) I
n [Tn < t]

T tot. inacc.
n

_ =€ 2
8(T ) = (A MX(T ) (n €N, t € R)
D'aprés (5), on déduit que
o< st <ot

D'ou

0 <8 id T
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Si T est un temps prévisible, remarquons que

F

E.. E .- E
B0 R = B ) Ty o (B T gy s o)

I

E -
< 2B @MY L gy > ] T2F 40T
Or, pour tout t EIR+ R

F F

=Tp= =Tn=, e
Pty = = BOHI) I o< 2 T BT oM (]S
n PTEVe n ’1‘n preve n

< 2 oM,E)

Par conséquent,

< WS, M >4 3 o). n

3. DEFINITION., Soit (Mn) une suite de processus telle que pour tout n €N,
Mn est une |'Fn-martinga1e locale, localement de carré intégrable, nulle

en O,

Nous dirons que (Mn) vérifie la condition de raréfaction asymp-

totique des sauts si pour tout t € R,

+

1) <ﬁ: , ﬁ: > (t)

>R

> 0 (convergence en probabilité),

n oo

Nous dirons que (Mn) vérifie la condition forte de raréfaction

asymptotique des sauts si pour tout t GIR+ s

P

n?t o 20

2 S ,v)

Nous dirons que (Mn) vérifie la condition de Lindeberg si pour
pour tout t € IR_I_ ’

(3) B ,t) —m— O

4, DEFINITION, Soient f,g deux fonctions cededeledege sur l'R+ s a valeurs
*
réelles, On pose pN(f,g) = su [£(t)-g(t)], (N €N ) et

© 4 K8 cefo,N]
P(f,g) = = = m.

N=1 2
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Soient (Xn), (Yn) deux suites de processus a trajectoires
Cededeledege o Nous dirons que (Xn) et (Yn) sont C-contiglles si
0 P . - S
(xn’Yn) e O (ce qui est équivalent a lE(p(Xn,Yn)) h e 0,
car 0 < p(xn’Yn) <1).

Voici maintenant le lemme fondamental sur la raréfaction des sauts,

dont la démonstration est assez élémentaire,

5. LEMME, Soit (Mn) une suite de processus telle que chaque Mn soit

une an-martingale locale localement de carré intégrable, nulle en O,

1) La condition de Lindeberg entraine la condition forte de

raréfaction asymptotique des sauts et celle-ci entratine la condition de

raréfaction asymptotique des sauts, Si les Mn sont quasi-continues

gauche, ces deux derniéres conditions coIncident.

2) si (Mn) vérifie la condition de raréfaction asymptotique

des sauts, alors pour toute suite (Ck;k €/N) de constantes positives

décroissant vers zéro, existent une sous-suite (M., ) et une suite (N,)
’ Ty k

telle que chaque N, est une I'Fnk-martingale locale nulle en O i sauts

k

uniformément bornés par Ck et les suites (Mnk) et (Nk) (resp. (< Mnk’Mnk>)

et (< Nk’Nk >)) sont C-contiglles.

DEMONSTRATION. 1) Puisque (E(Oe(Mn t)) =;E(<';":(Mn t)) (n €N, t EIR+), la
H H
premiére implication est claire,

~e P
Supposons © (Mn,t) B a— o , (t EIR+)-

Comme < ﬁ: R ﬁs >< 3 ;e(Mn), le Corollaire I du § 1

de [1] s'applique et
- =€ e
<M, M > (t)

s> 0 (¢ €RY)

La derniére assertion de la premidre partie est évidente d'aprés 2,2).

2) Soit tho quand k Too et posons ¢

= Ck/ 2. Pour tout k€N,
tout N GI'N*

k

oo

€. € € €
k I
(S M M > < S tgnk>) =< Mnk, Mnk> N —QF——o0
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et
€k _ o8k * P
PRM s M) = (M) ) ——==> 0
en vertu de la Proposition I du §3 de [1 ].

Donc pour tout k €[N,

e(kyn) =lE(F:I(Mn,P_'1eE)) +m(%(< MM >, < ljnek, §n€k> » ‘TI‘OO—) 0

Choisissons une suite d'entiers (nk;k€lN) telle que

e(k,nk) < —1—k
2

Posons N =M€k , (k EMN).

Koy
(M“k) et (Nk) satisfont alors les propriétés requises dans

1'énoncé. N

6. REMARQUES. Voici une illustration sur l'utilisation de ce lemme.
Appelons D 1l'espace des fonctions cededeledege de IR, dans /R muni
de la topologie de Skorokhod sur tout compact 3 B(D) désigne sa tribu

borélienne, Supposons que la suite (Mn) du lemme 5 vérifie la condition

de raréfaction asymptotique des sauts et que la suite (S(Mn)) des lois

respectives est tendue sur (D, B(D)). Alors toute probabilité P sur

(D,E(D)) qui est un point d'adhérence (au sens de la topologie étroite)
de (£(Mn)) sera également la limite étroite d'une suite (-‘:(Nk)) ou (Nk)
vérifie 5.2). Or il est facile de démontrer qu'une telle limite doit
8tre portée par G, (l'espace des fonctions continues de iR, dans R

muni de la topologie usuelle), Il en résulte que le point d'adhérence P

est porté par C.

Grace au lemme 5 nous avons pu démontrer le Théoréme Central
Limite pour les martingales locales dont voici 1'énoncé :

Soit (Mn) une suite de processus telle que pour tout n €IN,

Mn solt une fFr-martingale locale localement de carré intégrable, nulle

en O, Soit A une fonction réelle définie sur R,, continue, croissante

et A(0) =o0.
Si (Mn) vérifie la condition de raréfaction asymptotique des

P
nTo

sauts et si <M , M > (t) > A(t) pour tout t €R,, alors (Mn)

converge en loi vers une martingale continue (canonique), gaussienne,

de processus croissant associé A,
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Une démonstration succinte est présentée dans [4], une démons-

tration plus détaillée parattra dans [6].

Dans [5] nous avons énoncé la e-décomposition sous la forme
2.2) sans faire explicitement 1'hypothése de la quasi-continuité i gauche.
Cependant nous l'appliquons aux martingales locales qui s'écrivent comme
des intégrales stochastiques par rapport & une suite de processus ponctuels
compensés, dont les compensateurs prévisibles sont continus. Autrement dit,
ce sont des martingales locales quasi-continues a gauche, et 1'omission
faite dans 1'énoncé de la e-décomposition n'a pas de conséquence sur le

reste de l'article [5].
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