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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1976/77

MARTINGALES LOCALES FCNCTIONNELLES ADDITIVES ( II )
par 2.A. Meyer

Cet exposé est la suite du précédent, avec la méme notation. Nous
faisons1l'hvpoth§§e que le processus est de Hunt ( quasi-continuité 3
gauche des tribus ), mais nous nous en servirons le plus tard possible
( nous 1'indiquerons alors trés explicitement). Les raffinements de ré-
solvantes de Ray de 1l'exposé I sont inutiles ici, et nous travaillerons
tout simplement sur les réalisations continues 3 droite canoniques &
valeurs dans E=EU{3}.

Voici quelques définitions supplémentaires dont nous aurons besoin :
A est une mesure g-finie sur E, fixée dans tout l'exposé . Il serait
trés agréable de pouvoir prendre A bornée, mais ce serait trop restric-
tif ( en analyse, A est le plus souvent la mesure de Lebesgue d'un ﬂ ).
Nous supposons donc seulement que AU est o-finie, Dans tout 1l'exposé,
nous appelons ensembles pleinsg les ensembles presque-boréliens G possé-
dant les propriétés suivantes

- G porte A
- Pour tout xeG , G° est ax-polaire.

Soit A un ensemble presque-borélien, A-négligeable et A-polaire, et

soit B=A®. Alors B contient un ensemble plein. Une maniére rapide de voir
cela consiste 4 utiliser un théoréme de Hunt qui affirme que, si A' est
bornée équivalente & A, il existe f excessive telle que <\',f> <o et

que f=+oo0 sur A . Alors l'ensemble {f<oo} est plein et contenu dans B.

Si G est un ensemble plein, nous pouvons considérer le processus
restreint & G, et sa réalisation continue & droite canonique sur 1l'en-
gemble O, des applications continues 3 droite & durée de vie &
valeurs dans G.

Nous désignons par HP(A) 1'espace usuel de toutes les martingales lo-
M_(M ) de la famille (F ), sous la mesure pA , telles que cales

A /2 2/
(1) Mo, = [q,M1%° D¥P <

DEFINITION 1. L'espace HO(A) ( HP additif ) est constitué par les &1é-
ments M de EP(A) possédant la propriété suivante

Il existe un ensemble plein G tel que M|Q soit une FAM du processus
restreint 3 G. @

Nous dirons que G est un ensemble plein associé a M. Pour bien comprendre
1. Un appendice a été ajouté, sur la dualité dans le cas général.
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Le rdle des ensembles pleins, démontrons tout de suite que

THEOREME 1., gg(k) est fermé dans EP(A), ou_encore, gﬁ(x) est complet.

DEMONSTRATION. Soit (M") une suite de Cauchy dans HP(A). Une intersec-
tion dénombrable d'ensembles pleins étant pleine, nous pouvons ( quitte
& nous restreindre & un ensemble plein associé & toutes les M" et & ap-
peler E cet ensemble ! ) supposer que toutes les M? sont des FAM sur E.
Nous pouvons aussi, quitte & remplacer la suite (M®) par une suite ex-
traite, supposer que

M) Mn+1
| o

Or la fonction g, =E° [[Mn Mt SME Mn+1]p/2] est excessive. Comme p>1, il
en est de méme de f gn par concavité, et par conséquent de ) fn—f .

Soit A' une mesure de probabilité, équivalente & A, et majorée par
un multiple de A . Nous avons aussi ) (<}\',gn>)1/p < ® ; mais

(<)\',gn>)1/p > <A’,g;/p>=<k',fn> ( inégalité de Jensen ), donc <A',f> <w.
Comme A' est équivalente & A, l'ensemble G={f<oo | est plein,

Or soit xeG . La relation f(x)<mw signifie que ): [} Mot ”Hp(a )y < .

En particulier ( 1la norme Hp(e ) étant plus forte que la norme H(ng
équivalente a la norme H (e ) calculée avec la fonction maximale ) nous

avons pour tout t
T, EOM ] < ef(x) < o

Soit p une loi de probabilité sur G , et soit p' une 101 équivalente tel-
le que <p',f> < © ; la suite (M ) converge dans 1! (Pl1 ), et donc aussi
en probabilité sous PH,

Nous sommes alors dans une situation ol 1l'on peut appliquer - sur G
et non plus sur E - les raisonnements de 1l'exposé 1 : il existe une
meme fonctionnelle additive sur Q R M_(M ), telle que Mt converge en
probabilité vers Mt pour toute 101 pH s B portée par G. Revenant aux
notations précédentes, il y convergence dans L' de M vers Mt sous P“
et les M? appartiennent a H (p'), donc M est une martingale sous P” R et
une martingale locale sous I”l Pour finir, M est une FAM sur Qg . Enfin,
la suite (M ) converge aussi en probabilité vers M sous P ( utiliser
une mesure bornee sur G équivalente & A ), donc la limite de M" dans
E‘(A) est égale a4 M,

Nous allons pouvoir appliquer aux éléments de gg(k) tous les résultats
de 1l'exposé I relatifs aux FAM : il faudra seulement, chaorue fois, les
appliquer dans un ensemble plein G dépendant de la fonctionnelle consi-
dérée .
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Le moment est venu de donner quelques exemples de FAM, et d'interpré-
ter la norme Ep, au moing pour p=2 .

a) Soit f une fonction, mettons bornée, qui appartient au domaine du
générateur infinitésimal A du semi-groupe au sens suivant : il existe
une fonction bornée g telle que f=Up(pf-g) pour tout p>0. Alors le pro-
cessus

(2) t = foXt

est une FAM , L'application fr—> ﬂC | o2 est une semi-norme sur le domai-

- foX - / goX ds

ne D(A) du générateur : dans le cas du mouvement brownien, c'est

J< AU, grad®f > . Il s'agit donc d'une norme étroitement liée 3 la
norme énergie classique ( celle-ci en est un cas limite, lorsque AU
tend en croissant vers la mesure de Lebesgue ).

b) Soit J une fonction P-mesurable sur Q, mettons bornée, telle que
(3) Jo8, = J p.s. sur 1'ensemble {t<c |

et telle en outre que J([3])=0, ou [8] est l'unique trajectoire & durée
de vie nulle. Posons j(x)=EX[J]., Alors j(3)=0 et le processus

(4) joxt - joxo + JI{th‘

est une FAM, Dans le cas classique ou (Xt) est le mouvement brownien
dens une boule ou un demi-espace, toute fonction J satisfaisant a (3)
est de la forme hoX_ _ , od h est une fonction bornée sur la frontiére,
et XC‘ est la limite & gauche & 1l'instant ( dans la topologie eucli-
dienne ( qui n'est pas la topologie de Ray considérée plus haut, mais
s'interpréterait en général comme une topologie de Martin ). Alors

j est le prolongement harmonique dans 1l'ouvert de la fonction h sur la
frontiére, et la norme 52 peut encore s'interpréter comme une intégrale
d'énergie.

LE DUAL DE HP : GENERALITES

Rappelons d'abord & quel point il est évident que, pour 1<p<wo, le
dual du "gros" espace gp(h) est gq(k), ou q désigne ici et dams toute
la suite l'exposant conjugué de p : d'aprés les inégalités de Burkholder,
la norme quadratique est équivalente & la norme maximale [IM*]
Comme 1<p<om , l'inégalité de Doob nous dit que cette norme est
elle méme équivalente 3 [M_|| . Ainsi, gp(k) n'est rien que LP(P )

P (2™

A
LP(P™)
avec une norme équivalente, et le résultat exprime simplement la dualité
des espaces P, Ici, il nous faudra suivre un chemin plus compliqué : le
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seul résultat évident concerne H (A), qui est un espace de Hilbert, et
donc son propre dual. Nous allons ramener tous les gz(A) H (A) par des
opérateurs convenables d'intégrales stochastiques.

PREMIERE ETAPE
Nous allons montrer ici que le dual de gﬁ(A), pour 1<p<2, est un es-
pace de martingales locales additives ( en un sens & préciser ).

Dans 1'énoncé suivant, f est une fonction positive, et nous posons
£ = sup foXs . L'énoncé suivant est trivial si A est une mesure bor-
née ( il suffit de prendre f bornée, et 1'inégalité vaut pour tout p ).

LEMME 1. Il existe une fonction bornée de la forme f=Ug, ou g est par-
tout >0 sur E, telle que l'on ait

(5) EM£*P] < oo pour 1<p<?

DEMONSTRATION, La mesure AU est o-finie sur E. Il existe donc une fonc-
tion h sur E, partout >0, telle que <AU,h> < @ . D'autre part, le noyau
U est propre sur E, Il existe donc une fonction j partout >0 sur E telle
que Uj soit bornée. Nous posons g=hAj , et nous montrons que f=Ug répond
& la question,

Pour abréger les notations, notons At le processus croissant continu
5 goXyds , et M, la martingale E[A |F.] = foX +A, . Comme f*g M*,
d'aprés 1'inégalité de Doob il suffit de montrer que E [Ap l<w.

Nous écrivons les deux égalités évidentes

(6) a5, = /" a5 an,
(7) = / AP' dAg
D'ou par différence, comme 1<p<2
(1- %)Ago = éoo (Ag'1-A£0_1)dAs < é°° (AOO-AS)P--’dAs
Intégrons par rapport & P*. Il vient
(1- HE(R ] < Ex[émE[(Aoo -4 )P E Jaa, ]
< Ex((])wE[Am -a B 1P "aa, 1 g oPTTER (]

ol ¢ est une borne de f:E'[Am J. I1 ne reste plus qu'a intégrer par rap-
port & A(dx).

REMARQUE, La démonstration a une portée un peu plus générale, Si A
n'était pas continu, mais engendrait un potentiel gauche borné ( le po-
tentiel gauche est la projection optionnelle du processus Aa>'At- ), on
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ferait le méme raisonnement en remplagant (6) par
©
P p-1
ALz pé As_ dag .
Cela s'applique en particulier au cas ou A est prévisible et engendre
un potentiel ( ordinaire ) bormé.

Nous noterons f_ le processus prévisible ((foXS)_)s>o s processus

des limites a gauche de la surmartingsle continue & droite (foXs). I1
est dominé par ¥,

LEMME 2 ., Pour toute martingale locale M on a, pour pel1,2]

(8) lie_-M| <
T OEP() T ()

DEMONSTRATION, Le cas p=2 est trivial, f étant bornée, mais soulignons

que p=1 n'échappe pas. Nous avons

le_xP = EM (J£20x__alm,M] )P/2] < BN %P [m,m1P/2)

M
epltll 2

On applique Holder avec les exposants conjugués 2/2-p et 2/p
* — -
< (BN (£%)2/2-P) (2-0)/2 (gArpwmy  7)P/2
*
] ! =
C'est 1'inégalité cherchée avec cy [ ”2p/2—p .

Considérons une forme linéaire continue I' sur gg(x) (1<p<2), de
norme Y ., D'aprés (8), nous définissons une forme lindaire continue
sur gs(k) en posant

(9) J(M) = T(f_.M)

En effet, il résulte du théoréme 6 de l'exposé I que, si M est une FAM
qui appartient & gi(l), f_.M est une FAM, qui appartient & gg(k) d'aprés
(8). On prolonge alors & gg(x) par continuité.

gi(k) est un Hilbert. Rappelons comment il est mis en dualité avec
lui méme, et méme un peu davantage : si U et V sont deux martingales
locales quelconques ( non nécessairement additives ) on a 1'inégalité
de Kunita-Watanabe

éoﬁd[U,V]SI < ( édld[U,U]s)1/2(éaé[V,V]s)1/2 P.S.

d'ou l'on déduit , p et q étant conjugués
A A /2317 A /2\1/q_
(10) E [{)oo'd[U,V]sﬂg(E (Lo, 035N /P (LY, VIEED Vo=l g IV g

On a une majoration du méme type avec au dernier membre c"U'E1"V“BMO
(inégalité de Fefferman ), = ===

Dans ces conditions, le produit scalaire sur gz(A) est
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00
(u,v) = B [%alu,v] 1 =EMIu, VI T,
et cela vaut en particulier pour HZ(A) Par conséquent il existe un
élément L de H (A) tel que, pour tout M de H (A)

(11) J(M) = r(£_.M) = EM[M,1] ]

L'idée de la démonstration est que, pour Kegg y On a r(K):EA[[K,N]a)]
avec N = % *L , mais cela exige quelques précautions. En effet, f est
strictement positive sur E, mais nulle en 3, donc le processus f_n'est

pas strictement positif en général. Le lemme suivant entraine que ce
défaut n'est pas trop grave.
LEMME 3, Soit (i ) 1'indicatrice de 1'ensemble prévisible {f_=0}. Pour
toute FAM'*(M ) on a 1.M=0,

Le méme résultat vaut alors, par continuité, pour les éléments des g;.

DEMONSTRATION, On a i=I

-~ ' ~
lg,o[ * irgy » ou S est le temps d'arret

C{(gox)_ =0 I.
c -
[*M =0, car M est arrétée & ¢ . Le temps d'arrét S est prévisible,

I]va

car I[S] = 1=i-I [ est prévisible. Soit (Sn) une suite annongant S

lgyo0
sous P” ; comme Xg=d , Xy est mesurable par rapport a Y gg , et d'aprés
un résultat classique sur les processus de Markov, cela D entraine que

Fg gg_ =V Fg . Donc toute martingale uniformément intégrable est con-

tinue Px—p S, 1'instant S, et le méme résultat vaut pour toute martin-
gale locale. D'autre part, il est bien connu que pour tout temps prévi-
sible S et toute martingale locale M, HS].M est le processus AMSI[S,a>['
Ce processus est donc nul, et le lemme est établi,

Nous posons maintenant

1 . n _ n_ n
(12) h_—f s 3 —I{f >1/n} sy h'=h_j .

LEMME 4, Soit U l'ensemble des Mer tels que l'intégrale stochastique

h_.M existe et appartienne & Eﬁ . Alors U est dense dans Hp .

DEMONSTRATION, Nous construisons pour Megﬁ(k) une suite d'éléments de
g qui converge vers M. Quitte & changer de notation, nous pouvons suppo-
ser que E tout entier est un ensemble plein associé a M.

D'aprés le théoréme 3 de l'exposé I, appliqué & la FAC [M,M], il
existe un processus optionnel et homogéne C:(Ct)t>o s, partout > O et

1. Tout ceci s'étend bien entendu aux FAM sur QG , oU G est plein. Nous
ne ferons plus ce genre de commentaires dans la suite.
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borné par 1, et tel que la fonction E'[éoocgd[M,M]s] soit bornée sur

E. Quitte & diminuer encore un peu C, nous pouvons supposer que le
processus |C | est borné par 1. Montrons alors, en imitant le lemme
1, que l'intégrale optionnelle V=C.M appartient a H ( noter que c'est
une FAM d'aprés le théoréme 6 de l'exposé I, et qu e11e appartient &
I=I£ ). FNous posons

= ( l Czd[M Ml )p/2
Comme C<t , nous avons B [A 1< E}‘[[M M]P/‘?] < . D'autre part
B[A -Ap|Ep] = E T[/ Czd[M M1 ] est borné indépendamment du temps d'

arrét T, et comme AAT AMT)p/ 2 < 1, le potentiel gauche j, =
E[Aw 'AT-|£T] est borné par une constante a, indépendamment de T . Nous
avons alors pour tout r>1 entier

E[(AT ] < vt o™ B¥[a, )]
inégalité classique. Alors en intégrant par rapport & A(dx) nous avons
aussi E}‘[A;] < 00 pour tout r entier, donc pour r réel

®
Prenant r=2/p, nous obtenons EA[é ng[M,M]s] < 0. Or cette quantité
majore llC-M||H2 .

Maintenant, nous posons Z% = (nCA1)j® . 2P est un processus option-
nel homogeéne et borné , et Zntj=1-i lorsque n<=>00 , de sorte que ZB.M=K
converge dans I=Ip vers (1-i)+«M = M ( lemme 3 ). Nous avons d'autre part

Ar (O, 2 Arf®_2.2.2 .n 4 Ap [0 2
E [{) hs_d[K,K]s] <E [é n Cshs_jsd[M,M]s] <n'E [(j) Csd[M,M]s] <00

car hs_:j;1 <n . Le lemme est établi.

Passons a la caractérisation de la forme lindaire I' . Nous avons
construit plus haut le processus LeI;Ii . Supposons pogr un_instant que
1'intégrale stochastique N=h_.L existe en tant que P -martingale locale
( en fait il nous faudra vérifier cela, par un chemin un peu détourné ).
Montrons que

(13) Pour KeU , E}‘[([)oo|d[K,N]s|] < VIElp
(14) Pour KeU , r(K) = EM[K,N]_ ]

En effet, soit M=h_.K, qui existe et appartient a }=I§ par définition
de U . On a K=f_.M d'aprés le lemme 3 . Alors

00
rX) =JM) = E"[[M,L]m] avec E"[é lalM, L] |] < o
Maisg il s'agit ici d'i.s. prévisibles , donc
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M/ (atM 10,1 T = BM/ by_la(K,L] | 1= BN/ |alk,N] ]

ce qui donne un sens au membre de droite de (14), et le méme argument
consistant & faire passer h_ d'un c3té de la virgule & 1'autre montre
que r(K)=EM[K,5]_ 1.

Reste a établir (13) ( rappelons que Y est la norme de I' ). Nous
utiliserons la remarque suivante : il existe un processus (et) optionnel
et homogéne, & valeurs dans {-1,1}, donnant la densité de la fonctionnel-
le additive [K,N]s par rapport 3 sa valeur absolue /ld[K,N]sl. Posons
E=¢.K (intégrale optionnelle). On vérifie que KeU , et alors

E}‘[jld[K,N]sU = E"[/ssd[K,N]s]= E"[(K,N]m3 = (k) < Yﬂfﬂgpg YI!KHEP

En feit, nous ne savons pas que N existe. Nous procédons ainsi. Nous
posons Nn=h_jn.L, qui existe certainement puisque h_jn est borné par n,
et Kn=jn-K , et nous posons Pn[K]=r[Kn] , Ln=jn-L . Alors pour KeU on a
rn(x)=r(xn)=E"[[Kn,L]m] = EM[k,1P] o ] 3 comme h_.LP=N" existe, le rai=-
sonnement ci-dessus nous donne
(15)  Pour KeU BM|A[K,M"1 ] g v[E oo

(16)  Pour KeU TI(E®) = EMIK,N?] ] = = BM[[K%,NP] ]

Nous faisons les remarques suivantes : L est une FAM sur un ensemble Qg ,
ol G est plein . Le théoréme 6 de 1'exposé I entraine alors que N* est

une FAM sur Q; . De plus, on a Nn=jn-Nn+1, donc les processus croissants

[Nn,Nn] augmentent quand n croit. Si nous montrons alors que ( pour 1<
pP<2 ; le cas p=1 sera étudié séparément ) les normes des N® dans gq(k)
gsont uniformément bornées, les N formeront une suite de Cauchy dans
gq 3 L étant une FAM sur un ensemble Q; , ol G est plein, le théoréme

6 de 1'exposé I entraine que N est aussi une FaM sur 0; » et le théo-
réme 1 de 1l'exposé II montre alors que N appartient & gg(A). La dualité
des gg(l) est alors & la portée de la main.

SECONDE ETAPE

Les lemmes suivants constituent 1l'étape cruciale de la démonstration.
Ils seront appliqués aux i , mais 1'indice n est omis. Rappelons que
les N appartiennent a gﬁ(x) .

L'hypothése de quasi-continuité & gauche est utilisée pour la premiére
fois, de maniére essentielle, dans la démonstration du lemme 5.
LEMME 5. Soit Negg(l) satisfaisant & (13). Soit (Ft)t>0 un_processus
optionnel et homogéne, et soit F¥= sup, |F.|. On a alors

a7 EM (/)°°F§ a[m,N]s]1/2 < v(BM (#%)2P/2-P7)2-p/2p

Ici p appartient & 1'intervalle [1,2[, et on souligne que p=1 est permis
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DEMONSTRATION. Si le second membre de (17) vaut +oo, il n'y a rien a dé-
montrer ; supposons le donc fini, et notons le ¢ . Comme F n'intervient
que par son cérré, nous pouvons supposer F>0 ; remplagant alors F par
FAanf_ et faisant tendre n vers 1'infini, nous pouvons supposer de plus
que F est majoré par un multiple de f_ .

Soit M un élément de la boule unité de gi(A). Appliquons 1'inégalité
de H&lder aux exposants conjugués 2/(2-p) et 2/p

. Arg (O 42 24,2 Ar ¥ 24,2
LRUJRENCA (T IR /> < (M (F*)PIm,uIR/27)2/P
( 1la pregiére inégalité est en fait une égalité s'il y a quasi-continuité
8 gauche ; sans cette hypothése, cf. le séminaire X p.352 th. 38 ).
< (BM(#*)2P/2-PY) (2-0)/20 (A w,m) D12 - .
D'autre part, comme F est majoré par un multiple de f_ , nous avons
FMeU, et (13) nous donne
Ar 100
E [é la[F-M,N]_|] < Y"F-M"Hp < ve

en particulier, en posant K=F.N B
|ENCIM,K] ) 1) = BMU/Fa0M,ND )| < ve

Or K=F.N, N appartient & gi , F est borné, donc Kegi . Paisant parcourir
& N 1a boule unité de H , il vient

Kl , < Yo
=
Le cdté gauche est égal au premier membre de (17) si la martingale loca-

le N est quasi-continue 3 gauche. Sinon, ce lemme et le reste de la
démonstration s'écroulent. Voir cependant 1l'appendice.

Remplagant F par Jﬁ nous obtenons sous les memes hypothéses
Si F est optionnel, homogéne et positif, on a
() EM/Cralnyl, 1g VM (31 (2-P) 122/7
LEMME 6. Avec les mémes hypothéses sur N, nous avons

(19) IlNl|Eq s 3

DEMONSTRATION, Nous devons rappeler d'abord quelques résultats sur les
projections optionnelles, vrais sur des espaces probabilisés filtrés
quelconques, Soient o et B deux exposants conjugués ( l<o<oo) et (Zt)t>0
un processus mesurable, avec Z* = sup, IZtl . Soit 2° sa projection
optionnelle. Le processus 72° &tant dominé par la martingale E[Z*lzt],
1'inégalité de Doob nous dit que

N ¥
1z = BlZ* I g
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Ce résultat vaut aussi pour la projection cooptionnelle (22)t>0 de (Zt)
sur notre espace Q habituel ( cf. Séminaire VIII, p. 262-287 ) qui n'est
guére que la projection optionnelle sur la famille de tribus du processus
de Markov retourné. Cette projection est un processus mesurable et homo-
géne, dont nous prenons & nouveau la projection optionnelle Z$°= Ut' et
nous avons * *

(20) lm’l&g = 52"2 "La

Supposons que le processus Z soit positif ; la mesure aléatoire 4[N, N]

est 4 la fo1s optionnelle et cooptionnelle, donc nous avons
E [/°°z LAINN] 1= EA[/°°U LN ]

Prenons en particulier pour(Z ) un processus constant : Z (w)=H(w) pour
tout t>0 ; désignant touJours par (U ) le processus Z nous avons

A A A
E [H[N,N]oo] B [/st[N,N]s] =E [/Usd[N,N]s]
2RA [ pR-PHR-DVP _ 2 I'U*I|
d'aprés (18), avec a—p/2-p , dont 1'exposant conjugué est B=q/2. Ainsi
A d'aprés (20)
E*[H[N,N] ] < v2g2 HHIQQ pour toute v.a, H>0

A

et finalement |[N,N]_ |l 8 < v°8%, qui équivaut & (19).

Nous avons tout ce qu'il nous faut pour établir le théoréme principal
de cet exposé.

THEOREME 2, Pour 1<p<oo, le dual de Hp(A) s'identifie a Hq(A), ces _deux
espaces étant mig en dualité par la forme bilinéaire ( induite sur prﬂq
par la forme sur prHq)

(M,§) = BM[M,N] ] = EMuM_N_ ]
DEMONSTRATION, On sait ( inégalité de Kunita-Watanabe ) que cette forme
bilinéaire est continue. En particulier, la norme de la forme lindaire
sur gg associée 3 Negg est au plus égale a IN"Hq

Inversement, nous venons de voir que toute ~forme lindaire continue
T sur gg (1<p<2) de norme Y , satisfait a

pour MeU , TI(M)= (M,N) , avec Nqu INIIHq < %Y
Comme N appartient & Hq , cette relation vraie sur le sous—-espace dense

U de HP est vraie sur Hp entier, et le dual de HP s'identifie & HI .

Ce résultat n'a été établi que pour 1<p<?2 ; mais Hp est un sous-espa-
ce fermé de Hp réflexif , il est donc réflexif, et le dual de Hq g'iden-
tifie a Ep Le cas p=2 échappe a ce raisonnement, mais il est ev1dent.
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LE PROBLEME DU DUAL DE H] (M)

Nous supposons maintenant que p=1. Nous avons établi ( & une nuance
prés dont nous parlerons aprés 1l'énoncé ) le résultat suivant ( cf. (18))

Soit I' une forme linéaire sur H1(A), de norme Y . Il existe alors
un_ensemble plein G, et une FAM N sur Q tels que pour MeU(dense dans H

u')

oA x =a
(21)  E°[/]alM,N] |T < viM]| R r(M) = E°[[M,N] ]
et alors nous avons, pour tout processus F—(F ) £>0? optionnel, homogéne,
(22) E"[/°°|F JalN, N1, 1 <y2BMF*] (P* = sup, |F,|)

Seulement, & l'inverse de ce qui se passait pour p>1, nous ne saurons
ni exprimer autrement la propriété (22) comme dans le lemme 6, ni mon-
trer qu'une FAM qui satisfait & (22) définit une forme linéaire continue
sur EA(A). I1 y aura cependant deux résultats positifs intéressants, par
lesquels nous commencerons,

Quelle est la ™muance" dont il était question plus haut ? Dans 1'étude
de Hp pour p>1, nous avons construit N par un chemin détourné, en passant
par des FAM NP qui convergeaient vers N dans Hq . Nous ne pouvons plus
procéder ainsi, car nous ne savons plus dans quel espace faire converger
les N, Nous construisons dons N, suivant une méthode de Chung-Walsh,
par une attaque directe,

La méthode de Chung-Walsh consiste & ne pas rendre absorbant le point
3, mais & ajouter toute une hiérarchie de points nouveaux 31, 32 cee le
processus sautant de 3 & a , de 61 a 62... au bout d'un temps exponen-
tiel de paramétre 1. Dé81gnant par E 1'ensemble EU{3, 61,62,...1, la
description ci-dessus permet de construire un semi-groupe (P ) qui in-
duit (B,) sur E, et qui est transient sur £ entier.

Appelons niveau -1 l'ensemble E, niveau O l'ensemble {3}, niveau 1
1l'ensemble ia }e.. Munissons E de 1a topologie somme des différents ni-
veaux, appelons Q 1'ensemble des applications continues a4 droite de R
dans B dont le niveau est une fonction croissante du temps, n'ayant que
des sauts unité. Alors Q est un sous-ensemble de a , formé des trajec-
toires qui ne dépassent jamais le niveau O. Si nous munissons Q de la
mesure fx , i1 est trés facile de voir que HP(A) est isométrique au
sous-espace de HP(A) formé des fonctlonnelles arrétées au temps ;—T
Une forme 1inéa1re I sur HP(A) se prolonge en une forme lindaire r sur
Hp(A) par la formule T(M) F(MC) ( arrét a4 ¢) ; d'autre part, le nouveau
semi—groupe a une durée de vie infinie et est transient sur E tout entien,
et il n'y a donc aucune difficulté quant & la définition de N . Ayant
défini N sur O, N¢ est une FAM sur Q qui définit la méme forme linéaire
sur BE(A), et nous avons ce que nous désirons. Le lecteur préférera peut
8tre cette méthode, méme lorsque p>1.
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Voici le premier résultat <<positif>>. Comme d'habitude, nous raison-
nons sur E tout entier au lieu d'un ensemble plein.

THEOREME 3. Soit N une FAM satisfaisant & (22). Il existe un ensemble
plein G tel gue, pour toute loi p portée par G, le processus IAN | soit
borné par Y & un ensemble P—¢vanescent prés.

DEMONSTRATION, Nous utiliserons une version parfaite de la FAM N ( expo-
sé 1 ). La fonction

a(x) = Px{ N, admet un saut >Y en valeur absolue |
est alors excessive . Si nous montrons que a est A-négligeable, il nous
suffira de prendre G={a=0} pour obtenir 1'ensemble plein cherché. Tout

revient donc 4 travailler sous la seule mesure initiale Ae

Soit un nombre 6>y . Le processus I: | AN II{lAN |>6} = C; est une

FAC, et d'aprés le théoréme 3 de l'exposé I il existe’ une fonction g,
partout >0 sur E, telle que la fonction E° [/ goXSdCs] soit bornée sur
0

E. Soit f la fonction du lemme 1, et soit J=fAg , fonction >0 sur E .

. *— S
Soit e>0, et soit F 'I{IAN |>6 , j(X )>s} s onakF _IA , ou A est
l'ensemble { }t> 0 : ]AN |>6 j(X )>e } , et comme EA[f*2]<xo( lemme 1)
on a PA(A)<no Avec cette définition de (F ), le coté gauche de (22)

majore & 2p (A), le coté droit vaut ¥2P (A), et comme &>Y , PA(A)<oo ’
c'est que PA(A)-O donc N n'a pas de sauts > 8.,. Hélas, non, pas entié-

rement:on g seulement montré que N n'a pas de saut >6 tel que j(Xt)>0'
et cela laisse la place pour un saut 26 4 1'instant ¢ ; mais nous con-
naissons le reméde, qui consiste & travailler sur E, avec un semi-groupe

transient dont la durée de vie est infinie. Le théoréme 3 est &tabli.

THEOREME 4. Les relations (21) sont vraies, non seulement pour MeU, mais
pour MeH1(A)

DEMONSTRATION, Soit MeH‘(A) . Nous avons construit dans la démonstra-
tion du lemme 4 des martingales M=z .M qui convergent vers M dans H1(A),
avec des processus 2 <! qui vont en croissant vers 1 p.p. pour le
processus croissant [M M], et tels que M2 eU . Ecrivons (21) pour les

s BN/1aDN1) 5 YRR, s e Lt

Mais le premier membre vaut Ex[fzn|d[M N] |1, il tend donc vers
EA[/Id[M N1f] ( car d[M,N] est absolument continu par rapport & d[M,M]),
et la premiere des relations (21) passe & la limite,

Mais alors T et la forme linéaire continue Mi—s> EA[[ N] ] coinci-
dent sur U , donc sur H1(A) entier, et la seconde relation est vraie elle
aussi.
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Nous tenons nos deux résultats positifs., D'une maniére imprécise,
c'est 4 dire en oubliant le rdle des ensembles pleins, ils expriment &
eux deux que le dual de g;(k) est un espace de FAM & sauts bornés.

LE DUAL DE H!(A) BST IL BMO (A) ?

Revenons pour un instant i la théorie générale des processus : la
situation y est tout analogue & (22) . Le dual de 51 y est un espace de
martingales locales N telles que

®
(23) Pour tout processus optionnel Z>0 , E[é st[N,N]s]ch[Z*] .

Mais ici la conclusion est immédiate : prenant Z=I[T ol * ol Z est un
9

temps d'arrét, nous en déduisons E[[N,N]oo-[N,N]T_]g cP{T<mw |, et rem-

plagant T par T, (AeFp) E[[N’N]oo'[N’N]T-lFT] < ¢ p.s.. Autrement dit,

N appartient & BMO . La condition (23) exprime donc entiérement la con-
tinuité de la forme lindaire Mi—> E[[M,N]oo] sur 21.

D'autre part, l'appartenance & ggg peut se déduire aussi de l'ensem-
ble des deux conditions suivantes :

(24) a) N est & sauts bornés ( donc localement de carré intégrable )

@
b) Pour tout processus prévisible 23>0, E[é st[N’N]s] < cB[2*] .
En effet, b) permet de reprendre le raisonnement précédent avec Z=I]T oo’
1
et i1 en résulte que [N,N] a un potentiel borné, ce qui, combiné avec a),

entraine 1'appartenance & BMO .

Revenons maintenant aux processus de Markov ; nous avons déja démon-
tré 1'analogue de 24 a). Nous sommes donc tentés de remplacer (22) par

(25) Pour tout processus prévisible homogéne Z>0 , EM 2z a[N,N] ]scE[Z*]

( avec e=y? ) et d'en tirer les conséquences. Noter que, N étant 4 sauts
bornés, la FAC <N,N> existe, et que (25) peut aussi bien étre énoncé pour
<N,N> que pour [N,N]. Ce que nous espérons démontrer, c'est que Neggga(k),
c'est & dire ( compte temu du théoréme 3, qui régle la question des sauts)
qu'il existe un ensemble plein G sur lequel la fonction E'[<N,N>b°] est
bornée. Et malheureusement, nous n'arriverons pas a déduire cela de (25).

Pour montrer les difficultés, nous ne donnerons que plus de poids &
nos raisonnements en nous plagant sous les meilleures conditions possi-
bles : A bornée, et ne chargeant pas les ensembles de potentiel nul ;
durée de vie finie, afin de pouvoir retourner le temps ; processus de
Hunt ainsi que son dual.

On perd certainement trés peu d'information en restreignant (25) aux
processus Z prévisibles et cooptionnels . Or un théoréme d'Azéma dit que
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(pour un processus ayant un bon dual ) les processus prévisibles et co-
optionnels sont de la forme (f°xt-)t>0 . On est donc ramené & la forme

(26)  EM/foX__ a<N,N>_ ] <cEM sup_ foX__]

Du c6té gauche, on peut ( si on veut ) remplacer Xs- par X8 , car <N,N>
est continue. Il suffit en fait d'écrire cela pour les ensembles , car
si (26) est vraie pour les indicatrices d'ensembles, on retrouve (26)
pour f quelconque en l'écrivant pour I{f>t§ et en intégrant en t de O

*

& 400, Autrement dit, (26) équivaut &
A .
(27) B [fIAoXs d<lV, N> ] 5 cMe) > (ou Iex )

ol ei(x) = P*{ 340 : Xt_eAl . Pour un processus de Hunt, Hunt a montré
que eA;eA=P'{Jt>O : XteAl . Pour un processus dont le dual est de Hunt,
on a par retournement du temps que eAgeA , d'ou 1'égalité.

Soit p la mesure associée & la fonctionnelle <N,N> ; alors U(uf)=
U;N,N>f pour toute fonction positive £, et (27) s'éerit

(28) < A U(pIA)> < c<A, e,> pour tout A et on rappelle <A U(pIA)>~p(A)

et nous saurions démontrer que le dual de g;(k) est ggga si nous savions
que
(29) Une mesure p qui satisfait & (28) a un potentiel Un borné

[ Noter que si Up est borné par c, et p est associée & la FAC continue
<N,N>, alors g-U(pI ) satisfait & gz<c, P,g=g , donc g<P aC=Cey » et (28)
est bien satisfaite ]. Or je dis que si le copotentiel Up est borné

par c, on a aussi (28). En effet, qu'est ce que cela signifie ? que la
densité de Radon-Nikodym pU/AU est bornée par c, autrement dit que

si f est positive, <u,Uf> §c<A,Uf> , ou que si h est excessive, <pu,h>
c<A,h> . Mais alors , p étant associée & une FAC continue, on a I,<e,
p=p.P., donc <p,IA> < c<A,eA>, c'est a dire (28), Tout cela peut d'ail-
leurs se voir en théorie d'Azéma, et en toute généralité ( sans hypothé-
ses de dualité ).

Dans ces conditions (29) signifieraitzqu'une mesure . qui ne charge
pas les semi-polaires, et a un copotentiel borné, a aussi un potentiel
borné ? C'est incroyable. Mokobodzki m'a dit qu'en fait il existe des
exemples de mesures satisfaisant a4 (28), et qui ne sont pas somme d4'une
mesure ayant un potentiel borné et d'une mesure ayant un copotentiel
borné, mais il n'a jamais rédigé ( ni expliqué ) cela. En tout cas, la
méthode de démonstration échoue, et je crois quant & moi que le dual de
g;(k) n'est pas ggga(k).

1. Cela exprime que le copotentiel UA est égal & 1,
2. Reisonnement heuristique... p n'est pas quelconque ici.
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Evidemment, il resterait encore une possibilité que le dual de g;(k)
soit ggga(A), mais que la propriété (22), ou ( sauts bornés et (28)),
ne suffise pas - contrairement 3 ce qui se passe en théorie générale des
processus - i exprimer que M~—4>EA[[M,N]00] est continue sur E;(A). J'au-
rais tendance & croire qu'en fait les deux difficultés sont présentes &
la fois : entre les trois propriétés (Neggga(k)), (N définit une forme
linéaire continue sur EA(A)) et (22), on a des implications dans le
sens =>, mais aucune implication dans le sens <=—.

APPENDICE : LE DUAL DE gg(A), 1<p<oco, SANS HYPOTHESE DE HUNT

Nous nous proposons ici de reprendre la démonstration du théoréme 2
( dual de gg(x), 1<@<@05 sans exiger la quasi-continuité & gauche, ce
qui exige une méthode un peu différente. Nous utiliserons la méthode du
paragraphe sur le dual de EA(A) pour nous simplifier la vig ¢ rappelons
qu'elle permet de se ramener i un processus sur un espace E, 3 durée de
vie infinie et transient sur l'espace entier. Il existe alors ( lemme 1)
une fonction f=Ug >0 sur E s telle que le processus f_=(foX)_ soit loca-
lement borné inférieurement, nous posons h_=1/f_ » et nous désignons
par U ( lemme 4) 1'ensemble des Megg tels que h_.M - qui maintenant a
toujours un sens - appartienne & gg . Nous savons aussi ((13),(14)) qu'il
existe une FAM N ( sur un ensemble plein G, mais nous ferons comme si G
était 1'espace entier ) telle que

pour Kel , EM/|a[k,¥] |1 < VKD, et r(K)=E([X,N]_ ]

I1 s'agit de vérifier que N apparti;nt a EZ(A).

Tout d'abord, le lemme 5 marche évidemment pour les processus F homo-
génes et prévisibles , et la démonstration du lemme 6 entraine ( en utili-
sant des projections prévisibles au lieu d'optionnelles ) que la partie
continue N® de N appartient & gg(A). Ce sont donc les sauts qui nous
intéressent,

Nous utilisons un raffinement du théoréme 3 de 1l'expos€ I : il existe
un processus optionnel et homogéne (Ct)t>0 , >0 sur RIxQ et tel que la
fonction E‘[/Csd[N,N]s] soit, non seulement bornée, mais majorée par un
multiple de la fonction excessive f=Ug >0 ., L'existence d'un tel proces-
sus peut s'établir, soit directement, soit en appliquant le théoréme 3
de 1l'exposé I au semi-groupe %Pt(.,fdy). En particulier, la fonction
E‘[/Csd[N,N]s], majorée par un multiple de f, est A-intégrable si f a
été bien choisie.

1., Comme plus haut, on supposera 1<p<2 ( le cas général s'y raméne ).
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Soit H 1'ensemble homogeéne et optiomnel {(t,w) : ANt(w)foi. Nous
représentons H comme réunion des ensembles homogénes et optionnels

He = {g< |8N| <k, C>1/k , £, >1/k |
et nous faisons quelques remarques : la fonctionnelle I:s<t I (8) = J
est majorée par k/ c d[N N] , donc la fonction E'[Joo] est bornée et

majorée par un multiple de f. Comme les sauts de J sont bornés par 1,
le potentiel gauche de J est borné, et nous avons ( cf. démonstration
du lemme 4 ) une inégalité de la forme E [Jr ]l <ria a5’ [J ] pour r
entier, donc E [Jr ] < oo pour tout r.

Nous démontrons ensuite :
LEMME 7. Soit F un processus homogéne et optionnel. Alors
A A 2\p/21y1/p
(30)  EM I, |F AV ] <e(BM (I, FP/2))

DEMONSTRATION, Par convergence monotone, on se raméne au cas ol F est
borné en valeur absolue, Puis, remplagant F par FIH , au cas ou F est

nul hors de H ., Puis, 3 nouveau par convergence monotone, au cas ol
F est nul hors de H, . Soit alors une constante m bornant |F) ; on a

I, [P aN | < mk[ IHk(s) s mkd
et le c6té gauche de (30) est fini. Il suffit alors de démontrer 1'
inégalité analogue, mais avec la valeur absolue a 1l'extérieur
(31) IEA[ zs FSANS]I g 0(900)1/p
car (31), appliquée & Fssgn(ANs) , nous donne (30), Dans ces condi-
tions, considérons la fonctionnelle additive

A% I:s<t

On a / IdA | =< mJt , donc A admet une compensatrice prévisible i , et

nous pouvons considérer la FAM M, =A -At Comme E [fIdM |] est bornée

et A-intégrable, la v.a., /|dM| appartient & tout Lr(A), et il en est

de méme de M* . Donc M appartient & tout Hr(x). L'intégrale stochastique
h_-M est alors la compensée de h_xA , et comme h_ est borné sur Hk le
méme raisonnement montre que h_.M appartient a 3 tout Hr(k), en particu-
lier a Eﬁ y et cela signifie que MeU . On a donc

rn) = BMODGN] ) 1, et |EMIM,NI 1l viM] 0
Bt maintenant, on &établit en théorie des martingales que
(32)  BIM,N]_1 =50 T a4 av ] =2l T FoN_ ]
(33) "M"HP =(B[(_ AM?. p/2])1/p a(BL(T, F2 yP/27y1/p

A

=3
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( on dira un mot tout & la fin de l'exposé sur ces inégalités ). Le
lemme en résulte aussitdt.

I1 reste maintenant & établir que (I:Sbﬂg )1/2 appartient & LY, A cet

effet, nous faisons la remarque suivente : soit Z un processus borné
mesurable, mais par ailleurs quelconque, et soit F=2°° 1a projection
optionnelle de la projection cooptionnelle de Z , Alors on a ( 1'hypo-
thése p>1 joue un rdle essentiel )

(38) BTy P2 g 0 [ (Toey 22 %2

Pour voir cela, on réduit le cas de H a celui des Hk , puis on traite
successivement le cas de la projection optionnelle et celui de la pro-
jection cooptionnelle ( qui revient au précédent par retournement). Pour
traiter la projection optionnelle , on représente Hk comme réunion de
graphes disjoints de temps d'arrét T,<T5... et, en posant Fp =gn, 3 une
R e N
inégalité du type

(35) B (T, El2,1,19%2) < a g (T, 2272

Cette inégalité, due & Stein , est démontrée quelque part dans les sémi-
naires, mais je n'en ai plus la référence. Je la démontre donc aussi 8
la fin,

D'autre part, on a aussi EA[I:5 P Iy (s)ANS] = EA[IZSZSI (s)ANs] , car
la mesure aléatoire I:se' ANses est & la fois optionnellé et cooption-
nelle, Raisonnant comme ofi 1'a fait sur F, on déduit de (30) et (34) que

A A 2\p/2+1/p
NI 12,011 5 o (B (e 20 °D)
Représentons H comme réunion d'une suite de graphes disjoints de v.a.
T, ( pas nécessairement des t.a. ), posons & = ANTnI{Tn<D0§ . Nous
déduisons de (36) que pour toute suite (Z ) de v.a., réelles, nous avons

BN I, 1280 1se (E"[():n p/2 )1/p

Mais ceci nous dit que la suite (A ) définlt une forme linéaire continue
sur l'espace Lp(i ), elle appartlent donc 3 Lq(t ), et le théoréme est
établi,

DEMONSTRATION DES INEGALITES DE MARTINGALES UTILISEES

- _72 -
Nous commengons par (35). Posons E[angn}-z U =2, E[Unlgn]_un .

n 9
9i p est >2 , nous avons d'aprés 1'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy

I I, o bp/z 50 1, B gy
et cette inégalité est meilleure que (35), car zﬁgun . Supposons donc

p<2 . Pour étre certains que tout a un sens, nous pouvons supposer que

Z,=0 pour n assez grand. Alors nous avons
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"(an21/2“ "(nném_llp(z)gspE[ZnZH]
la suite (H ) parcourant la boule unité du dual Lq(£2) de LP(L ). Mais
posons hn-E[Hnlgn] 3 nous avons g>2 , donc le résultat précédent entrai-
ne que thH 2. Treste borné par une constante L et alors

13(4%)
BT, 58, 1= 30 g, 15 )l g o 12
8 I, 2 1/2||

Passons & (33) : il s'agit de démontrer que si A est un processus
variation intégrable, M la martingale compensée de A, alors HMIhp

n "Lp( 2)

uA

A @

all(g AAg )1/2“Lp . I1 suffit de traiter cela lorsque A n'a pas de

partie continue, et ne saute qu'en des instants T1,...,TN , ou chaque
temps d'arrét Ti est soit totalement inaccessible, soit prévisible, On
coupe alors en deux le processus A, pour se ramener au cas ou les sauts
de A sont portés, ou par des temps d'arrét totalement inaccessibles

T <.T2...<‘I‘N » Ou par des temps previslbles T <...<’I‘N . Le premier cas
est trivial, car [N, M] est _5g; I: AA « Dans le second cas, on

a AM = g —E[AAT |En , donc
i

1/2 2 \1/2 2,1/2
' ():AMT) Ip |<DAT1> I p + 1 Eleay 1E; 15740,

et on applique (35).

Reste (32). C'est tout simple : on se raméne & A comme ci-dessus , et
par arrét au cas ou N est dans g' ( on rappelle aussi que les sauts de
A étaient bornés ). La partie totalement inaccessible de A ne donne au-
cune difficulté, car AAS=AMs . Quant & la partie prévisible, on a en l'un
des Ti

E[AMTiANTi] = E[AATiANTi] - E[ANTiE[AATiIETi—]]

et la derniére espérance est nulle, car AN, est orthogonale a Fro_
i =T,



