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LA FORMULE D’ITO POUR LE MOUVEMENT BROWNIEN

D’APRES G. BROSAMLER

par P.A.Meyer

Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1976/77

Soit (Xt) le mouvement brownien dans ~n, et soit f une fonction deux

fois continûment différentiable. Nous avons alors la formule d’Ito

(1) f(Xt) = f(X0) + t0 gradf(Xs)dXs + 1 2t0 0394f(Xs)ds

que l’on peut généraliser dans deux directions : soit en l’étendant à
des classes plus larges de processus, f restant de classe 02, soit en
restant sur le mouvement brownien, mais en affaiblissant les hypothèses
de différentiabilité sur f. Une extension du second type, d’une grande

importance, est la formule de Tanaka : lorsque n=1, c’est la formule d’

Ito pour f(x)=lxl, qui n’est pas de classe C2

sgn(Xs)dXs + L t
où le processus à variation finie (Lt) n’est plus absolument continu
( c’est un "temps local" du point 0 ). Il faut noter que la fonction

f est de classe C2 dans le complémentaire du fermé de mesure nulle j0),
et que sa dérivée seconde au sens des distributions est une mesure.

Il est donc tout naturel de se poser le même problème dans ~n : :
étant donné un ouvert 0 , une fonction f dans 0 de classe C2 dans le
complémentaire d’un fermé de mesure nulle ( dans 0 ), et dont le lapla-
cien ( dans 0 , au sens des distributions ) est une mesure, peut on
établir une formule de Tanaka pour f ( c’est à dire, une formule d’Ito

dont le dernier terme seul doit être réinterprété ) ? Ce problème vient
d’être résolu1dans un travail récent de Getoor et Sharpe, très ingénieux
et intéressant, que je me proposais d’exposer à ce séminaire. Mais, après
avoir tenté d’en affaiblir encore les hypothèses, je me suis rappelé que
N.V. Krylov ( pour des fonctions f appartenant à des espaces de Sobolev)
et G. Brosamler avaient indiqué autrefois des généralisations de la for-

mule d’Ito... et j’ai découvert que le travail de Brosamler [1, 1970]
contenait en fait tout ce que l’on pouvait espérer démontrer en 1977.

Or ce travail remarquable n’est jamais cité - sans doute parce qu’il a

été publié dans un journal que les probabilistes ne lisent pas - c’est

pourquoi il semble utile de le présenter ici, bien qu’il date de sept
ans.

1. En fait, les conditions de Getoor et Sharpe sont un peu plus larges.
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Voici l’énoncé du théorème de Brosamler :

THEOREME. Soit 0 un ouvert de soit (Xt) le mouvement brownien dans
2n, soit C le temps de rencontre du complémentaire de 0 .

Soit f une fonction localement sommable dans 0 , dont le laplacien
au sens des distributions est une mesure : :

(2) ~~f = p
Quitte à modifier f sur un ensemble de mesure nulle, on peut supposer
f définie, finie et finement continue hors d’un ensemble polaire NCO.
Les dérivées au sens des distributions de f sont des fonctions locale-

ment sommables dans 0

(3) 
~ 

Dlf = i=1,2,...n
et l’on a /t 0  oo p.s, pour t~ . Si la loi initiale est por-

tée par 0 et ne charge pas N , on a pour t ~

(4) f(Xt) = f( X 0) +~ 1 
où (At) est un processus adapté défini sur [0,c[ , dont les trajectoi-
res sont nulles en 0, continues et localement à variation bornée sur-

[0,03B6[ , et qui sera décrit en détail plus loin ( c’est la "fonctionnel-

le associée à ") . En particulier, si 2of est une fonction localement
sommable dans 0 , on a

(5) t0 |0394fXs|ds  00 .s. (t03B6) - et At = 1 2t0 0394f(Xs)ds.
Le reste de l’exposé sera consacré à la démonstration de ce théorème.

Les méthodes ne sont pas celles de Brosamler : elles sont plus probabi-

listes, et utilisent moins de théorie du potentiel. Le lecteur trouvera

certainement profit et plaisir à se reporter à l’article original.

Nous commençons par définir le processus (At) qui apparaît dans la
formule (4), car cela n’exige que très peu de matériel. Puis nous re-

viendrons à la démonstration proprement dite.

LA FONCTIONNELLE ASSOCIEE A UNE MESURE a-FINIE

Commençons par rappeler un résultat classique de théorie probabilis-

te du potentiel, pour lequel nous renvoyons par exemple à Blumenthal-

Getoor, théorème VI.3.1, p.279
Soit une mesure positive dont le potentiel Newtonien Un est borne

( c’est alors un potentiel de la classe (D) au sens probabiliste du ter-

me ), et soit (At) la fonctionnelle additive continue telle que 

1. Nous supposons n>3 . Pour n=2 ou 1 il faudrait localiser, ce qui

entraînerait de petites difficultés techniques.
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Alors on a pour toute fonction borélienne positive j

(6) U(j ) = E[j(Xs)dA s 
] .(1)

Ce théorème peut aussi se déduire de la théorie des noyaux excessifs d’

Azéma [3J, ou de celle des mesures de Revuz [4J. Il est valable en fait
sous des hypothèses de dualité très faibles.

Au lieu de porter notre attention sur la fonctionnelle additive (At),
nous la porterons sur la mesure aléatoire homogène dAt , et nous écri~

rons ~, ~-~ dA . Nous nous proposons d’étendre cette correspondance à

des mesures a-finies quelconques.
Soit donc p positive a-finie. Nous la décomposons en J!O ’ portée par

en ensemble polaire, et À , ne chargeant pas les ensembles polaires, et.

nous convenons que

Po -r> dA o = 0

C’est en fait À qui nous intéresse. Nous la décomposons en En À , où
les À sont positives, bornées et à support compact, et nous posons UÀ
= fn . Puis nous posons

03BBnk = 03BBn.I{k~fnk+1 } ( 03BBn = 03A3k 03BBnk , car 03BBn ne charge pas{ fn=+~ } ).
D’après le principe classique du maximum, on a k+1, et il existe

donc une fonctionnelle additive continue (A~) telle que ~, ---~ dA .
Et nous convenons que la mesure aléatoire homogène dA associée à À ( et

à ~, ) est égale à E nk dA . Cette mesure aléatoire dépend a priori de
la décomposition choisie, et peut être extrêmement grande : en particu-
lier on peut avoir At= ItdA = +00 identiquement, de sorte que la fonc-- c 0 s

tionnelle additive (At) ne caractérise plus dA .
Cependant, la propriété (6) est encore vraie après sommation : si j

est borélienne positive , U(jÀ)= )dA ] , et cela entraîne l’
0 s s -

unicité de dA, et le fait que dA(03C9) est une mesure a-finie sur + pour
presque tout w . En effet, il existe j partout >0 telle que U(jÀ) soit
une fonction excessive bornée, et alors si ( B est unique )
on a dAs = 1 j(Xs) dBs .

Puisque dA est a-finie, nous pouvons procéder par différence, et

étendre la correspondance entre mesures a-finies et mesures aléatoires

homogènes aux mesures de signe quelconque.
Revenons alors à l’énoncé du théorème : p étant une mesure de Radon

sur 0 est une mesure a-finie sur ~n , donc il existe une mesure aléa-
toire homogène dA --~ . Nous verrons dans un instant que 
pour tC . t
1. Noter aussi que si alors 
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PASSAGE DU LOCAL AU GLOBAL

Conformément à une méthode bien connue, nous allons ramener notre pro-
blème local à un problème global, plus facile à résoudre.

Soit V un ouvert relativement compact tel et soit 03B6V le
temps de rencontre du complémentaire de V . Pour notre sécurité, soit
encore W un ouvert relativement compact tel que %C0 . Posons

~. = , k+ = 

Comme J-l est une mesure de Radon dans 0 , , ~. ,~" sont des mesures de Ra-
don à support compact dans n, et k+,k- sont des fonctions surharmoni-
ques finies hors d’un ensemble polaire N(W) ( dépendant de W ) et fine-
ment continues. La fonction k=k~-k" est donc définie hors de N(W), et
finement continue hors de N(W).

Au sens des distributions nous avons 1 20394k = -J-l , donc â(f+k)=O dans W.
Il est bien connu qu’une fonction harmonique au sens des distributions
est égale p,p, à une fonction harmonique ordinaire : il existe donc h

harmonique dans W telle que f=h-k p,p, dans W.
Soit £ une fonction indéfiniment dérivable à support compact dans

~n, nulle hors de W, telle que h=L dans V . Posons T = .~-k . Que pouvons

nous dire de f ?

Elle est définie hors de l’ensemble polaire N{W), et finement conti-

nue dans Elle est égale à f P.P. dans V

1 20394f =  est une mesure a support compact ( bornée ) dans n .

Supposons le résultat établi pour f , dans E. tout entier : si la loi ini-

tiale ne charge pas N(W)

f(Xt) = f(X0) + 03A3n1  difXsdXis + At ( t~ )

Nous avons dans V Dlf=Dlf p.p. ; d’autre part, donc ces deux

mesures ont même mesure aléatoire associée, ce qui signifie que IVoXsdAs
= LyoX d1 ( et en particulier t0IV(Xs)|dAs|  m p.s. ). Donc la formu-

le (4) est vraie pour car alors IVXs = 1 pour 

Pour conclure, il ne nous reste plus qu’à représenter 0 comme une
réunion croissante d’ouverts Vn du type précédent, à construire des
Wn associés ( il n’est pas nécessaire que Wn croisse avec n ), et à

poser N = W N(Wn) .
RESOLUTION DU PROBLEME GLOBAL : PREMIERE ETAPE

Nous enlevons les et revenons aux notations initiales ; seulement

0 est maintenant mn tout entier, et ~.= est à support compact. Nous
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avons alors f = p.p., où h est une fonction harmonique dans
~n . La formule d’Ito étant bien connue pour les fonctions harmoniques
( qui sont de classe C2 ), il nous suffit d’établir le théorème pour
Uji et U~i" . Autrement dit , en changeant de notations

Désormais f=UÀ , où 71 

( Attention : Af = -B, de sorte que A t est la fonctionnelle associée
à -X . En particulier, si f est un potentiel de fonction positive U~ ,

At = -03C6(Xs)ds ).

Voici le premier vrai résultat :
LEMME 1. Si la loi initiale ne charge pas ), le processus Mt =
f oXt-f oX0 + At est une .martingale locale.
DEMONSTRATION. Nous traitons séparément les deux cas où À ne charge pas
les polaires, et où À est portée par un ensemble polaire ; le cas général
s’en déduit par addition.

1) Soit À~ = } et soit ~-> An , ne char-

ge pas l’ensemble polaire ~f=+oo ~ , on a Àn ’ f= En fn, et fn est
bornée par n+1 d’après le principe du maximum . Le processus 
est une martingale uniformément intégrable pour toute mesure Px, Par
addition, il en est de même de f oXt+At si f(x)oo, et alors ce processus
est une martingale locale pour toute mesure Pa, où la loi initiale a ne
charge pas {f=+oo 1 .

2) Décomposons X en une somme En B. ~ où chaque mesure l~ est portée par
un compact polaire Kn , et soit fn = UÀn . Soit aussi x tel que f (x)oo.
La fonction fn étant harmonique dans il résulte de la formule d’Ito

classique que (fnXt) est une martingale locale pour Px. part {f oXt )
est une surmartingale positive pour Px ; si l’on pose Tk=inf{t : 
le processus arrêté (foXtAT ) est borné par k, donc chaque processus ar-
rêté (fnXt^T) est une martingale locale bornée par k, donc une vraie ,

martingale 
k 
uniformément intégrable. Par sommation sur n on voit que

est une martingale uniformément intégrable. Après quoi on fait

tendre k vers +oo, et il ne reste plus qu’à intégrer en (y(dx).

Ce résultat étant acquis, nous appliquons un théorème marteau-pilon:
toute martingale locale des tribus browniennes, nulle en 0, est une in-

tégrale stochastique 03A3n1  jisdXis , où les sont des processus pré-
visibles

1. Pas tout à fait : si f(x)>k il est constant et égal à f(x), donc la
vraie borne est kvf(x).
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tels que ds  +oo p.s. - ce n’est pas un théorème difficile, d’
0 s

ailleurs : pour une martingale de carré intégrable c’est un corollaire

facile des théorèmes généraux de Kunita-Watanabe, et la localisation

est sans difficulté, puisque toutes les martingales locales sont conti-

nues. Un regard sur la formule (4) nous montre qu’il ne nous reste plus

Qu’à montrer que j; = DlfoXs ( p.s. , presque partout sur m+ ). On a

(7) 
jisds = M, Ni>t

où Nit = Xit-Xi0 .

DIGRESSION. Il existe probablement des fonctions f , définies et fi-

nement continues hors d’un ensemble polaire N, telles que le processus

(foX ) soit une semimartingale pour toute loi Px ( xtN ) et ne possédant
l’intégrabilité locale au voisinage d’aucun point. Toute semimartingale
continue étant spéciale, il existe alors un processus ( continu ) à va-

riation finie At tel que f oXt-f oX0+At=Mt soit une martingale locale (pour
toute loi P, x~N ), et le raisonnement précédent entraine encore l’exis-

tence de processus (j~) comme ci-dessus. On peut montrer mieux : que

(At), donc aussi (Mt) et (:N,N~>). , est une fonctionnelle additive, et

donc ( théorème de Motoo ) que j~ est de la forme où j~ est une
fonction sur R9 définie p,p.. Les méthodes probabilistes permettent

donc de dire quelque chose sur de telles fonctions f , alors que les

méthodes analytiques semblent - pour l’instant - tout à fait impuissan-

tes. On ne sait pas faire de théorie des distributions sur les ouverts

fins, semble t’il l Les j~ sont les composantes du "gradient fin" de f.

SECONDE ETAPE : IDENTIFICATION DES PROCESSUS (j~)
Nous avons besoin à présent d’un résultat d’analyse :

LEMME 2. Si f==UB ( À à support compact ), Dif est une fonction locale-
ment sommable.

DEMONSTRATION. Nous avons où h(x)=clxI2-n est le noyau newtoni-
en, Or est une fonction localement sommable,

dérivée de h au sens des distributions. Et alors D1f=D1h*À est une

fonction localement sommable.

COROLLAIRE. Soit g(x)=xlf(x) . Alors ~~g + D1f est une mesure.

COROLLAIRE. Soit Ct= goXt-goXo + Alors (Ct)
est une martingale locale.

1. Nous ne savons pas si cette hypothèse entraine, lorsque f

est localement sommable, que 4f est une mesure. Cela semble probable.
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DEMONSTRATION. Le premier corollaire est la formule +2D~-T,
valable pour toute distribution T, compte tenu du fait que Af=-2À. Pour
le seconde posons ~Ag = -~ , et soit (B.) la fonctionnelle associée à
9 ; le lemme 1 nous dit que goXt-gXO + B. est une martingale locale.
Or 03B8 = xi03BB - Dif et À 2014>dA. y donc ( cf. la première section ) jÀ
2014> et en particulier []

Nous avons tout ce qu’il faut pour conclure :

M. = fXt-fX0 -t’ A. est une martingale locale continue

N~ = X~-X~ est une martingale locale continue

écrivons : foX. = 
~ = ~~0

et intégrons par parties :

= + /foX 
au second membre, le premier terme vaut /-X dA + martingale locale nul-

le en 0 .
Le second est une martingale locale nulle en 0. Le dernier vaut

+ ~N~ , car A,N~> = 0 . Ainsi
gXt = gX0 + M,Ni>t - tO fXsdAs + martingale locale nulleen 0

Comparons au corollaire précèdent : ( B. comme dans la démonstration )

goX. = goX.. - B. + martingale locale nulle en 0
= + + mart. loc. nulle en 0

et l’unicité de la décomposition canonique d’une semimartingale continue

nous dit que

 N, == 

t 0 s

Compte tenu de (7)y c’est le résultat cherché.
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