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A PROPOS DU TRAVAIL DE YOR SUR LE GROSSISSEMENT DES TRIBUS

par C. Dellacherie et P.A. Meyer

Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1976/77

Rappelons en quoi consiste le problème du grossissement des tribus.
Soit un espace probabilisé filtré satisfaisant aux condi-
tions habituelles, et soit L une v.a. F-mesurable positive ( finie ou
non ). Soit (Gt) la plus petite famille croissante de tribus contenant
(F ), continue à droite, et pour laquelle L est un temps d’arrêt. Il
est très facile d’expliciter cette famille :

(1) Çt+ 
On se demande alors à quelle condition sur L toute semimartingale/(Ft)
est encore une semimartingale/(Gt). Ce problème s’est posé de manière
bien nette au début de l’année 77, à la suite de la découverte du résul-

tat 1 ci-dessous. La réponse partielle fournie par le théorème 2 de cet-

te note a été connue assez rapidement. Indépendamment, Barlow a prouvé
des résultats beaucoup plus précis concernant certains processus de Mar-

kov, dans une note qui mettait bien en évidence le rôle des v.a. "honnê-

tes". A la suite de quoi Yor a résolu le problème en toute généralité
pour de telles v.a. ( théorème 1 ci-dessous ), et annonce des résultats

explicites de décomposition pour un article à venir.
Dans cet exposé, nous rappelons d’abord l’ensemble des résultats con-

nus sur le problème du grossissement des tribus, puis nous présentons
une variante de la démonstration de Yor, qui donne une meilleure inéga-
lité de norme, et qui conduit aussi à quelques sous-produits intéressants

sur la localisation des intégrales stochastiques.

RAPPELS DE RESULTATS ANCIENS

Résultat 1. Lorsque la v.a. Lest étalée. ou plus généralement lorsque
le graphe de Lest contenu dans une réunion dénombrable de graphes [Tn~
de temps d’arrêt1, la réponse au problème du grossissement est positive.
En effet, nous pouvons supposer les graphes [Tn] disjoints. Soit Ht la
tribu obtenue en adjoignant à Ft les ensembles il résulte

de la note " sur un théorème de J. Jacod" ( dans ce volume ) que toute

semimartingale/(Ft) est une semimartingale/(H.). D’autre part, nous
avons LAt = TnAt sur A ,LAt=t sur donc Ht, et fina-

lement par continuité à droite ; d’après un théorème de Stricker,
toute semimartingale/(H..) adaptée à (Gt) est encore une semimartingale/(2t)
1. L est une "variable aléatoire arlequine".
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et cela nous permet de conclure.

Résultat 2. Dans l’autre sens, montrons qu’on ne peut pas faire n’impor-
te quoi : prenons pour espace de départ la réalisation canonique du mou-

vement brownien. Soit L une v.a. à valeurs dans [0,1], engendrant la
tribu ~~ aux ensembles négligeables près ( F~ est la complétée d’une

tribu séparable ). Alors , toute martingale/(Gt) est constan-
te sur [1,ce[, donc toute semimartingale/(Gt) est à variation finie sur
[l,oo[, et le mouvement brownien n’est donc plus une semimartingale/(Gt)’
Ce raisonnement s’étend à tout espace probabilisé sur lequel existe une

semimartingale dont les trajectoires sont à variation infinie.

Résultat 3. Ce résultat est beaucoup plus ancien, et n’est pas souvent

rapproché du problème de grossissement des tribus . Supposons que l’on
ait pour tout t

(2) p.s.

Alors toute martingale continue à droite X par rapport à (Ft) est encore
une martingale/(Gt), et la réponse au problème du grossissement est tri-
vialement positive. Vérifions cela . Il nous suffit de montrer que pour

st on a après quoi on passe à par continuité à

droite. Soient j Fs-mesurable bornée, et h borélienne bornée sur R+ ;
il s’agit de prouver que

E[j.Xs.h(LAs)] = 
Nous pouvons encore nous limiter au cas où h est une indicatrice d’inter-

valle [O,a] . Alors si sa, et dans ce cas l’égalité est éviden-

te. Si s>a, la relation à établir s’écrit

(3) 

Nous pouvons remplacer dans les deux membres I{L~a} par qui

d’après (2) est Fa-mesurable, donc Fs-mesurable, et l’égalité (3) se

réduit alors à la propriété de martingale de X par rapport à 

La propriété (2) est celle qui se trouve réalisée dans la construction

des "temps d’arrêt flous" à partir des processus décroissants ( ce volu-

me ) ; elle est vraie aussi si L est indépendante 

On notera que l’idée commune aux résultats 1-2-3 est que la connais-

sance de LAt ne doit pas apporter "trop d’information" sur Ft. Les pro-
grès futurs sur le problème du grossissement consisteront probablement
à préciser cette idée de manière quantitative.
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ENONCE DES THEOREMES DE YOR

Nous conviendrons que F.. =F...
Yor établit un résultat principal, concernant les v.a. honnêtes, et

un résultat subsidiaire que nous énoncerons ensuite.
Une v.a. L est dite honnête si elle satisfait à la condition suivante

(4) Pour tout t, il existe L’t Ft-mesurable telle que L==L’ sur 
Il suffit en fait de supposer une condition un peu plus faible :

(4’) Pour tout t>0, il existe ~ telle que sur {Ltj J
En effet, 1~ = liminf n satisfait alors à (4). Noter aussi que
(4’) s’améliore d’elle même : la v.a. L. = liminf est égale à

L sur )Ld:}, et elle est 

Par exemple, si L est la fin d’un ensemble progressif A

L(w) = sup ( t : (t,(o)eA j }
on peut prendre pour T~ dans (4’) la fin de l’ensemble AD[[0,t[[ e 
et nous verrons plus loin que, réciproquement, toute v.a. honnête est la
fin d’un ensemble optionnel.

Le théorème principal de Yor est alors le suivant :

THEOREME 1. Si L est honnête, toute semimartingale X par rapport à (F.)
est encore une semimartingale/(Gt), et l’on a

(5) c!!xf! " °

Ici et dans toute la suite, c désigne une constante universelle ( qui
peut changer de place en place ). D’autre part, les normes H1 de semimar-
tingales sont celles introduites par Emery : X appartient à-g1 si X=M+A,
où M est une martingale de H1 au sens usuel ( et A est
un processus à variation intégrable prévisible nul en 0, et alors .=

E[[M,M]1/2~]+E[~0dAs ]. 

Le résultat subsidiaire ( démontré indépendamment par Azéma-Jeulin,
Meyer, Yor1) n’exige aucune condition sur L ; il est du même type, mais
concerne seulement une moitié du processus.

THEOREME 2. Sans condition sur L, pour toute semimartingale X par rapport
à (Ft), l’arrêtée X est une semimartingale/(Gt) et l’on a

(6) ~XI~H1(Gt) ~ c~X~H1 (Ft) 
.

1. Les démonstrations d’Azéma-Jeulin et Meyer utilisaient des arguments
du type "mesure de Foellmer". On trouvera dans l’article de Yor ( ce vo-

lume ) plusieurs démonstrations très simples.
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Nous passons à la démonstration des deux théorèmes. Nous ne démontrons

sur les v.a. honnêtes que les résultats qui nous sont absolument indis-

pensables.

VARIABLES ALEATOIRES HONNETES

Reprenons l’expression (1). Il est clair que Çt et Ft induisent la
même tribu sur Remplaçant t par t+e et faisant tendre e vers 0,

nous voyons que ( sans restriction sur L )
Gt et F.~ induisent la même tribu sur 

Si L est honnête, il résulte de (4) que Gt et Ft induisent la même tribu
sur aussi ( et cela équivaut d’ailleurs au caractère honnête de

L ), On en déduit aussitôt que 2t est engendrée par Ft et par la parti-
tion ( {h>t ~ , ~~t ~ ) , et par conséquent

LEMME 1. Supposons L honnête. Alors une v.a. Y est Gt-mesurable si et
seulement si elle admet une écriture

(7) Y ~ avec U, V 

De même Y est G. -mesurable si et seulement si elle admet une écriture

(8) Y = + avec U,V Ft--mesurables.

Lorsque L n’est pas honnête, on peut seulement affirmer que, si Y

est Gt--mesurable, il existe U Ft--mesurable telle que Y=U sur 
et de même pour Gt’Ft .
LEMME 2. Supposons L honnête. Alors un processus Y est prévisible/(Gt)
si et seulement s’il admet une écriture

(9) Y = JI[[0,L]] + avec J,K prévisibles/(Ft) .
Noter que si Y est borné, on peut toujours ( par troncation ) suppo-

ser J et K bornés par la même constante. Si L n’est pas honnête, on peut
encore affirmer l’existence de J prévisible/(Ft) égal à Y 
DEMONSTRATION. Notons P la tribu prévisible/(Ft), 03C1 la tribu engendrée
par P et la partition ([[0,L]] ,]L,oo[), qui est contenue dans la
tribu prévisible/(Gt). Pour montrer que ces deux tribus sont en fait
égales, il nous suffit de démontrer que P contient les ensembles de la

forme [a,oo [ x A = H , où A appartient à 
Nous choisissons B et C appartenant à Fa_ , , tels que B et A aient

même intersection avec et de même C et A avec et nous

formons l’ensemble suivant, qui appartient à la tribu P

HO = 
Et nous constatons que H et HO ont même intersection avec et
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avec ( [a, oD Q , La différence symétrique est donc
contenue dans l’ensemble { (t,w) : 

Nous essayons alors d’améliorer l’approximation : la différence sy-
métrique entre et est contenue dans l’ensem-
ble {(t,w) : donc aussi dans l’intervalle stochas-
tique Nous recommençons cette construction sur l’in-

pour obtenir que 
ne diffèrent que d’une partie de JJ Z,Z+2-n]] , et

ainsi de suite pour la construction de H2,H3... Posons alors
Rn = ~ Ia+k2~,a+(k+l)2~[[n 1 Hk

nous voyons que Hn appartient à ~ , et que L’inter-
section de ces intervalles stochastiques étant vide, on voit que I~ con-
verge simplement vers et finalement H appartient à ? .

DEMONSTRATION DU THEOREME 1

Indiquons d’abord notre plan : nous allons choisir un processus Y

prévisible/(Gt) élémentaire, donc de la forme

1 J (t )H1 (w)+ , n-1’ t 
avec Ho étant bornée par 1 et mesurable pour 

H. 1 étant bornée par 1 et Gt -mesurable pour i>0. Nous allons montrer
que pour toute martingale X de la famille on a

( 10) [ YsdXs ]~ ~ - H 1 ( Ft )
L’intégrale au premier membre n’est pas une intégrale stochastique -
celle-ci n’aurait pas de sens a priori - mais l’intégrale triviale d’une
fonction étagée continue à gauche par rapport à une fonction continue à
droite, i.e. une somme discrète. Prenant le sup sur tous les Y, nous
obtiendrons que si X appartient à H1(F ) , , X est une quasimartingale/(Gt)
de variation moyenne au plus égale à 

1 (Ft) 
.

Mais alors, X sera une semimartingale/(Gt) admettant une décomposition
X==M+A , où M est une A un processus à variation finie

prévisible/(Gt), et la variation moyenne n’est autre que 
Nous aurons alors 

1 , 
, puis 

, et finalement ( Ft ) (5). Le passage aux semi-
martingales quelconques se fait alors par localisation.

Il suffit donc de démontrer (10). Pour cela, nous écrivons Y à la
manière du lemme 2

(11 ) 
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où J et K sont prévisibles/(Ft) et bornés par 1. Nous introduisons les
deux martingales M=J.X , ( il s’agit ici d’intégrales stochasti-

ques véritables, J et K n’étant pas nécessairement étagés ). Nous avons

( 12 ) = ~O JsI[[0,L]](s)dXs + ~OKsI]]L,~[[(s)dXs
avec des intégrales stochastiques triviales. Admettons pour un instant

que ces intégrales aient leurs valeurs 
" évidentes" : MZ et N~ -NZ , et

achevons la démonstration. Tout est trivial si X n’appartient pas à H1 ; ;
supposons donc de sorte que M et N sont uniformément intégrables.

Nous avons la liberté de choisir K nul en 0, et alors 

de sorte que

= 

et il nous suffit de démontrer que Or soit (Bt) la pro-
jection duale optionnelle du processus croissant et soit (Zt) la
martingale I~t] ; nous avons (voir aussi note - à la fin )

(E[M Z ] ( ~OMsdBs] I Z °° ] I ~ c~M~H1~Z~BMO

Or nous avons et il est bien connu que IIZIIBMO est bornée

par une constante universelle.

Avant de justifier la phrase soulignée, indiquons comment on démontre

le théorème 2. Avec les mêmes notations, il s’agit de majorer , non plus

mais D’autre part, Y s’ é crit JI [ 0 L] +
où J est toujours prévisible/(Ft) borné par 1, mais où l’on

ne sait plus rien sur K - cela n’a aucune importance : dans la formule

(12), écrite avec X~ au lieu de X , la seconde intégrale est nulle, et

l’on retombe donc sur les mêmes majorations.

UN RESULTAT DE LOCALISATION

Nous passons à la justification de la propriété admise, et nous al-

lons la faire sous une forme un peu plus générale.
Dans quel cas, X étant une semimartingale/(Ft), savons nous définir

l’intégrale t Y dX d’un processus Y borné et continu à gauche, mais
0 S s

non adapté ? Il y a bien sûr le cas où Y est étagé, mais plus généra-

lement cela peut se faire dès que Z étant un processus dont

les trajectoires sont des fonctions à variation finie. On pose alors

tOZs-dXs = ZtXt - tOXsdZs
( pour simplifier, on suppose X nulle en 0 ). Dans ces conditions, on a

le lemme suivant, qui entraine le résultat précédemment utilisé
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LEMME 3. Soit x une semimartingale, et soit Z processus non ad~apt_é
dont les trajectoires sont des fonctions à variation finie. On suppose

que sur un intervalle stochastique ]] U,V]] ( U et V ne sont pas nécessai-
rement des temps d’arrêt )Z coincide avec un processus prévisible lo-
calement borné J, et l’on pose J.X=M . On a alors p. s. sur 

( 13 ) i Zs-dXs = MV-MU

DEMONSTRATION. En considérant le saut des deux intégrales en V, on se

ramène à l’étude de l’intervalle ]]U,V[[ . Tout revient alors à démon-
trer que pour tout couple de rationnels (u,v), avec uv, on a

vuZs-dXs = Mv-Mu p.s. sur l’ensemble 

ou encore que, sur l’ensemble , on a

Mv-Mu = vuJsdXs = ZvXv - ZuXu-vuXsdZs
Posons 2t = 0 pour tu , pour t>u , et restreignons la loi P

à 03A9uv . D’après le théorème de Girsanov sous la forme due à Lenglart,
on n’a pas changé les intégrales stochastiques en changeant de loi, et

pour la nouvelle loi, le processus Z est devenu un processus à variation
finie adapté , et la relation se réduit à la formule d’intégration par

parties pour les intégrales stochastiques :

vuZs-dXs+vuXsdZs = ZvXv-ZuXu.

REMARQUE FINALE. Nous avons promis plus haut de montrer que toute v.a.

honnête est la fin d’un ensemble optionnel, résultat qui est " connu "

mais n’a jamais été écrit. Soit L honnête. Pour t rationnel, soit Li
Ft-mesurable telle que Li=L sur quitte à remplacer Li par LiAt
nous pouvons supposer Ensuite, pour t réel, soit At = supsQ Zt ’
c’est un processus croissant adapté, il est continu à gauche, 

s~ 
on a

pour At=L pour t>L, et donc AL+=L. Il est alors clair que L
est la fin de l’ensemble optionnel ( t : 

UNE GENERALISATION DES RESULTATS CI-DESSUS

Nous allons indiquer maintenant une généralisation simultanée du
" résultat 1 " donné au début, et du théorème de Yor. Considérons un

processus croissant (Nt) à valeurs entières et finies , , continu à droi-

te ; nous conviendrons que mais NO n’est pas nécessairement nul.
Désignons par Gt la tribu de sorte qu’une v.a. Y est 

rable si et seulement si elle peut s’écrire

Y = ~ avec Uk F.-mesurable pour tout k .

Il est clair que Gt contient Ft ( donc aussi les ensembles P-négligeables),
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et qu’une v.a. qui est Gt+~-mesurable pour tout e>0 est Gt-mesurable,
mais la famille de tribus (Gt) n’a pas de raison a priori d’être crois-
sante, et notre hypothèse va consister à supposer qu’elle l’est effecti-
vement, ce qui revient à dire que

pour tout t et tout st , Ns est mesurable par rapport 
Cette hypothèse est satisfaite lorsque Nt=NO pour tout t ( adjonction
d’une partition fixe aux Ft ) , et elle l’est aussi lorsque Nt ne prend
que les valeurs 0 et 1 ( alors le processus (Nt) est caractérisé par l’
instant L auquel se produit son unique saut, et l’hypothèse ci-dessus
signifie que L est honnête ). Nous allons montrer que sous cette hypo-
thèse, toute semimartingale/(Ft) est encore une semimartingale/(Gt).
Mais ce résultat ne parait pas merveilleusement intéressant, et nous

nous bornerons à esquisser la démonstration.
Nous pouvons d’abord travailler sur un intervalle borné [0,a]. Comme

Na est une v.a. entière finie, cela nous permet de nous ramener, par un
changement de l’échelle du temps, au cas où N~ est une v.a. entière
finie. Bans ce cas , il nous suffit de montrer que toute semimartingale
X par rapport à (Ft) est une semimartïngale/(Gt) pour la loi

Q n CA) = 1

et comme X est une d’après le théorème de Gir-
sanov, nous pouvons remplacer P par Q , i.e. supposer que le nombre
total des sauts du processus (Nt) est égal à n . Notons Z1,Z2,...Zn les
instants successifs de ces sauts. On procède alors exactement comme dans
la démonstration de Yor, en montrant que tout processus prévisible/(Gt)
s’écrit

Y - +... + 

où les J. sont prévisibles/(Ft). Puis on considère une martingale X
par rapport à (F ), appartenant à H 1 (F.) - il faut prendre garde ici que
notre loi de probabilité n’est plus la loi initiale : nous en avons

changé de manière à supposer que (Nt) a au plus n sauts. Et l’on montre
que 

~X~H1(Gt) ~ 2(n+1)~X~H1(Ft)
par le même procédé que dans la démonstration de Yor.

NOTE p.6 : si on veut éviter le recours explicite à l’inégalité de

Fefferman, écrire simplement 1( inégalité de Davis)
 . C’est peut être plus direct, mais H’ rappelons que la

meilleure démonstration de l’inégalité de Davis utilise Fefferman.


