PAUL-ANDRE MEYER
Sur un théoréme de J. Jacod

Séminaire de probabilités (Strasbourg), tome 12 (1978), p. 57-60
<http://www.numdam.org/item?id=SPS_1978 12_ 57_0>

© Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York, 1978, tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire de probabilités (Strasbourg) (http:/portail.
mathdoc.fr/'SemProba/) implique 1’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou im-
pression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SPS_1978__12__57_0
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1976/77

SUR UN THEOREME DE J., JACOD
par P.A, Meyer

1.Considérons un espace mesurable (O,£°,(£§)) filtré par une famille
continue & droite, et un processus cédldg. (Xt) adapté & cette filtra-
tion. Jacod a démontré le remarquable théoréme suivant : pour abréger,

appelons lois de semimartingasles les lois P sur Q pour lesquelles le

processus X est une semimartingale par rapport & la famille (Eg) aug-
mentée de tous les ensembles P-négligeables. Alors
L'ensemble des lois de semimartingales est convexe .

Plus précisément, au moyen d'une technique due & C, Stricker, on peut
montrer que cet ensemble est dénombrablement convexe. Voici une applica~
tion de ce résultat.

Soit P une loi de semimartingale, que nous laisserons fixe dans la
suite ; comme nous ne travaillerons que sur des lois absolument conti-
nues par rapport & P, nous pouvons supposer que les ensembles P-négli-
geables ont été adjoints a EO , et enlever le ° de g% . Considérons une

partition dénombrable P en ensembles F-mesurables A, . Pour simplifier
le langage, nous supposerons que P(Ai)>0 pour tout i ( cela exclut le

cas des partitions finies, mais celui-ci ne pose évidemment aucun pro-
bléme nouveau ! ). Nous désignons alors par zt la tribu engendrée par

Et et P , et nous avons

THEOREME 1. X est une semimartingale par rapport & la loi P et a la
famille (E,).

DEMONSTRATION, Nous abrégerons l'expression en énongant cela sous la
forme " X est une semimartingale /(P,E)" . Notons Qi la loi condition-
nelle Qi(B)zP(AiﬂB)/P(Ai). Alors

X est une semimartingale /(Qi,z ) parce que Qi<<P ( théoréme de Gir-
sanov amélioré par Lenglart ).

Donc X est aussi une semimartingale/Qi par rapport & la famille (gt)
augmentée de tous les ensembles Qi-négligeables. Comme Qi(Aj)=O ou 1,

on voit que
X est une semimartingale /(Qi'z)

Mais alors, comme P=)_ P(4;).Q; , le théoréme de Jacod entraine que X
est une semimartingale/(P,F ).
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La signification de ce théoréme mérite d'étre soulignée : nous sommes
en train de mesurer le bouleversement produit, sur un systéme probabi-
liste, lorsqu'on va consulter un prophéte & l'instant O pour savoir
lequel des événements Ai va se réaliser, S'il répond "i" , la loi P
devra étre remplacée par Q ( & moins que le prophéte ne soit jeté dans
une citerne!), et 4 1l'instant O- précédant la consultation, la probabi-
1ité de la réponse "i" est P(Ai)’ de sorte que le systéme probabiliste
tenant compte de la prophétie est (Q,P, (Et))'

Un probléme voisin, mais plus intéressant peut étre, consiste & me-
surer le bouleversement produit, sur un systéme probabiliste, non pas
en forgant des connaissances i l'instant O, mais en les forgant progres-
sivement dans le systéme. Par exemple, sur un systéme discret, en rem-
plagant F, par EO—T(EO,AO), F, par £1=£(£O,AO,A1), ete ( ce qui revient

4 décider que la v.a, )_ n.IAn est un temps d'arrét de la nouvelle fa-

mille )., Je ne sais rien pour 1l'instant sur ce probléme.

2. Nous allons maintenant essayer de chiffrer ce bouleversement de ma-
niére précise, Pour cela, nous empruntons au travail " sur un théoréme
de C.Stricker" ( Séminaire XI ) la définition de la norme §1 des semi-
martingales, et quelques unes de ses propriétés. Nous disons qu'une
semimartingale X appartient & §1 si elle peut s'écrire sous la forme
M+A, ol la martingale M appartient & 21, et ol A est un processus & va-
riation intégrable ; il existe alors une telle décomposition pour laquel-
le A est prévisible, et nous supposerons ce choix fait. Dans ces condi-
tions nous avons

E[/|dAS|] = Var(X)

D'autre part, nous avons X=M+A, M=X-A, donc

ELJI, VT, < ELJIX,XT +E0VIE, 5], ], ELVIG KT I<EW/IN M J+EL/IA, BT, ]
et comme E[JTE,AT_] = B[(Z AAz )1/2] < E[EIAAS|] < E[/IdAsl], on com-
prend pourquoi l'espace §1 peut étre défini par la norme

1
Wl gy = BRI + Verg() (1)

La famille de tribus intervient dans la définition de cette norme, non
pas dans le premier terme, mais dans le second ol interviennent implici-
tement des conditionnements. C'est pourquoi il faut distinguer soigneu-
sement la norme de X en tant que semimartingale/(szg), notée "X"H1(P)’
et la norme de X en tant que semimartingale/(P,Ek», qui sera notée par
abus de langage "X"H1(?) .

1. Autre norme équivalente : EP[X*]+VarP(X) .
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Nous empruntons encore au méme travail la remarque suivante : si P
est un barycentre I AiQi de lois de semimartingales, nous avons
*
(%) Var,(X) = I AiVarQi(x)

En fait, c'est & la "loi P" , c'est 4 dire & la loi P sur l'espace fil-
tré (Q, (Zt))’ que nous appliquerons cette formule,

Le théoréme suivant est vraiment curieux, car c'est la premiére fois
( me semble £'il ) que la notion d'entropie apparalt de manidre naturel-
le hors de la théorie ergodique. Malheureusement, c'est un résultat trés
faible , 1l'appartenance a ggg étant une condition par trop restrictive.

THEOREME 2 , Supposons gue la partition P soit d'entropie finie. Alors

toute martingale/(P,(gt)) qui appartient 3 BMO appartient & §1 en tant

que semimartingale/(P,@&)).
DEMONSTRATION, Le terme en E[J/[X,X]= ] ne dépendant pas de la famille
de tribus, c'est Var—(X) qu'il faut estimer. Pour cela, nous estimons

VarQ (X) - par rapport & la famille (F ) ou (? ), cela revient au méme,
pulsque les ensembles de la partition ont probabillte 0 ou 1 pour Q

et appliquer la formule (*) du haut de la page., Nous omettons temporal—
rement 1l'indice i en écrivant Q,A au lieu de Qi’Ai . Soit N la martinga-
le fondamentale donnant la densité de Q par rapport & P, soit

1
Ny = 7y P{A|R,
Par rapport & la loi Q, X admet la décomposition canonique de Girsanov
t 9 T
X = (X - cf) Ns_d<X,N>s ) + é -ﬁg_d<x,1\1>s
o 1 00
de sorte que Vary(X) = EQ[é Nsld<X’N>S|] = EP[é la<X,®>_|] <

clXllgno "N"H1(P) . I1 reste & évaluer cette derniére norme.

Pour cela, nous remplagons N par H=P{A|£t¥. Nous appliquons 1'inéga-
1ité bien connue de Doob
* +

ELH Jg2(1+EHE_ logH ]
non pas 4 H elle méme, mais & tH (t>1), ce qui nous donne

Bl B ] < £( 1 + tlogtP(4))
Prenons t=1/P(A) , il vient

E(H*] < 2( B(4) + R(4)log prgy )
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Nous avons alors :
E[N*] < 2( 1 + log prpy )

et pour finir ( en changeant de constante c )

VarP(X) < c"X"BMO o z; P(Ai)log‘Pr%ET +1)



