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Université de Strasbourg

Séminaire de Probabilités 1977/78

REGULARITE ET PROPRIETES LIMITES DES FONCTIONS ALEATOIRES

par Constantin NANOPOULOS et Photis NOBELIS

Une grande partie de la Théorie moderne du Calcul des Probabilités est
consacrée a l'analyse aléatoire., Trés rapidement avec le développement des outils
appropriés, les chercheurs se sont intéressés a la régularité des trajectoires
des fonctions aléatoires et plus particuliérement & la majoration et la continuité
de celles—ci, Dans cette direction d'étude, le probléme essentiel est de trouver
des conditions suffisantes et éventuellement nécessaires pour qu'une fonction
aléatoire ait presque slirement ses trajectoires majorées ou continues. Durant
ces vingt derniéres années, deux familles de fonctions aléatoires ont attiré les
efforts des Probabilistes : les fonctions aléatoires gaussiennes d'une part et,
d'autre part, les fonctions aléatoires dont les lois ou les moments des accroisse-

ments se comportent de maniére réguliére,

L'étude des fonctions aléatoires gaussiennes trouve son origine dans
celle du mouvement Brownien. Les premiers résultats, ol l'utilisation du caractére
gaussien est apparue, concernent les fonctions aléatoires définies sur [0,1]n
et sont basés sur des découpages de plus en plus fins de cet ensemble (X. Fernique
[8]). La méthode de 1'e - entropie, introduite par R.M. Dudley ([4]), a permis
de généraliser les résultats précédents en faisant intervenir la structure topolo-
gique induite par la fonction aléatoire gaussienne sur l'ensemble ol elle est
définie, Par la suite, A, Garsia, E. Rodemich et H. Rumsey ([14]) ont obtenu
des conditions suffisantes de continuité basées sur la convergence uniforme d'un
développement orthogonal des fonctions aléatoires gaussiennes définies sur [0,1].
C. Preston ([25]) a généralisé ces résultats. En 1975 X. Fernique ([11]) a intro-
duit dans 1'étude des fonctions aléatoires gaussiennes, la méthode des mesures
majorantes dont les outils essentiels sont les fonctions de Young et les espaces
d'0Orlicze. Nous reviendrons par la suite sur cette méthode qui est 1l'objet essen-—

tiel de notre travail,
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L'étude des fonctions aléatoires & accroissements réguliers a débuté
par les travaux de A. Kolmogorov et par ceux de M, Loéve ([22]). Par la suite,
plusieurs auteurs ont travaillé dans cette direction, Citons par exemple J, Delporte,
P, Bernard ([1]), A. Garsia et E. Rodemich ([13]), R.M. Dudley ([5]) et M.G. Hahn
([16]). Les hypothéses portent essentiellement sur la régularité des moments des
accroissements, Les conditions suffisantes sont basées sur des approximations des
accroissements sur des intervalles de plus en plus fins,

Dans notre travail, nous montrons que la méthode des mesures majorantes
est générale et permet de mettre en évidence les similitudes qui existent dans
les différentes méthodes d'étude des trajectoires de fonctions aléatoires. Elle
est basée sur une représentation par une intégrale dans des espaces d'Orlicz, d'une

approximation de la fonction aléatoire étudiée,

Dans la premiére partie, nous exposons briévement les notions et les
résultats essentiels sur les fonctions de Young et les espaces d'Orlicz que

nous utilisons par la suite,

Le premier chapitre est consacré a la présentation de la méthode des
mesures majorantes dans toute sa généralité., Nous 1l'appliquons d'abord aux
fonctions numériques pour aborder ensuite les fonctions aléatoires. Sous certaines
hypothéses d'appartenance & un espace d'Orlicz, nous obtenons une conditions suf-
fisante pour qu'une fonction aléatoire ait presque sfirement ses trajectoires

majorées, a savoir l'existence d'une mesure de probabilité u , telle que :

(1) 1
sup —_—

5 Jdu<e ,
t€T o mn (BB(t’u))

ou ¢ est une fonction de Young et & un écart, liés tous deux a la fonction
aléatoire étudiée. Pour la continuité des trajectoires, la condition suffisante

que nous obtenons s'écrit :
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€
lim sup ‘f §-1(_E—l—_) du=0 .
elo t€T o " (BG(t,u))

Toutes les hypothéses que nous faisons, sont naturelles, La mesure p est une

mesure majorante, La suite de notre travail montre l'efficacité de cette méthode.

Les deux parties suivantes sont des applications directes. Dans un
premier temps, nous étudions la famille de fonctions aléatoires associées a des
fonctions de Young de type exponentiel, Nous obtenons des généralisations des
résultats de X. Fernique ([11],[12]), de R.M. Dudley ([5]) et de N.C. Jain et
M.B. Marcus ([19]). Nous montrons également que la méthode d'Orlicz, introduite
par X. Fernique ([10]), qui est plus générale que celle des mesures majorantes,
tout en reposant sur les mémes principes, peut &tre étendue A cette famille de
fonctions aléatoires, Dans un second temps, nous montrons que la méthode des
mesures majorantes nous permet de retrouver, dans une de ces applications, des
conditions suffisantes de continuité pour des fonctions aléatoires dont le moment
d'ordre r des accroissements est régulier, conditions qui avaient été établies
par des démarches totalement différentes,

La quatriéme partie est consacrée a la nécessité des conditions. Nous
montrons, avec une démarche analogue & celle du cas gaussien (X. Fernique [12]),
que pour des familles particuliéres de fonctions aléatoires, les conditions
suffisantes de majoration obtenues par la méthode d'Orlicz, sont également néces-—

saires,

Enfin, notre travail se termine par l'application de la méthode des
mesures majorantes au Théoréme Central Limite. La majoration uniforme des moments
des accroissements d'une fonction aléatoire que la méthode nous a fournie dans
le cadre de la continuité, nous permet d'obtenir deux résultats originaux : condi-

tion suffisante pour qu'une fonction aléatoire, associée & une fonction de Young
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de type exponentiel ou de type puissance, satisfasse a la propriété du Théoréme
Central Limite, Dans le deuxiéme cas, nous obtenons ainsi une extension d'un

résultat de M.G. Hahn ([16]). -
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O. FONCTIONS DE YOUNG ET ESPACES D'ORLICZ,

Cette partie est consacrée & la présentation de 1l'outil mathématique
que nous utiliserons tout au long de notre travail, & savoir les espaces d'Orlicz
associés aux fonctions de Young et a leurs conjuguées, La plupart des résultats
que nous énongons se trouvent dans l'ouvrage de M.A. Krasnoselsky et Y.,B. Rutitsky

([21]) et dans 1'appendice de 1'ouvrage de J. Neveu ([23]).

0.1. Fonctions de Young.

Une fonction $ définie sur R, est appelée fonction de Young si elle

est continue, paire, convexe et vérifie :

1imﬂ):‘—)=o, 1iml(xx—)=e.

X=0 X—o

Du fait de ses propriétés de dérivation, une fonction de Young & peut s'écrire :
x|
8(x) = [ o(t)at ,
o
ou ¢ R+-°R+ est continue a droite, croissante, s'annule & l'origine et tend
vers 1'infini avec t .
A chaque fonction de Young & on peut associer une autre fonction de
Young Y , appelée conjuguée de & et définie par

¥(y) = sup (x|y] -8(x)) .
X220

Les deux exemples principaux de fonctions de Young que nous utiliserons

dans notre travail sont les suivants :

i) On pose, pour tout «>0 :

§d(x) = J‘IX|(eta-1)dt ;
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c'est une fonction de Young ; on montre que sa conjuguée vérifie

|x] Ve
‘{Ia(x) = f (Log(1+t)) dt .

Pour tout x=0 , on a les évaluations suivantes :
o
X

g(e 2 -1) < %(x) SX(exa—ﬂ ,

et

1
&%{x(log(ﬂx))va S\ya(x) <x(1og(14x)) /o .

On sera amené & utiliser des fonctions de Young de type exponentiel
ayant, a 1'infini, le méme comportement que les précédentes ; on pose

X

no
n!

’

8 (%) —elxla’— z
@1 no < 1

pour «o>0 ,

ii) Pour tout r>1 , la fonction
r
X
Qr(x) = 'L—rl'_ ’

est une fonction de Young et sa conjuguée est du méme type, & savoir ‘i’r(x) = Qr,(x)
ol r' est le nombre réel conjugué de r.-
Une fonction de Young & et sa conjuguée Y vérifient, pour tout

x20 et y20 1'inégalité suivante, appelée inégalité de Young :
xy < 3(x)+¥(y) «

Dans le cas des fonctions de type exponentiel nous utiliserons une
inégalité différente, mais plus efficace., Pour o >0 et pour tout x20 et

y20 , on montre que :
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v,
xy < 2[y(1og(1+y)) Q+§a(x)] ’

et

1
(0.1.1) xy s y(2log(1ey)) /Zrc (g, ()

ol 1

J+1
cla) = 2["“' " ([&]-1-1)! )

avec [t] désignant la partie entiére de t .
On dit qu'une fonction de Young & vérifie la condition (Az) , s'il

existe une constante K>0 et xozo , tels que, pour tout xzxo , on ait :
8(2x) <x3(x) .

Les fonctions vérifiant cette condition sont d'un intérét particulier. Dans
([21]) sont donnés plusieurs critéres de vérification de la condition (Az) par

une fonction de Young ou par sa conjuguée.-

0.2, Classes et espaces d'Orlicz.

Soient (T,d) un espace métrique séparable , J 1la tribu engendrée
par les d -boules ouvertes de T et pu une mesure de probabilité sur (T,U) .
On appelle classe d'Orlicz sur T associée & la fonction de Young & , 1l'ensemble,

que l1l'on note Lﬁ(T,p,) , des fonctions f définies sur T , telles que :
[ a(e(t)au(t) <= .
T

Une propriété caractéristique des classes d'Orlicz est que 1l'espace
des fonctions p-intégrables sur T , noté L1(T,p,) , est la réunion, sur toutes
les fonctions de Young & , de toutes les classes d'Orlicz L@(T,u,) .

Certaines classes LQ(T,u) sont des sous-espaces vectoriels de RT H
c'est le cas si et seulement si & vérifie la condition (A2) .

Si ¥ est la fonction conjuguée de & , on appelle espace d'Orlicz
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sur T associé a la fonction de Young & 1'ensemble, que 1'on note LQ(T,u) ,

des fonctions f , définies sur T , telles que pour tout g(ELY(T,u) , On a:
[ 2(0)g(t)au(t) <= .
T

Tout espace d'Orlicz est un sous-espace vectoriel de RT s i1 contient
la classe d'Orlicz correspondante et il y a égalité si et seulement si @ vérifie
la condition (Az) . Une autre différence est que deux fonctions de Young définis-
sent 1la méme classe d'Orlicz si et seulement si elles sont égales ; par contre
il suffit qu'elles soient équivalentes & 1'infini pour qu'elles définissent le
méme espace d'Orlicz.

Tout espace d'Orlicz est muni de deux normes équivalentes ; la premiére,

appelée norme d'Orlicz, est définie par :
llell, , = sup{|[ £(t)g(t)ap(t)]: [ ¥(g(t))au(t) 1},
T T

et la seconde, appelée norme de Luxemburg, est définie par
i . £(t)
(0.2.1) ||f||(§),LL = inf{@>0: _[‘T (=5 )au(t) s 13 .

L'espace LQ(T,u) muni de 1'une de ces deux normes est un espace de
Banach, De la définition de la norme de Luxemburg on déduit qu'une condition né-
cessaire et suffisante pour que fEIﬁ(T,u) est qu'il existe une constante B>0
telle que :

[ a(ge(e))au(t) <= .
T

Les résultats précédents, appliqués aux fonctions de Young de type

exponentiel, nous donnent :
[} 3
o o,
L%t = L7 (T,0) ,
et

1
—|f £ o
2e " “ (Qa’1)'us‘| ”(QQ,):IJ'SC(Q)”-E”(QQ, 1)»U'

I
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Certaines formes linéaires, définies sur LQ(T,].L) ou sur LY(T,u.) ,
peuvent &tre majorées a partir des normes précédentes ; en effet, pour tout &lé-
ment f de LQ(T,u) et tout élément g de LY(T,p,) , on a les inégalités,

appelées inégalités de H8lder généralisées,
1 #®a(eau(e)] <l Sl )., o

[[ #(®)g(®au(e)] =llell 4y Nslly |, -

Nous utiliserons souvent les normes de fonctions indicatrices. Voici
quelques-unes de leurs propriétés :

pour tout élément £ de LQ(T,p.) on a :

aBET, AcB = [[1yflq), < litsfll (), , = IElay -

pour toute constante >0 , telle que Q(Bf) soit - intégrable, il existe un

nombre réel T7>0 , tel que :

(0.2.2) AeT, u(m)=n = |1,ll gy s% ,

pour tout A€J , tel que u(A)>0, on a :

_ =-1,_1
Iyl = B )
et
1
Iglsy = = -
8),u - -1, 1
T Gy
Enfin pour les fonctions de Young de type exponentiel nous avons 1l'éva-

luation suivante des normes d'Orlicz de leurs conjuguées : pour toute fonction £

on a 3

1
le] .\ 7
1 £ o
lell, = [ |£](1og(1+ ) Yapsx@el,
2(1+3.21/°’) Ly""“ IT lefldu Yo,
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1 2
avec K(a) = exp(1 + 3 o9 a/e) , et

1

(0.2.3) z
(1+3C (a)z /ar)

lell,

oz,1’p'

1
/e
< [ 2] (rog(re —EL) Fau <l
a,1
T lefldu '

0.3. Dualité des espaces d'Orlicz.

Notons l’:‘,§ la fermeture de 1l'ensemble des fonctions bornées de LQ (T,p.) .
Du théoréme de Lusin nous déduisons que E:§ est également la fermeture de
1'ensemble des fonctions continues de LQ(T,p.) 3 donc EQ est séparable, Le résultat
le plus important est que pour toute forme linéaire £ , définie sur E§ , conti-

nue, il existe un élément g de LY(T,u,) , tel que pour tout fEEQ , On a

2(8) = [ £(t)g(t)an(t) ;
T

® est L‘y(T,u) .

c'est-a-dire que le dual topologique de E
Un cas particulier intéressant est celui o & vérifie la condition

(AZ) ; en effet celle—ci est une condition nécessaire et suffisante pour que

EQ = LQ(T,p.) et on a alors les propriétés précédentes pour LQ(T,p.) « C'est le

cas, par exemple, pour les espaces L ¥(T,u),@>0.-



578

I. MAJORATION ET CONTINUITE DES FONCTIONS ALEATOIRES REELLES,

METHODE DES MESURES MAJORANTES.

Cette premiére partie de notre travail, comme nous 1l'avons annoncé.dans
1l'introduction, est consacrée & la présentation dans son cadre le plus général de
la méthode des mesures majorantes., Elle est divisée en deux parties, Dans le
premier paragraphe nous juxtaposons les théorémes de A, Garsia et de C. Preston.
Ensuite nous développons la méthode de mesures majorantes et nous montrons ses
similitudes et ses différences avec les deux premiers résultats. Dans le deuxiéme
paragraphe nous abordons 1'étude de la régularité des trajectoires de fonctions
aléatoires réelles, La méthode nous donne des conditions suffisantes pour que
celles—ci aient presque slirement leurs trajectoires majorées ou continues, Nous
discutons en détail des hypothéses que nous faisons et nous montrons que malgré
le formalisme des espaces d'Orlicz elles sont naturelles,

Une partie des paragraphes est consacrée a 1'étude des fonctions
de Young de type puissance qui nous donnent par des calculs plus précis, dans

certains cas, des conditions plus faibles,

1.1 Majoration et continuité de fonctions réelles.

Méthode des mesures majorantes.

Les résultats généraux sur la majoration et la continuité des trajectoi-
res de fonctions aléatoires réelles, que nous obtiendrons dans le deuxiéme
paragraphe de ce chapitre, sont des applications de résultats concernant les
fonctions réelles, que nous allons établir dans ce paragraphe.

La méthode des mesures majorantes nous permettra d'améliorer le résultat de

C. Preston ([24]).

Dans un premier temps nous rappellerons le théoréme de A. Garsia,

E. Rodemich et H. Rumsey ([14]), qui concerne des fonctions définies sur [0,1].
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Ensuite nous nous placerons dans un espace métrique quelconque et nous donnerons
le théoréme de C. Preston ou apparaissent dans 1'étude de la continuité, les

espaces d'Orlicz associés a des fonctions de Young.

La suite du paragraphe sera consacrée & la méthode des mesures majorantes.
Nous énoncerons le résultat de majoration et celui de continuité dans le cadre
le plus général possible, Nous en déduirons des corollaires qui améliorent sen-
siblement le résultat de C. Preston, Nous verrons que les résultats finaux dé-
pendent essentiellement de la fonction de Young utilisée et la méthode des mesures
majorantes n'étant pas tout a fait unitaire, nous mettrons en évidence certaines
classes de fonctions, les fonctions puissances, ou les conditions optimales
s'obtiennent de maniére différente, Mais 1'idée de la méthode est toujours la
méme : par une décomposition "standard" nous obtiendrons une représentation
intégrale dans des espaces d'Orlicz et nous utiliserons 1l'inégalité de H8lder

généralisée,

Le premier résultat qui a utilisé justement la technique de représenta-
tion par une intégrale est celui de A, Garsia, E. Rodemich et H. Rumsey ([14]).

Le voici :

THEOREME 1.1.1. = Soit £ une fonction définie et continue sur [0,1] , muni de

la distance usuelle, Soit & wune fonction définie sur R , positive, paire,

croissante sur R+ et tendant vers 1'infini avec x , Pour tout x supérieur

a Q(O) on pose

§_1(x) = sup{y: 3(y) sx}.

Soit de plus p une fonction définie sur [-1,1] , positive, paire, croissante

sur [0,1] , continue et s'annulant & l'origine. On suppose que :

B=[[ @(fgx‘_fy Ydxdy <o .
[0,11°
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Dans ces conditions pour tout couple (s,t) € [O,’l]2 , on a @

st
|£(s)-£(t)| <8 [

-1,4B
4 (-2)dp(x) .
b
La démonstration est basée sur un découpage de [0,1] par rapport a la distance
usuelle, & partir d'wmn t_¢ J0,1[ f£ixé. On construit deux suites de nombres

décroissant vers O , (tn;nEN) et (dn:nel\l) , telles que :

[--]
-1, 4B
[£(t)-£(0)| <4 = [p(d,_,)-p(a )]e™ (5 .
n=1 a
n-1
Cette méme inégalité appliquée a £(1-t) , nous permet de majorer [£(0)-£(1)] .

On obtient le résultat en calculant cette derniére expression pour la fonction
Flt') = £(s+t'(t=s)) ,
t'€[0,1] avec ,
5(w) = plust]) .

C'est cette technique de découpage qui est également a la base du résultat de

C. Preston et de celui obtenu par les mesures majorantes., C. Preston ([24]) a
généralisé le théoréme précédent a ume certaine classe de fonctions définies sur
un espace métrique quelconque, Mais il a exigé en revanche que & soit plus ré-
guliére, En fait nous introduisons a partir de maintenant les notions et le langa-
ge des fonctions de Young et des espaces d'Orlicz. Les principaux résultats que

nous utiliserons ont été rappelés dans le chapitre O,

Dans toute la suite (T,d) sera un espace métrique séparable, J la
tribu engendrée par les d -boules ouvertes de T et p une mesure de probabilité

*
sur (T,J) telle que pour tout tE€T et tout r€R, ona:

p.(Bd(t,r))>0 s
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ou Bd(t,r) désigne la d -boule ouverte de centre t et de rayon r . On sup-
pose donc que le support de p est T tout entier. On désignera par § un

écart défini sur T et d-continu, Pour toute fonction £ définie sur T on

~ _ flu)=£(v u,v ,
E) o) = ‘%‘%“(T}p 5(a,v I§<S,Z> : 8(s,t) £0}

ol p sera toujours une fonction définie sur R+ » positive, croissante, s'annu-

notera :

lant et continue a l'origine. Si aucune confusion n'est 2 craindre les indices seront
omis,

C. Preston ([24]) a démontré le théordme suivant :

THEOREME 1.1.2. - Soit £ une fonction définie sur T et vérifiant les deux

hypothéses suivantes :

i) I1 existe & et p , définies comme ci-dessus, telles que

~ 3
£, q€L (TXT, u®pu)

[ <15-1[ ! 2:|dp(2u) <o,
(ine u(a(c,2)))
terT

Dans ces conditions,il existe une fonction fo définie sur T , continue et

K presque partout égale & f , telle que pour tout couple (s,t) €ETXT on a :

dfs,t)

|fo(s)-fo(t)[ 510”?0,61”(¢),u®u j'o 8! 1

(inf p(B(u,v)))?
ueT

)dp(av) .

Remarquons que d'aprés l'hypothése i) la norme de Luxemburg de ¥ , que 1l'on a
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notée (0.2.1) , est finie.

"§p;d'!(§),u®u

Si 1'hypothése intégrale est vérifiée alors la continuité de fo est immédiate
a partir de 1l'inégalité,

Nous verrons par la suite que le résultat de continuité obtenu par la
méthode des mesures majorantes, est vérifié sous des hypothéses moins fortes que
celles du théoréme de C, Preston. En particulier nous 1'énoncerons pour un écart § ,
d —continu quelconque, 1ié ou non a la fonction f . Ceci nous permettra un choix
plus vaste dans 1'étude des fonctions aléatoires.

Nous introduisons les notations suivantes, que nous garderons tout au
long de notre travail, Pour une fonction de Young donnée & , Oon notera Y sa
conjuguée, Soient une fonction £ définie sur T et mesurable, une partie non
négligeable S de J et a un nombre réel strictement positif, Pour tout t€T

et tout entier naturel n on pose :

un(t;svaya)

I‘L(Bn(trsvava)) = U’(B6<t1'in)ns) )
2

fn(t;S,G,a) = G;z?;éjgjgj f; (£.5.5.2) £(w)dp(u) ;

et si IA désigne l'indicatrice de l'ensemble A , pour tout entier n supérieur

a 1, on notera

;
(8 V105,6.8) = T T, (65,53 1B (,5,6,2) xB_(£,5,5,8) (M1¥)

et
§n(u)V;t;sy‘Sra) = gn(urV;t!S:673)—gn(vru;trsi673) .
On se placera toujours dans le cas ol toutes ces quantités ont un sens. S'il n'y

a pas de confusion possible les "variables" t,S,8 ou a seront omises pour

alléger l'écriture.
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La méthode des mesures majorantes, que nous allons exposer en détails

dans le cadre de fonctions, est basée sur la proposition suivante :

PROPOSITION 1.1.3. ~ Soient f wune fonction définie sur T , mesurable et S€J

une partie non négligeable telle que 6(8) , son & -diamétre, soit fini, On suppose

qu'il existe une fonction de Young & et une mesure de probabilité p sur

(T,J) telles que les propriétés suivantes soient vérifiées :

i) La restriction de ?p s a SXS est un élément de LQ(TXT , p.®p,) .
,6 =

ii) Pour tout t€S on a :

lim £ (t;8,6,8(s)) = £ (t) .

n-—-owo

n
iii) La suite de terme général p(é(u,v))gk(u,v;t,s,6,6(8)) est
k=1 "‘

bornée, uniformément en t , dans L‘F(TXT , W® p.) .

Dans ces conditions pour tout t€S on a :

' ©
1 1F T (s
e (t)- Mol fsf(“)du(uﬂ 52”fp,5IS xS”(Q),u@u SSZPS”k-—Z-:'I pgk("s's’s’a(s))n‘i’.u®u :

Démonstration : Malgré la complexité des notations, cell-ci est simple. L'outil

essentiel est 1'inégalité de H8lder généralisée, Nous allons obtenir une repré-

sentation intégrale de f a un facteur de centrage prés. En effet, en effectuant

la somme au deuxiéme membre de 1'égalité qui suit, le choix des rayons des boules

nous donne :
2(6,(0)- ky J_e(aute) = [ S(f(u)-f<v>><k§1 5, (w,v)) 8 u(u,v) .
X =

Les supports des fonctions §k étant inclus dans le complémentaire de 1'ensemble

~

{(u,v) : 6(u,v)= 0} , on retrouve £ g o introduisant le facteur p(8(u,v)) .
’
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Remarquons que si § est une distance on peut se contenter des fonctions et

%%
dans ce cas on n'a pas le coefficient 2 , Les conditions i) et iii) nous permet-
tent d'appliquer 1'inégalité de H8lder et d'obtenir le second membre de 1'inégalité,
L'hypothése ii) nous donne, en faisant tendre n vers 1l'infini, le résultat
annoncé,—

L'importance de cette proposition est capitale. Tout notre travail
s'articule autour de celle-ci et dans la plupart des résultats que nous allons
présenter c'est cette majoration que nous utiliserons. Les hypothéses peuvent
paraitre lourdes ; nous allons les commenter, La propriété i) est fondamentale ;
dans le cas des fonctions elle est trés forte ; par contre pour les fonctions
aléatoires elle devient naturelle ; en effet, nous choisirons un écart § 1ié
a celles—ci de telle sorte que la propriété i) soit toujours vérifiée. La deuxiéme
hypothése est technique, nous la supprimerons de deux maniéres, soit en renforgant
la condition iii) et alors on aura l'existence de fo , soit dans le cas des
fonctions aléatoires par le choix de 1l'écart & qui nous donnera une convergence
presque sfire en tout point vers la fonction étudiée.

Enfin la derniére condition paralt difficile a vérifier ; en fait nous allons en
donner une écriture intégrale, a l'aide de §-1 , du type de celles de A, Garsia
et C, Preston., Nous verrons également que pour certaines classes de fonctions de

Young, les fonctions puissances, nous pourrons calculer directement la norme

d'Orlicz de la série, les majorations seront alors, dans certains cas, plus fines,

COROLLAIRE 1.1.4. - Avec les mémes notations que celles de la proposition précé-

dente, on suppose qu'il existe une fonction de Young & et une mesure de proba-

bilité pu sur (T,S) telles que les propriétés suivantes soient vérifiées :

i) La restriction de ’Ep 5 a SxS est un élément de LQ(TXT, p.®p,) .
, 6 =

ii) Pour tout t€S on a :

lim £ (t35,6,8(s)) = £ (t)

n-—o
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iii) On a :

8(s)
sup 2 p(6u) §_1( 1 ) du <w

SES o v p,2(B6(s,u)ﬂS)

Dans ces conditions pour tout t€S on a la majoration :

8(s)
lfo(t)-m%y jsf(u)du(unsznﬁp,axsxsu(@),u@u f‘é"sf 2 o(iu) P Yau.
o m (Bs(s,u)ﬂs)

Démonstration : Il suffit de montrer que 1l'intégrale de iii) est quatre fois plus
grande que la norme d'Orlicz de la série de la proposition précédente. De 1'iné-

galité triangulaire sur les normes on déduit :

- 1
B = sz —— -1 .
”kz 1 *oille, e x=1 L’“1<“1<-1"( By XBy 4 By, XBk)p”Y'“‘g“

Dans les ensembles de variations des couples (u,v) , en utilisant la

croissance de p et la définition des rayons, on a :
p(8(u,v)) < p(8(u,t)+8(v,t)) ,

sp(—aﬁ%l+§§-) ,

k+1

< o(3 28y - (6 28Dy
2 2

D'autre part d'aprés l'évaluation de la norme d'Orlicz d'une indicatrice et la

croissance de x§_1(%) on a :

- 2ye=le— 1
g xB. IB_ _xB ”v,mu = 2(”‘1<*’“1<-1""‘1<)Q ( 2 )
k k-1 k-1 k ukuk:1uk

< 2“’1(“'](-1 Q-1(uk|‘:k_1) .
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Remarquons que le dernier terme est la norme d'Orlicz de I « En reportant
k-1
on a

B2 3 p(64——)<§'1( ),

21 ok My

x
<4 3 p(6—(—l)§ 1(%)6—%57(%]2— 8(8)y

i
k> 1 k+1 k+1

8(s)
<a I_zL p(6u) §-1( 1

u

o p,Z(BS(t,u)nS)

Ceci nous donne le résultat annoncé.

Le corollaire 1.1.4. justifie le nom de mesure majorante., De maniére

précise on a :

DEFINITION 1.1.5. - Soient (T,d) un espace métrique séparable, J la tribu

engendrée par les d-boules ouvertes de T et § un écart sur T , d -continu,

Si & est une fonction de Young, on dira qu'une mesure de probabilité p sur

(T,3) est une &-mesure majorante par rapport & 6§ si :

8(1)

sup f 2 §—1(—2-—1——) du<ew,
teT ‘o W (Bs(t,u))

Les calculs qui ont été faits dans la démonstration du corollaire 1.1.4.
ne sont pas toujours les plus efficaces, Nous avons en effet utilisé brutalement
1'inégalité triangulaire pour nous ramener au calcul de la norme d'Orlicz de
fonctions indicatrices, calcul que nous savons faire de manidre générale,

La majoration que nous avons obtenue est néanmoins trés précise pour des fonctions
de Young & croissance rapide, par exemple, comme nous le verrons par la suite,

pour la famille de fonctions de Young de type exponentiel, Par contre pour certaines
fonctions de Young, a croissance "lente", ce n'est pas toujours le cas. Pour une

famille entre elles, les fonctions puissances :
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5 () = &ZC (o> 0)

nous pouvons calculer directement la norme d'une somme de fonctions a supports
disjoints., En effet, comme nous l'avons vu dans le chapitre 0 , pour Qr les
espaces d'Orlicz sont les espaces usuels 1T et les normes d'Orlicz et de
Luxemburg sont, a des constantes multiplicatives prés, les normes usuelles.

Le corollaire 1.1.4, avec ces considérations, devient :

COROLLAIRE 1+71.6. = Soit f£ une fonction définie sur T , mesurable et S€J

une partie non négligeable telle que a(s) , son & -diamétre, soit fini. On suppose

qu'il existe un réel r>1 et une mesure de probabilité pu sur (T,Zl') , tels

que les propriétés suivantes soient vérifiées :

i) La restriction 'Fp g 2 Sx8 soit un élément de LT(TXT, p®u) .

ii) Pour tout t€S on a :

lim fn(t;s,s,b(s)) = fo(t)

n-—e

5(s) S

2 0" (6w)

2, .
t€ES o uu/r—1(B6(t,u)nS)

du< e,

Dans ces conditions pour tout t€S on a la majoration :

1 8(s)

P / ™1 (6u)

r-1
r

ey (8- =k fsf(u)dp,(u)]s(r2r—2);"'§p’ s sl (e), waul o S

2
5€S o - /r-1(B6(S,u)ﬂS)

du |

Démonstration : Il suffit de majorer la norme de la série (1.1.3 iii))par 1'intégra-

le (1.1.6 iii), Si r' désigne le nombre conjugué de r , comme nous l'avons
Al

r
vu dans le chapitre O, Yr(X) = Jirl— et on a @
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L] 1r'
r1/r[fj (£ o§) du@u]/ .

| = el
k=21 TXT k21

e
Les fonctions §k étant a support disjoints, 1l'intégrale double du second membre

est égale a

rtp!?
k21 TxT

La conclusion se fait par des majorations identiques & celles de la démonstration
du corollaire 1.1.4, en remarquant que

r'
T -1 | auew=2(pp 2)
HTxT By XBy_q By XBy M-

et en remplagant r' par sa valeur., -

Notons que dans ce cas particulier, l'utilisation des fonctions §k
est indispensable, méme dans le cas ou §&§ est une distance. Elles sont en effet
a supports disjoints, ce qui n'est pas le cas des Iy »

Remarquons que la condition iii) du corollaire 1.1.4. s'écrit, pour

les fonctions puissances @

5(s)

sup [ 2 - p(6u)
€S0y sy (e ) ns)

du<e ,

Comme r est strictement plus grand que 1, on a :

1 1

2 = 2/
o /P (t)ns) /T (s, (t,uw)ns)

’

par contre si p est plus petit que 1, on a :

o1 (6u) = pl6u)
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Autrement dit les conditions intégrales, que nous obtenons dans les deux
corollaires pour les fonctions puissances, sont difficilement comparables, Leur
efficacité dépend du choix de p , de u et de r . Nous verrons que pour une
famille de fonctions aléatoires particuliéres c'est la condition du corollaire
1¢1.6. qui sera la plus faible,

La proposition 1.71.3. et les corollaires précédents vont nous permettre
d'obtenir un résultat général de continuité, Nous en déduirons une amélioration
du théoréme 1.1.2. de C. Preston, Ce résultat général, en renforgant la condition
iii) sur la série nous permet d'obtenir 1l'existence et la continuité de fo .

Dans le cas ou § est une distance elle nous donnera également 1l'égalité de fo

avec f p -presque partout,

PROPOSITION 1e1.7. = Soit f wune fonction définie sur T , mesurable., On suppose

qu'il existe une fonction de Young & et une mesure de probabilité p sur

(T,S) telles que les propriétés suivantes soient vérifiées :

i) La fonction £ est un élément de LQ(TXT , B® u,) .

P8

ii) gi Y désigne la conjuguée de & , on a :

@
1lim sup || T »p 6)g .;t,T,8,¢) =0.
£=o tET“k=1 Osliemselly, Lo

Il existe alors une fonction fo définie sur T , continue telle que pour tout

te€T on a :

lim fn(t;T,é,e) = fo(t) .

n-—wo

De plus pour tout s et t dans T on a la majoration :

@©
Ifo(s)—fo(t)'S"fp,GH(@)'u@u\prT”ki p(8)5, (sw,,8,8(s,Nlly g, -
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Démonstration : Démontrons l'existence de fo . D'aprés un calcul analogue & celui
de la proposition 1.1.3. nous avons la représentation intégrale :
o m
Z(fm(t)_fn(t)) = f“r £ 6(urv)( z p(s(urv))gk(u’V;trTr615))dﬂ®u(uyv) ’
(<8}
k=n+1
ou on a pris m2n . En appliquant 1'inégalité de H®lder généralisée, la condition

ii) nous donne l'existence pour tout T >0 , d'un entier p = p(E,TI) , tel que

si m et n sont supérieurs & p , on a, pour tout t€T :

[£,(t)-£ (£) ] <3nl Fp,zs”(@),u@u '

La suite (fn;nE 1\1) est donc une suite de Cauchy sur T pour la norme uniforme,
elle a une limite fo .
Il ne nous reste plus qu'ad montrer que f‘o vérifie 1'inégalité annoncée ;

sa continuité en résultera, soient donc s et t fixés, on pose

A= Bé(s’é(sz’t)) U36<t,6(32’t)) ,
e = 6(s,t) .

En prenant comme premier rayon r, = 6(A) et r, = in- , 1'application de la
2

proposition 1.1.3. pour S = A , nous donne

1 ~ =0
|£5(3)- o7ay Ja £ [s2IE, 1, Wlle) uey ssz”kz'l AL P

Cette méme inégalité en t et le choix de A et des rayons nous donnent

le résultat annoncé.-

Remarquons que l'on a majoré brutalement ”fp,GIAXA”(Q),u.®u par ||fp’6||(§),u®u .

En se restreignant au couple (s,t) tel que 6(s,t) <7 alors la norme de

~

fp 6IAxA est majorée par celle de
,
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?p,él{(u,v):é(u,v) <2}’

en vertu d'un résultat du paragraphe 0.2, Cette remarque serautilisée dans 1'étude
des fonctions aléatoires., Tous les résultats de continuité des trajectoires, que

nous obtiendrons seront des applications de la proposition précédente,

Comme pour les majorations, la condition ii) peut s'exprimer plus

agréablement sous forme intégrale a l'aide de §-1 . Nous avons le corollaire :

COROLLAIRE 1.1.8. - Soit f wune fonction définie sur T , mesurable. On suppose

qu'il existe une fonction de Young & et une mesure de probabilité y sur

(T,U) telles que les propriétés suivantes soient vérifiées :

i) La fonction ¥ est un élément de LQ(T‘xT, p®u) .

p,6

ii) On a :

Ydu= 0 .

£
lim sup I p(6u) §_1 > 1
£-0 t€T ‘0 * " (Bé(t,u))

I1 existe alors une fonction fo , définie sur T , continue telle que :

1im fn(t;T,G,e) = fo(t) ;

n-o

De plus pour tout s et t€T on a la majoration

6§s,t!
p(6u) L 1

S ) = K3 sy 2
|2,() 2, ()] <4lIF, 4ll gy umy A fo 2 uz(Bs(V,u)))d

La démonstration est une application directe du corollaire 1.1.4. et de la
proposition 1.1.7.
Nous étudions maintenant les relations entre f et fo . Un cas parti-

culier ou les calculs sont agréables est celui oii & est une distance ; nous
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avons 1l'énoncé suivant :

PROPOSITION 1.1.9. - Soit f wune fonction définie sur T , mesurable. On suppose

qu'il existe une fonction de Young $ et une mesure de probabilité p sur (T,U)

telles que les propriétés suivantes soient vérifiées :

i) La fonction T est un élément de LQ(TxT, L) .

p,0

ii) Si ¥ désigne la conjuguée de & on a :

lim sup || = p(‘e—)g (3t,7,8,¢)]| =0.
e-o telr k=1 25 ¥ Yudu

I1 existe alors une fonction fo , définie sur T , continue et p -presque

partout égale & f , telle que pour tout s et t€T on ait :

IXOENOIE N PRSP s Ilkz p(8)a w7, 8,6(s,Dlly o, «

1
Démonstration : En appliquant la proposition 1.1.7, il suffit de montrer que la
limite f‘o de la suite fn est u-presque partout égale a f . Par définition
de la norme de Luxemburg, il existe une partie NE€J négligeable telle que pour

tout tf’N on a i

[Ep,é(t") l(a),u <= -

On se fixe tf£N . Un calcul simple nous donne :
d u)
(£ (1)-£(00) = [ ((a)£(eNTy () 224

En introduisant le facteur p(§(t,u)) , 1'inégalité de H¥lder généralisée domne :
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Ig

(t)
[£,()-£(t)] = ll’f"p,é(t:-)il(@),le(é(t»-)) u:t “lly,

<1, 5(t:)

371(1)

(), e CR) 90T 800y, g, -

La condition ii) nous donne, en faisant tendre n vers 1'infini, le résultat.-

Cette proposition est l'amélioration du résultat de C. Preston. De
maniére analogue 2 celle du corollaire 1.1.8. nous obtenons une représentation
intégrale de la série a 1l'aide de §_1 . La condition de continuité s'écrit
alors

€
lim sup pﬁﬁu) §—1( 1 ) du

e-0 t€T ‘o w2 (B(t,u))

=0,

Dans le cas particulier des fonctions de Young de type puissance, les

résultats de continuité s'énoncent :

COROLLAIRE 1.1.10. - Soit £ une fonction définie sur T et mesurable. On sup-

pose qu'il existe un réel r>1 , et une mesure de probabilité u sur (T,J) ,

tels que les propriétés suivantes soient vérifiées :

i) La fonction gpé est un élément de L%TxT,u@u).

ii) On a :

P "/ *T(6u)

lim sup

> du=0.
e=0 t€ET o up /r_1(:Bd(t,u))

I1 existe alors une fonction fo , définie sur T , continue et u -presque partout

égale & f , telle que pour tout s,t€T on ait :

r r-1
) r-1 (611) r

5 du o
uy /r-1(Bd(v,u))

d

[£.(s)-£ (v)] <6 ||fp,d||(r),u®u[5ZPT fo

s,t
2
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Pour la démonstration il suffit d'appliquer la technique du corollaire 1.1.6. &
la proposition 141.9.

Ce dernier résultat termine 1'étude des fonctions. Nous allons a présent
appliquer ces corollaires a 1l'étude de majoration et de continuité des trajectoires

de fonctions aléatoires,

1.2. Majoration et continuité des trajectoires de fonctions aléatoires,.

Méthode des mesures majorantes,

Ce paragraphe est consacré a 1'étude de la régularité des trajectoires
de fonctions aléatoires, Nous allons établir, sous des hypothéses assez générales,
des conditions suffisantes pour que les trajectoires de telles fonctions soient
majorées ou continues presque slirement, La méthode que nous utilisons est celle
des mesures majorantes. Ce paragraphe et les chapitres suivants nous permettent
de montrer que cette méthode, qui a été introduite par X. Fernique ([11]) dans
1'étude des trajectoires des processus gaussiens, peut &tre étendue a 1'étude de

famille quelconque de fonctions aléatoires,

Les principaux résultats de ce paragraphe seront obtenus a 1'aide des
corollaires 1.7.4. et 1.1.8. Nous les appliquerons & une suite de fonctions aléatoi-
res qui convergera vers la fonction étudiée ; nous éviterons ainsi le développe-
ment de Karhunen-Loéve qui a été utilisé par A, Garsia, E. Rodemich et H. Rumsey
([14]) et C. Preston ([25]) dans 1'application de leurs théoréme respectif (1.1.1.

et 1.1.2) a 1'étude des processus gaussiens,

Dans un premier temps nous donnons quelques résultats techniques ; en
particulier une proposition ol nous étudions le comportement de la norme de
Luxemburg des accroissements normalisés d'une fonction aléatoire. Dans la suite
nous présentons les théorémes de majorations et de continuité pour conclure ce
paragraphe avec quelques corollaires immédiats.

La méthode des mesures majorantes que nous présentons est a rapprocher
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avec la technique de P. Boulicaut ([3 1). En effet il a utilisé également le forma-
lisme des fonctions de Young et des espaces d'Orlicz pour 1'étude de la continuité
des trajectoires de fonctions aléatoires. Mais quoique les résultats auxquels

nous aboutissons sont similaires, les démarches sont totalement différentes et

les hypothéses de départ plus faibles comme nous le verrons,

Nous commengons par définir les différentes quantités que nous utilise-
rons, Comme précédemment (T,d) désignera un espace métrique séparable et

(Q,G,P) un espace d'épreuves, On se donne

X = {X(w,t);w€Q, t€T},

une fonction aléatoire réelle, Soit r=1 et supposons

1
6(Srt) = (EIX(SK)"X(t)'r) / ’

fini pour tout couple (s,t) €TXT , 8§ est donc un écart que 1l'on exigera
d —continu sur T , Cette hypothése implique que X est continu en probabilité,
On supposera X séparable et G®J-mesurable, Comme dans le paragraphe 1.1.

on note

Tra, 5@sit) = Tylw,s,t) = &(&a)_fg.t_) L)) 035 ) #

Les résultats que nous obtiendrons se généralisent aisément a X

.
P8
Si aucune confusion n'est & craindre les indices seront omis,

Nous donnons en premier lieu un lemme de "dérivation" de X par rapport

a des boules ouvertes,

LEMME 1.2.1. - Soient X wune fonction aléatoire définie sur un espace métrique

séparable (T,d), (Q,G,P) un espace d'épreuves et | une mesure de probabilité

sur (T,J) ; soit de plus r = (rn;nEZN) le terme général d'une série A termes

positifs, convergente, on pose :
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Xn(t) = Xn(t;T,é,r) = u—(T;’-g’—ry I X(u)dp.(u) .

Bn(t,T,G,r)

Dans ces conditions pour tout t€T , Xn(t) converge presque sflirement vers X(t)

quand n tend vers 1l'infini,

Démonstration : La définition de Xn , la mesurabilité de X , le théoréme de

Fubini et 1'inégalité de H¥lder, nous donnent, par définition de § :

E[x (t)=x(t)] < E(u—%?)— J’B (t)IX(u)—X(t)Idp,(u)) ,

Sﬁg IB (t)é(u,t)du(u) ,

qui est le terme général d'une série convergente ; le lemme est démontré,-

Gr8ce a ce lemme on pourra appliquer la méthode des mesures majorantes
sans hypothéses de convergence,.

Nous formulons a présent les deux hypothéses générales qui concernent
1'appartenance de i& a des espaces d'Orlicz et que nous ferons constamment dans

ce paragraphe,

On notera (H1) et (H2) les propriétés suivantes :

(H1) : Il existe une mesure de probabilité u sur (T,S) et une fonction de

Young & telles que

X er¥(rxT, uep) ,
P - presque sfirement,

(Hz) : I1 existe une mesure de probabilité pu sur (T,3) et une fonction de

Young & telles que :
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T, et (QxTxT, POUOW) .
Ces deux hypothéses appellent quelques commentaires :

REMARQUES 1¢2.2 3 a) C'est 1l'hypothése (H2) que 1l'on peut vérifier en pratique ;
en effet, d'aprés le paragraphe 0.2. elle est équivalente a 1l'existence d'une
mesure de probabilité p sur (T,3) , d'une fonction de Young & et d'une constan-
te B>0 telles que :
‘H' E(@(B')‘('é))dp,®p,<m .
TxT
b) D'aprés ce qui précéde, si l'hypothése (HQ) est vérifiée,
il existe alors une mesure de probabilité p sur (T,S’) , une fonction de Young
3 et une constante strictement positive B , telles que pour P —-presque tout
WEQ on a:
J‘I Q(B'iS(w,.))du®p<m H
TXT
C'est l'hypothése (H1) . Par contre, si cette derniére est vérifiée, nous pourrons
alors trouver, pour P -presque tout w€Q , une constante B = B(w) , Strictement
positive, qui n'est pas forcément une variable aléatoire, telle que
I s(BwX,(w,.))dp@u<= .
TxT
Ceci n'entraine évidemment pas l'hypothése (H2) . Dans la suite nous montrerons

que parmi toutes les "constantes" e(w) , i1 en existe une qui est une variable

aléatoire.

c) Remarquons que 1'hypothése de P, Boulicaut ([ 3]), pour tout

couple (s,t) €TXxT

() (0] ) = pla(z, )
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entraine 1l'hypothése (H2) pour ip 5 7 en effet elle est équivalente a
H
E(3(X <1.
(8%, )

Par contre, la réciproque n'est pas vraie. Donc tous nos résultats concernant
ip a seront appliquables & une famillé plus vaste de fonctions aléatoires.
’
En fait 1l'hypothése qui est essentielle est que

]
8(s,t) = (E]x(s)=x(t)|) / )

définisse bien un écart. Ceci suffit pour que 1'hypothése <H2) reste vérifiée,
r

C'est net si r>1 (Q(x) = l%;—) , c'est vrai aussi si r = 1 d'aprés les

propriétés des fonctions intégrables,

De deux espaces d'Orlicz contenant X, on aura avantage a choisir

&
celui qui est le plus petit ; c'est-a-dire celui qui est défini par la fonction
de Young, la plus grande au sens de la relation d'ordre partiel définie par

M.A. Krasnoselsky et Y.B. Rutitsky ([21]) a savoir
8, <3, @ (= x,, EK:xzx = @1(x)s@2(1<x)) .

Les conditions de majoration et de continuité s'exprimant a 1'aide de
§_1 , comme nous l'avons vu dans le premier paragraphe, nous obtiendrons alors

les conditions les plus faibles,
Nous allons & présent étudier le comportement de la norme de Luxemburg
de X, sous les différentes hypothéses,

8

PROPOSITION 1.2.4. - Soient X une fonction aléatoire définie sur un espace

métrique séparable (T,d) et 8§ 1'écart d'ordre 1 induit par X sur T .

On a les propriétés suivantes :

i) Sous 1'hypothése (H1) la quantité ”Xﬁ(w")”(é),u®Lb définit une

variable aléatoire,
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ii) Sous 1'hypothése (Hz) il existe une constante B = BX strictement

positive telle que :

x>8 = P(Rl(5) 48,9 <% -

iii) Sous l'hypothése (H2) , pour tout €>0 1l existe une variable

aléatoire 1) = ﬂ(w) presque sfirement strictement positive telle que :

ae3, u(a) <n) = [ (w,.)1 < B(1+¢)

AxA”(Q),u@u

ou la constante B est la méme qu'en ii).

Démonstration : i) Pour toute constante +y>0 , par définition de la norme de

Luxemburg, on a :

{w: |[X(w,.)

(@ o= = o I ehaeusay

Les hypothéses de mesurabilité de X entrainent la mesurabilité du second ensemble

et de 1a le résultat,

ii) D'aprés l'hypothése (H2) , 11 existe une constante

B = Kella) ,pouen -
telle que :

II EQ(%)dp.@p.S1 .
TxT

Pour tout x2B , 1l'inégalité de éebiéev, la mesurabilité de X et la convexité

de & nous donnent

X
PRl (5), 00, >%) = P(HTXT 3D aueu> 1),
X
<t [f @(—xé)d;mu,
TXT
<2,

C'est le résultat.-
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iii) Le nombre B étant la méme constante que précédemment, pour tout
e>0 , on pose vy = _(‘H-_"eﬁ ; alors Q(yié) est P -presque slirement p®p -inté-

grable. L'application de la propriété 0.2.2. nous donne le résultat annoncé.-

On remarquera que le résultat ii) ci-dessus n'est pas trés efficace ;
il ne nous assure méme pas de 1l'intégrabilité de ”’iH(Q):H‘@U‘ « En fait, dans la
plupart des applications que nous verrons, nous obtiendrons des majorations
beaucoup plus précises qui nous permettront de vérifier au moins 1'intégrabilité

de la norme de X .

Nous en venons a présent aux deux résultats principaux de ce paragraphe.
Le premier théoréme nous donne une condition suffisante pour qu'une fonction aléa-

toire ait presque slirement ses trajectoires majorées :

THEOREME 1.2.5, - Soient (T,d) un espace métrique séparable et (Q,G,P) un

espace d'épreuves., Soit X une fonction aléatoire réelle définie sur T , véri-

fiant 1l'hypothése (H,]) et telle que 1l'écart d'ordre 1 induit par X sur T

est bien défini. De plus on suppose que le § -diamétre, 6(T) , de T , est fini

et que :

8(T)
sup -1 1

2*——)du<oo .
teT "o " (Bé(t,u))

ol & et yu sont déterminées par (H1) . Dans ces conditions il existe une
partie négligeable N de () telle que pour tout wﬁ‘N et tout t€T on ait :

3(r)

> 2 -1 1
IX(w,t)—fT X(w,s)du(s) | S6”X6(w")”(§),p.®p, Sseug fo 8 (m

)du.

Démonstration : Nous allons appliquer le corollaire 1.1.4. pour p = Id et
S =T . Pour tout te€T et tout entier n , positif, comme dans le paragraphe

1ele et le lemme 1,2.1, nous posons :
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Xn(t) = Xn(t;T,f),é(T)) = mf x(uw)dp(u) ,

B, (t,T,5,5(T)

ol b est la mesure de probabilité déterminée par (H1) « Nous allons vérifier
les hypothéses du corollaire 1.1.4. La condition i) est valable pour tout w en
dehors d'une partie négligeable N0 et ceci en vertu de (H1) « Pour la condition
ii) il suffit d'appliquer le lemme 1,2.1 ; en effet comme la série de terme géné-

ral Q%Z est convergente, pour tout te€T, Xn(t) converge presque slrement
2

vers X(t) quand n tend vers 1l'infini. Soit, pour t fixé, Nt 1l'ensemble
de divergence, qui est négligeable., La troiséme condition est satisfaite par hypo-
thése, L'application du corollaire, nous donne pour tout t €T , l'existence
d'une partie négligeable Nt de (Q telle que pour tout w%NoUNt , On a :
8(1)

™ 2 - 1
(o) ”rT *wrwan()] Ssuxé(w")”(é),u®u SGPT ‘ro : (uz(B(s,v))) ’

Soit (tn; nEl\I) une suite dense dans T ; la continuité en probabilité

de X entralne que cette suite est séparante. Soit N, la partie négligeable

1
de Q associé a la séparabilité de X pour cette suite, Pour tout w£N1 et

tout t€T on a :

lX(w,t)-J' X(w,u)du(u)l < limsup |X(u),tn)-‘r X(w,u)dp,(u)' .
T t -t T

En posant N = NOUN1U( U Nt ), pour tout wﬁN , qui est une partie négli-
neEN n

geable de Q , et tout té€T , nous en déduisons la majoration annoncée,-

Remarquons que 1l'hypothése que nous avons faite sur le § ~diamdtre
de T n'est pas une hypothése artificielle : c'est une condition nécessaire pour

que E( sup ’X(t)l) soit fini,
terT

Le théoréme précédent se généralise aisément, toujours en utilisant le
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corollaire 1.1.4, & une partie quelconque mesurable S de (Q et & une fonction
p vVvérifiant les hypothéses de régularité adéquates., Notons également que dans le
cas des fonctions de Young de type puissance, nous obtenons aisément un résultat
de majoration analogue au corollaire 1.1.6, pour les fonctions aléatoires.

Comme dans le cas des fonctions réelles, le théoréme précédent justifie

le nom de mesure majorante, De maniére précise nous posons :

DEFINITION 1.2.6. - Soient (T,d) un espace métrique séparable et (Q,G,P) un

espace d'épreuves, Soit X wune fonction aléatoire réelle telle que 1l'écart

d'ordre 1, § , induit sur T par X est bien défini. On dira qu'une mesure de

probabilité yu sur (T,ZI) est une & -mesure majorante pour X par rapport a

6 , si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

i) ’ié € LQ(T XT, u®u) P-presque sfirement

8(z)
ii) sup f 2 §_1(

—2—1——) du<e,
ter o W2 (8,(tw)

Dans la plupart des cas oli nous appliquerons la méthode, la premiére
condition sera vérifiée pour toute mesure de probabilité p . Donc une & —mesure
majorante pour une fonction aléatoire sera une ¢ -mesure majorante sur T par
rapport & 1l'écart 6 au sens de la définition 1.1.5.

Nous en venons a présent au deuxiéme résultat important de ce paragraphe
a4 savoir un théoréme de continuité, Nous allons obtenir, comme dans le paragraphe

1.1, une majoration des accroissements d'une fonction aléatoire,

THEOREME 1.2.7. - Soient (T,d) wun espace métrique séparable et (Q,G,P) un

espace d'épreuves. Soit X wune fonction aléatoire réelle, définie sur T et

telle que l'écart d'ordre 1 induit sur T par X soit bien défini, On suppose

qu'il existe sur (T,J) une mesure de probabilité p qui est une & -mesure
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majorante pour X par rapport & § , et pour tout e strictement positif on

définit la variable aléatoire

YE(u)) = Hie(w”)l{(u,v):é(u,v) <2€}“(§)’u®u .

Dans ces conditions il existe une variable aléatoire Y; de méme loi
que Yé telle que pour tout € strictement positif on ait :

5!s,t2

8(s,t) <e = |X(w,s)X(w,t)] <12 Y;(w)usszIO 2 ¢—1(m

)dv .

Démonstration : Remarquons tout d'abord qu'en vertu de la proposition 1.2.4. i),

La

Y est bien une variable aléatoire qui est majorée par HX(w,.)l(Q)’u®‘L.

démonstration est immédiate & partir de la proposition 1.71.7. et du théoréme

précédent, en remarquant que si
A= B(S,g%'—tl) UB(t,—éi-SE’L)—) s
alors

AxAc{(u,v): 8(u,v) <2e} ,

dés que 6(s,t) est plus petit que € . Pour avoir le résultat annoncé il reste
a poser Yé = YE en dehors du négligeable associé & la séparabilité de X et

a la convergence presque sflire de Xn , et Yé =+ sur ce dernier,-

Les différents choix de & et gy étant illimités, les théorémes 1.2.5.
et 1.2.7 ont un champ trésvaste d'applications. Nous en verrons quelques-unes
dans les chapitres suivants, En fait le reste de notre travail est consacré a la
mise en oeuvre de la méthode des mesures majorantes pour des fonctions aléatoires
particuliéres, Nous allons conclure ce paragraphe par un corollaire qui nous
donne une condition suffisante de continuité, condition que nous utiliserons

par la suite.
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COROLLAIRE 1.2.8. = Soient (T,d) un espace métrique séparable et (Q,G,P) un

espace d'épreuves, Soient X ume fonction aléatoire, définie sur T , et p une

§ - mesure majorante pour X par rapport & § . On suppose de plus que X vérifie

1'hypothése (H2) . Une condition suffisante pour que X ait ses trajectoires

presque sfirement continues est que :

€
lim  sup [ @"1(—27——1——-)du =0.
g0 t€ET o " (Bé(t,u))

Dans ces conditions on a les propriétés suivantes :

i) Il existe une variable aléatoire Y positive telle que pour tout

s,t€T on ait :
afs,tz
[%(w,5)X(w,t) [ s 12¥(0) swp [ 2 & (5——)dv.
u€T o W (Bs(u,v))

ii) Il existe une variable aléatoire ¢ = e(w) , presque sfirement stricte-

ment positive et une constante o, , positive, telle que :

X
8(s,t)
5 € = 1S )= ’ Su 2 B 1 v
8(s,t) <ew) = [X(w,8)X(w t)ls12a’xu€PT ‘ro ? (uZ(Ba(u,V)))d

Démonstration : Comme & est d-continu, il suffit de montrer la & -continuité
des trajectoires de X . Le fait que la condition est suffisanhte découle immédiate-
ment du théoréme 1.2.7. OU nous avons majoré les accroissements de X . La
propriété i) est la conclusion de ce théoréme ol nous avons majoré Ye par
H'}‘f(w,.)n(@),u®u . Pour montrer la propriété ii), remarquons que quand ¢ tend

vers 0 la quantité

p@u({(u,v) : 0<8(u,v) <e})

tend également vers O . X vérifiant 1'hypothése (H2) , la proposition 1.2.4. iii)
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nous donne le résultat annoncé,-

Les résultats précédents se généralisent aisément au cas o p n'est
pas réduit a l'identité., Notons également que pour les fonctions de Young de type
puissance, on obtient les conditions qui découlent du corollaire 1.1.10. Dans ce
cas particulier on sait de plus que la variable aléatoire Y(m) est intégrable
a 1'ordre r ; ceci se déduit de la forme partiéuliére de la norme de Luxemburg
dans ce cas.

Dans la cinquiéme partie nous verrons également que la condition suf-
fisante de continuité est également suffisante, dans certains cas, pour la

propriété du théoréme central limite.-
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II. FONCTIONS ALEATOIRES ASSOCIEES A DES FONCTIONS DE YOUNG

DE TYPE EXPONENTIEL.

Dans cette deuxiéme partie de notre travail, nous étudions la régularité
des trajectoires de fonctions aléatoires dont les accroissements, réduits par
1'écart d'ordre deux, sont des éléments d'un espace L cl/(T,u) . Dans un premier
temps, nous appliquons la méthode des mesures majorantes, pour aborder ensuite
une méthode plus générale : la méthode d'Orlicz. Nous terminons enfin par quelques

exemples,

2.1 Méthode des mesures majorantes,

L'application des résultats généraux de la partie précédente aux
fonctions aléatoires associées a une fonction Qa/ , constitue une généralisation
des résultats obtenus par X. Fernique ([11],[12]) sur les fonctions aléatoires
gaussiennes,

Dans la suite nous aurons besoin du lemme technique suivant :

LEMME 2.1.1. - Soient (T,d) un espace métrique séparable et pu une mesure de

probabilité sur (T,S’) . Pour toute fonction fE€L a(T,p,) et pour tout nombre

Eé_e} azl‘fll(éd,1)’u , On a:

[ o@D au(e) 2z o)
T

Pour la démonstration, on utilise essentiellement la définition de la

norme de Luxemburg et 1l'inégalité

xQ/

x(e?-1) sc(@g, ()

pour tout x=20 , avec Cla) = ([é]+1)!2 @ .
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Le premier résultat que nous énongons est consacré & 1l'évaluation de
la loi de probabilité de la norme de Luxemburg d'une fonction aléatoire a trajectoi-
3
res dans un espace L @ .« C'est 1'application de la proposition générale 1.2.4.

aux fonctions de Young Qa .

PROPOSITION 2.1,2, - Soient (T,d) un espace métrique séparable et (Q,G,P) un

espace d'épreuves, Soit X vune fonction aléatoire réelle, définie sur T , telle

qu'il existe une constante a>0 et un nombre réel o>0 , tels que pour tout t ,

t€T, on ait :

E(%n(ﬁaﬁ))“ .

Dans ces conditions, pour toute mesure de probabilité u sur (T,S’)

on a les propriétés suivantes :

i) Les trajectoires de X appartiennent P -presque sfirement & 1'espace

3
d'Orlicz L o‘,(T,p.) o
1
ii) Pour tout x>a2 % on a :

o
X
o

P(lIll 1),UL>X)S(C(O/)+/E)2 2,
@,

et il existe une constante C positive telle que :

el ), % -

iii) Pour tout e>0 , il existe une variable aléatoire 1 = T(w) presque

slirement strictement positive telle que :

AeT, u(a) <n(w) = ||X(w)IA||(§ 1):LLS (1+€)a .
o,

Démonstration : i) le résultat est immédiat a partir de la norme de Luxemburg.
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ii) La définition de cette norme, l'application de 1'inégalité de éebi&’ev,
de celle de Jensen a la fonction x¥ et enfin la mesurabilité de X et le

théoréme de Fubini, nous donnent :

P(HX||(¢Q,1),”>X)SP(IT %,1(§)du>1) ,
XQ’
<P([ exp(|7] Jaw>2) ,
T

o
<2® I E(expp [);{I ) dp .
T

1
Choisissons p = xa/2aa , P>1; d'ou x>a2 /ar « Du lemme 2,1.1. on

déduit alors

o
X

PRl >0 0@ e/ 2a" |
,1)’

c'est le premier résultat. Une égalité classique d'intégration nous donne ensuite :

E(”X”(%”)’u) -J P(||X||(§Q,’1)'u>x)dx :

o
X

1/&' + ® 2an
< a2 "% (C(a) +/E) f 2 dx ;
o)

par un changement de variable, on déduit immédiatement le deuxiéme résultat avec

;
)/r(g) )

1
C = a2 /a/+a(c (@) +/%) (1032

)

Notons qu'un calcul analogue, nous donnerait une majoration de E("X”EQ ) o
a,1”?

’
pour tout r>0 ,

iii) Le résultat se déduit de la proposition 1.2.4. iii).-

Nous abordons a présent les résultats de majoration des trajectoires de



609

fonctions aléatoires associées a des fonctions Qa . Comme pour 1'étude des proces-

sus gaussiens, l'écart que nous utiliserons sera :
2
62(s,t) = ElX(s)-X(t)l ,

que nous supposerons toujours d -continu. Dans ces conditions on pourra appliquer
le lemme 1.2.1. : pour toute suite de nombres réels r = (rn; neN) , strictement

positifs, tels que la série I r, converge,
n

x,(8) = X, (857,8,0) = —rgg gy J | (et

Bn(t,T,é,r

converge, pour tout t €T , presque slrement vers X(t) . Comme dans la partie I

on note

¥ ¥ s) X (t)
XId,é(s't) = Xé(s’t) = Xés,)‘z - I{(u,v):é(u,v} #o}(s't) ¢

S'il n'y a pas de confusion possible nous omettrons les indices. L'hypothése géné-
rale que nous ferons constamment sur X, est la suivante :

8

(H) Il existe deux nombres réels, o et a , strictement positifs, tels que pour

tout s,t€T on ait :
E(@q,

Cette hypothése implique (H2) ; nous savons (proposition 2.1.2.) évaluer

la loi de ||IX .
a loi de ” 6”(%/,1)’“‘@”'

Sous ces hypothéses nous avons le théoréme de majoration suivant :

THEOREME 2.1.3. - Soient (T,d) un espace métrique séparable et (Q,G,P) un es-

pace d'épreuves, Soit X une fonction aléatoire réelle définie sur T et vérifiant

1'hypothése (H) « De plus on suppose que le § -diamétre 6(T) de T est fini
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et qu'il existe une mesure de probabilité u sur (T,3) telle que :

ol o est déterminé par 1'hypothése (H) « Dans ces conditions il existe une

partie négligeable N de () et une constante C , positive, telles que pour

tout mf’N et tout t€T on ait :

a(n) y

2 o
sup J‘ (1o0g(1 + 2—1——)) av .

|X(w’t)—ITX(w’S)du(S),S C"’ié(w”)”(%m)'li@t" u€eT o W (Bs(u.v))

Démonstration : En appliquant la technique de la démonstration du corollaire 1e1e4,

pour tout entier k , l'inégalité (0.2.3) nous donne :

I I I Y
B, XB 1 B, xB B, XB
k" "k-1 /o k-1 k" k-1
== s (1+43¢ ()2 /%) ———""(1og(1 + ——1))  du®y

1 1
< (143c ()2 /a)(log(1+ iz)) % .
Hy
La suite de la démonstration est identique & celle du corollaire 1.1.4. La conclu-
sion s'établit en utilisant la séparabilité de X , comme dans le théoréme 1.2.5.

avec

C = 6(1+3c(ar)21/°’) .-

Notons que la conclusion du théoréme serait encore vérifiée si nous
avions seulement supposé que X vérifie 1l'hypothése (H1) , mais alors nous ne

pourrions évaluer la loi de llié”(@ de maniére aussi précise que sous
o

1) u®u
1'hypothése (H) .
D'aprés la définition 1.2.6, une mesure de probabilité p sur (T,ﬂ')

sera appelée une mesure majorante pour une fonction aléatoire X , qui vérifie
—_— e
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1'hypothése (H) , si

F® togtrs
sup log( 1+ du<eo ,
teT ‘o w(Bglt,u

Remarquons que cette fonction de p est semi-continue inférieurement.
Si T est compact alors l'ensemble des mesures de probabilité sur (T,J) 1'est
également ; dans ce cas, il existe des mesures de probabilité Mo telles que la
fonction précédente soit minimale, On dira alors que Ho est une meilleure mesure
majorante. 1
Notons également que la fonction (109(1 + %)) ¥ étant convexe pour
x€]0,1] , si X est une fonction aléatoire définie sur [0,1] , vérifiant 1'hypothé-
se (H) , Stationnaire et périodique de période 1 , alors, l'ensemble des mesures
najorantes étant fermé, la mesure de Lebesgue sur [0,1] est une meilleure mesure
majorante,

Le théoréme 2,1.3. nous permet d'obtenir une condition suffisante de

majoration, On a :

COROLLAIRE 2.1.4. - Soient (T,d) un espace métrique séparable et (Q,G,P) un

espace d'épreuves, Soit X une fonction aléatoire définie sur T , vérifiant

1'hypothése (H) et telle qu'il existe une mesure de probabilité p sur (T,J)

telle que :

I E®E®)x(s))au(t)an(s) = 0 .
T

T X

Une condition suffisante pour que X ait presque slirement ses trajectoi-

res majorées est que u soit une mesure majorante pour X ; il existe alors une

constante C , positive, telle que :
8(T)
1 e

2
su D) su og( 1+ ————)) u .
E:(t epTlx('c |)sc sEPT fo (1og(n uz(Bé(s,u)) d
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Démonstration : L'hypothése que 1l'on a faite sur la covariance de X implique que

le terme de centrage J' X(s)dp(s) est nul. On obtient le résultat annoncé a
T

1'aide du théoréme 2,1.3. et de la proposition 2.1.2. ii) avec

1
C = 6(1+3C(ar)21/a)[a21/°’+‘(c(ar)+,/E)a(10292)/al"(£;)] . =

Nous abordons a présent la deuxiéme partie de ce paragraphe ou
nous étudions la continuité des trajectoires des fonctions aléatoires vérifiant
(H) « Le théoréme que nous allons présenter fournit une majoration des accroisse-

ments de X .

THEOREME 2.1.5. - Soient (T,d) un espace métrique séparable et (Q,G,P) un espa-

ce d'épreuves, Soit X une fonction aléatoire réelle définie sur T , vérifiant

1'hypothése (H) et admettant une mesure majorante y sur (T,LT) , par rapport

a 8 . Pour tout e>0 on définit la variable aléatoire :

%) = )T, 00,00 <26, ) won

Dans ces conditions, il existe une partie négligeable N de (Q et une

constante C , positive, telles que pour tout wﬁ'N et pour tout e€>0 , on ait :

6!szt2
2 1
8(s,t) <e = lx(w,s)-X(w,t)| <C Ye(w) sup J‘ (1og(1+ ——2—1—-——)) /Q/dv .

u€T o i (Bs(u,v))

Démonstration : Elle est identique a celle du théoréme 1.2.7 ; pour l'évaluation

des normes d'Orlicz des indicatrices, on utilise la majoration
1 1
-I b S 2(1+3c (@) 2 /a) (Log(1+ i2)) /e )

Hx

]
L |
Pachiaq B XBrq By XBy I‘yoz, 178®

1
qui nous donne le résultat avec C = 12(1+3C(a)2 /a) . -

Cette majoration des accroissements nous donne une condition suffisante
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de continuité :

COROLLAIRE 2.1.6. - Soient (T,d) un espace métrique séparable et (Q,G,P) un

espace d'épreuves, Soit X wune fonction aléatoire réelle, définie sur T , véri-

fiant 1'hypothése (H) et admettant une mesure majorante u sur (T,'J) par

rapport & & , que l'on suppose d -continu. Une condition suffisante pour que X

ait presque sflirement ses trajectoires continues est que :

)1/°‘c1u =0

€

. 1
lim sup J‘ (Log(1+ T—(——)T)
elo te€T o H B{S tyu

Dans ces conditions on a les propriétés suivantes :

i) Il existe une variable aléatoire Y(w) et une constante C , positives,

telles que pour tout s et t de T , on ait :

5!Szt! 1/

|X(w,8) K(w,8)|<C ¥(@) swp [ 2 (tog(1s —1—) av .

u€eET o uz(BG(u,v))

ii) Il existe une variable aléatoire ¢ = e(w) , presque sfirement stricte-

ment positive et une constante C , positive, telles que :

6fszt2

2
su o] + 1
b(2.) <ew) = [x(o,5) x(w )| sCsup [ (sl 25 (0 0))

1/(1/

))  dv.

Démonstration : L'écart & étant d-continu, il suffit d'établir la § -continuité
des trajectoires de X . Le fait que la condition est suffisante, est une consé-
quence immédiate de la majoration des accroissements de X , obtenue au théoréme

précédent, La premiére propriété découle de celui-ci en posant :

Ty g, )uey 55 wET

Y(w) =

+® sinon ,
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1
et C = 12(1+3C(a)2 /a) . Pour montrer la seconde, il suffit, comme dans le cas

général (corollaire 1.2.8), de remarquer que quand € tend vers O , la quantité
u®u{(u,v):0<6(u,v)<2€] ,

tend vers O . D'aprés la proposition 2,1.2. iii), on en déduit que la variable
YE((D) du théoréme 2,1.5, satisfait a :

lim Y (w)<a ,

€-0
P -presque sfirement, a étant déterminé par 1l'hypothése (H) « On a le résultat

1
avec C = 12a(1+3C ()2 /a/) . -

Pour les deux résultats que nous allons énoncer, on se place dans le cas
ol la mesure d'une boule ne dépend pas du centre decelle-ci. Dans le premier nous
obtenons une condition suffisante de continuité faisant intervenir la structure
topologique de T , induite par § , et plus particuliérement l'exposant d'entropie

de T.

COROLLAIRE 2.1.7. — Soit X wune fonction aléatoire réelle définie sur un espace

métrique séparable (T,d) et sur un espace d'épreuves (Q,G,P) , Vérifiant

1'hypothése (H) . Pour tout h>0 , on note N(h) le nombre minimal de § -boules

ouvertes de rayon h recouvrant T , Une condition suffisante pour que X ait

presque slirement ses trajectoires continues, est que la série de terme général

1
l(logN(—l)) % soit convergente, Dans ces conditions on a les propriétés :
n n

i) I1 existe une variable aléatoire Y(w) et une constante C , positives,

telles que pour tout s et t de T on ait :

6{54,1:) ) 1/
o
()%, )sc ¥(w) [ (tog(re T4 Tau,
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ii) Il existe une variable aléatoire e = a(w) , presque sfirement stricte-

ment positive, et une constante C , positive, telles que :

8(s,t) ° 1
8(s,t) <e(w) = |x(w,s)x(w,t)| <cC _I‘ 4 (1og(1+ N_(2u_))> /adu .

u

En particulier la condition suffisante est vérifiée dés que l'exposant

d'entropie de T est strictement inférieur a o .

Démonstration : C'est une conséquence du corollaire 2.1.6, que 1l'on applique & une

mesure adaptée, Pour tout entier n , on note Sn l'ensemble des points s de

2
o

T tels que la famille des boules ouvertes centréesen ces points et de rayon
forme un recouvrement minimal de T . Avec les notations de 1l'énoncé nous avons :

Card(Sn) = N(;%) .
2

On pose
€
1 S
p= I n z 1 ’
new2’ ses_N(—)
not,n

ou € est la mesure de probabilité ponctuelle au point s ; on vérifie que

Y o 1/0 Vo
sup f (Log(1+ ;zﬁgi%jajy)) du < sz;+1 ;&(1og(1+2kN(:%))) .

teT o 2

Le corollaire 2.,1.6. nous montre alors que puisque le terme de droite est le reste
d'une série convergente, X a presque slirement ses trajectoires continues, D'autre
part comme

8(s,t) 1 8(s,t)

1
o 2
)
sw f 7 Gost u2<B6L,V>>)’ avse [ Gostre T2

Jo
dv ,
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ce méme corollaire nous donne les deux propriétés.

Par ailleurs, en notant r(T) 1l'exposant d'entropie de T , on a

r(T) = 1limsup LoglogN(e)

€=0 logg

1
1 17y 7%
Si r(T) <o , la série de terme général —m(logN(Y)) , Se majore
par une série géométrique convergente, D'oll la condition suffisante,-
Le second résultat que nous donnons concerne des fonction aléatoires
définies sur [O,‘]]n et dont 1'écart d'ordre deux est majoré par une fonction,

On a :

COROLLAIRE 2,1.8 : Sur |:0,1]n , muni de la distance usuelle d(s,t) = ||s—t|| et

de la mesure de Lebesgue, on considére une fonction aléatoire X vérifiant 1'hy-

pothése (H) et telle que pour tout s et tE[O,‘l]n , on ait :

82(s,t) = EB|x(s)x(t) %= £3(||s=t|) ,

ou f est une fonction définie sur R+ , positive, strictement croissante et

continue, Une condition suffisante pour que X ait presque sfirement ses trajectoi-

res continues est que

o

o
[ £e™ Jax<ew ,

ou « est déterminé par 1'hypothése (H) « Dans ces conditions il existe une

variable aléatoire ¢ = s(w) , presque slirement strictement positive, et une

constante C , positives, telles que

o

1
1 / o4
6(s,t) <e(w) = ]X(w,s)—X(w,t)l<C n /a[f(ns-t“)(logﬂs—ign) /Q’+ J' 1 f(e_x )dx] .
(os sy

Démonstration : C'est une conséquence du corollaire 2.1.6. ii). En effet, si
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A désigne la mesure de Lebesgue sur [0,1]n et f-1 la fonction inverse de

£ , pour tout 116]0,f(%)[ et tout t 6[0,1]n , on a:

A(B,(t,w) = (227" ()",

d'ou on déduit pour tout € E]O,f(%)[

suj ) log(1+ ———1———)) du
te[g,ﬂn J‘o( s xz(Ba(t,u)) :
1 1
/b /b © o
log3 =X
< (on 1—03—2) [e (log f_—,:;) + I(logl) 1/0, f(e )dx:l .

Ceci nous donne la suffisance de la condition. Pour le deuxiéme résultat il suf-
fit de reporter la majoration précédente dans celle du corollaire 2.1.6. ii) et

on obtient

C = 12a(1+3C(a)21/b)(2 %552)1/b

Nous concluons ce paragraphe par un résultat qui nous sera trés utile
dans la cinquiéme partie de notre travail ou nous étudions les fonctions aléatoires
vérifiant 1'hypothése (H) pour lesquelles nous avons la propriété du théoréme

central limite.

COROLLAIRE 2.1.9 : Soient (T,d) un espace métrique séparable et (Q,G,P) un

espace d'épreuves, Soit X une fonction aléatoire définie sur T , telle qu'il

existe deux nombres réels a et o« strictement positifs tels que pour tout s

et t de T on ait :

LA ERD
E@w(}(mi st

On suppose de plus que X admet une mesure majorante p sur (T,S) ’

par rapport & § . Dans ces conditions il existe une constante C positive telle
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que pour tout >0 on ait :

€ 1
£ /o
suj s)= suj 2 (10 —_— v.
E(é(s,‘f)<e|X( X(t)l)scuepT J‘o (og(re uz(Bé(u,V)))) ‘

La démonstration est immédiate & partir du théoréme 2.1.5. et de la

proposition 2.1.2. ii). On obtient :

¢ = 12(143¢(@)2 /")[az /°’+(c(oz) +/3) (=2 )1/°’ ar(olt)] . -

log2
242+ Méthode d'Orlicz.

Cette méthode nous fournit des conditions suffisantes de majoration et
de continuité des trajectoires de fonctions aléatoires associées aux fonctions
qy 1 et qui admettent des représentations intégrales dans des espaces d'Orlicz,.

H

Nous commengons par un lemme technique et un exemple.

LEMME 2.2.7. - i) Sur un espace d'épreuves (Q,G,P) on considére une variable

aléatoire réelle )\ , dont la loi est absolument continue par rapport & la mesure

o
de Lebesgue, de densité (ayyzﬁ)lxlz '1exp(—2[x|a) , SE « est nombre réel stricte-

ment positif, Dans ces conditions on a :

2 1
=+ 2) o1
E(Y) = 0, E(2®) ='1:'(—d—2—2—,E(e')‘, Y =13 .
e

1
ii) Qn pose V = al/(E(Xz)) /é et on suppose que

3r(— D
Jm 22/& + 1 i

(e

alors E(§0’1(V))S 1.~
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Exemple 2.2.2. - Considérons une suite de variables aléatoires indépendantes
(n, 3 n€N), avec, pour tout n€N, A, = c'n)\/(E(}\z)) ol A est la variable
aléatoire du lemme précédent. On se donne également une suite numérique double
(an,m; n,me N) . Nous nous proposons d'examiner sous quelles conditions sur les

.

écarts-type, on peut majorer la fonction aléatoire :

%JW)=]n§Nanm%Jw)'“€[“N]'

Soit (km; mEI\I) une suite de nombres réels strictement positifs de

somme 1 . L'application de 1l'inégalité (0.1.1) nous donne :

% m|
k m
m

1
[x, (@] S21/of mzm lan’ml(log(u. I_L__)) +C(a)mgnk Qan()\n(w)) .

D'aprés le lemme 2,2.1. ii), si pour tout entier m , o est inférieur a

; TG+
o 2
= ———=— alors
,/—1-_[ 2/Q/+1
2
1
1 L
E( sup anI) <2 /a sup T Ian ml(log(1+—i’m—)) +C(a) .
nelN neENmeEN ! m

Supposons que l'on connaisse la mesure de probabilité p , sur r1,8] ,

répartissant le maximum de IXn[ , c'est-a-dire que

u({n}) = P(swp|x| = X [) .

Dans ces conditions nous pouvons modifier le résultat précédent ; en effet, nous

en déduisons

la | e

1
E(suplx') sc(a)+2 /o f dp(n) = lan ml (1og(1+ ——%m-)) .
C1, meEN ! m
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Par passage a la limite sur N, en désignant par -r(u,) 1l'ensemble des variables

aléatoires a valeurs dans N de loi  , nous avons :

i) Une condition suffisante pour que E( sup lxnl) soit fini est :

neN
a, ml 1/0
sup % |an ml(log(1+ —k—‘—-)) <o ,
n€ENmEN ’ m
ii) Une condition suffisante pour que E( sup lXo'r,) soit fini est :
T€T(w

|2, ml

1
ool 72

J' du(n) = lan m](log(1+ —k'—)) <w ,

N meEN ’ m

iii) Une condition suffisante pour que E( sup 'Xn’) soit fini est :
neN

1
la, nl\\ /2
m
sup du(n) T ,an ml(log(1+ —:’—)) <@ , =
p N meN ! m
Dans tous les cas nous avons une majoration explicite, Remarquons que la condition
i) est du type "mesure majorante'", Par contre, dans ii) et iii) on voit apparaltre

une nouvelle expression, C'est ce type de majoration que nous fournit la méthode

d'Orlicz. Nous énongons les résultats généraux.

THEOREME 2,.,2.3. - Soient S un espace métrisable, 8 1la tribu engendrée par les

boules de S et u une mesure de probabilité sur (S,S) . Soient (Q,G,P) un

espace d'épreuves et Y une fonction aléatoire réelle, définie sur QxS , G®S -

mesurable et telle qu'il existe deux nombres réels strictement positifs o et a,

vérifiant pour tout s€S :

E(@d,1(l(§l))s1 .

Soient de plus T un ensemble et £ une fonction définie sur SXT .
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Pour tout t€T , on note ft 1l'application de S dans R qui & s associe

f(s,t) et que 1l'on suppose 8 -mesurable.

QQ, *
i) Si 1l'application tHft , de T dans (L (S,p.)) est bornée, alors

la fonction aléatoire définie sur T par :

X(w,t) = [ ¥(w,s)e(s,t)du(s) ,
5

a, presque sfirement, ses trajectoires majorées.

ii) 8i T est un espace topologique et si 1l'application tHft , de T

s 2=
*
dans (L O‘,(S,u.)) est faiblement continue, alors X a, presque sfirement, ses

trajectoires continues.

iii) Soit w vune mesure de probabilité sur (T,J) et supposons que 1l'appli-

@
cation (s,t)-—»f(s,t) , élément de (L Q’(S XT, u®1~r))* est telle que :

]
HS TIf(s,t)l(1os;(1+|f(s,t)|)) /“du(s)du(t) <,
X

Soit de plus T:Q-T , une application mesurable, de loi m . Dans ces

conditions, l'application w» X(w,T(w)) est majorée par une variable aléatoire

intégrable et son espérance est inférieure a :

1
a(wac@e @) [] Je(s,0)] (Log(1+ —Leltly) & au(s)an(t) .
SXT [flelap®n
Démonstration : i) D'aprés les hypothéses que l'on a faites sur Y ; il existe une
partie négligeable N de Q , telle que pour tout wEN , Y(w,.)ELQa(S,p,) .
Remarquons que les hypothéses de mesurabilité entrainent que la fonction aléatoire
X est bien définie, Si || ||* désigne la norme dans (L%'(S,p,))* , alors pour

tout w;éN on a:

[X(w,t) | =||¥(w,.)

i, el
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Comme la famille (ft;teT) est bornée, nous en déduisons, pour tout wEN :

*
sup ]X(w,t)l <|ly(w,) sup ||£ | .
ter (8,100 e ©

C'est le résultat., Remarquons que si on ne fait pas d'hypothéses supplémentaires,

le membre de gauche n'est pas forcément une variable aléatoire,

ii) Avec les mémes notations qu'en i), soit w)éN fixé, donc

)
Y(w,.) €L Q(S,p,) . Pour simplifier les choses, supposons T métrisable ; alors
pour tout tOET fixé et tout e€>0 , il existe un nombre réel T7N>0 tel que,

par hypothése
d(t,to) <= <Y(w,.);f‘t>—<Y(w,.);ft >|<e ;
o
nous avons le résultat,
iii) D'aprés le théoréme de Fubini et les hypothéses de mesurabilité, pour

)
*
m-presque tout t€T , ftE (L a(S,p.)) « Donc pour P -presque tout w et

m-presque tout t ,
X(w,t) = [ Y(w,8)£(s,t)au(s) ,
S

a bien un sens, La variable T étant de loi m , nous en déduisons que, pour

P -presque tout w ,

X(w,T(W)) = J‘ Y(w,S)f(S'T(w))du(S) ’

S

est bien définie., Remarquons que par composition l'application Y(w,s)f(s,7(w))
est (G®S8 -mesurable, D'ol, en prenant l'espérance du module et en majorant par

les normes, on a :
*
E(|X .
(ke D =I¥(q ) poullee,

Par définition de la norme de Luxemburg et d'aprés l'hypothése sur Y, de 1l'inéga-

1ité (0.2.3) et du théoréme du transfert, on a :
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,
Blxo o] ca(mwac(@a /) [] [e(s6)] (Log(re JEEELy) A (e)an(e)
S XT

IR

C'est le résultat annoncé,-

Nous allons donner quelques exemples d'application de ce théoréme,

EXEMPLE 2.2.4. - Soit (Xi;iEI\‘) une suite de variables aléatoires indépendantes

telles que Xi = oi)‘i , pour tout i€N , ou (ci;iEN) est une suite de nombres

réels strictement positifs et ()\i;iE N) une suite de copies indépendantes de la

variable A du lemme 2,2.,1. Soient de plus p = (u,i;iEI\I) une mesure de proba-

bilité sur N telle que la série z o,k converge et T vune variable aléatoi-
ieN

re 3 valeurs dans N de loi u . Dans ces conditions si 'r(u.) désigne l'ensemble

des variables aléatoires de loi pu , on a :

1 1
sup EIXo 'r| < (1+3C(a)2 /a) z crip.i(log(1 + -l-)) /a/ .
€ T(w) i€EWN i

Démonstration : Pour pouvoir appliquer le théoréme précédent, il nous faut définir
Y , la fonction f et la mesure de probabilité m . On pose :

C= Z p,*(,,crz,rr:C1

Z WO,
LEN kew <Xk

ou €

X est la mesure de probabilité concentrée au point k ; pour tous les

entiers k et £ , on note

X
k C
Y. =_’f(k’£)=_6 ’
k X by kL
ou 5M est le symbole de Kronecker, Comme Yk = )‘k , d'aprés le lemme 2.2.1. i)

E(@a 1(Yk)) est inférieur & 1 pour tout k et par conséquent a = 1 ., D'autre
?
part

J 4k, 2)dn(x) = X, 5
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on a donc une représentation intégrale du type recherché, Comme
[] 2(x, 8)au(8)dn(x) = c ,

on obtient le résultat annoncé a l'aide du théoréme 2.2.3. iii).—

EXEMPLE 2.2,5. - Soient y une mesure de probabilité sur R de médiane nulle,

@
et A une variable aléatoire de densité (/%r)lxla - 1exp(-2lx’a) avec @ un

nombre réel strictement positif, On pose

X((D,t) = t)\(W) ,

w{sts2t} si t>0,

a(t)

pfs:s<t} sinon,

Dans ces conditions, si T(p) désigne 1'ensemble des variables aléatoires de loi

B, ona:

sup ElXoTls(1+3c<a)e1/“)I 8(t) (Log(1+ =ir)) /2 at
re(u) | R HE)

Démonstration : On suppose que 1'intégrale du second membre est finie. On pose

c =/ G(t)at ;
R

1/(1’

cette quantité est majorée par (1og2) fois 1'intégrale de 1l'énoncé., Donc C
est fini, Si C est nul, alors G(t) est presque partout nulle ; c'est-a-dire que
p est concentrée en O . Le résultat est alors immédiat., Supposons C non nul

et posons :

d‘IT(S) = E(il ds ,

c

f(s,t):-'%’- I[o,t](s) G—((:;)- ;
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la mesure 1 est bien une mesure de probabilité., Une intégration par parties

nous donne :
[ |e(s,t)[au(t)an(s) = ¢
RXxR

D'autre part d'un calcul simple on obtient :

I )\(w)f(srt)dﬁ(s) = X(wvt) H
R

Comme, d'aprés le lemme 2,2.1. i), E(§a 1()\)) <1, 1l'application du théordme
I

2.2.3. iii) nous domne 1'inégalité amnoncée. -

Pour o = 2 , on retrouve le résultat comnu (X. Fernique ([12])) dans

le cadre gaussien, On peut généraliser 1l'exemple précédent.

EXEMPLE 2.,2.6. = Soient g une fonction sur un ensemble T , p une mesure de

probabilité sur (T,g) et A une variable aléatoire de densité

@
7%§|x|2 1exp(—2|x|a) ,

ol « est un nombre réel strictement positif, On pose

g(t) )\(U)) ’

x(w,t)

G(t) = p®p{(w,v):|g(w)-g(v)|>[t]} .

L}

si T(u) désigne l'ensemble des variables aléatoires de loi pu , on a :

1 1
sup  E[Xo 7| <3(143C(@)2 /°‘) IRG(t)(log(n 5(2;)—)) /% 4 .

T€T(w
Démonstration : Soient T,UE‘T(u) indépendantes et indépendantes de X , on a :

sup E(XeT)< sup E(Xo TXo0 g)<2 sup E(XorT) .
Ter(p) o,7€ 7(u Ter(p)

I1 suffit, a présent, d'appliquer le résultat précédent a Y(w,t) = tA(w) avec
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comme mesure, la mesure symétrique, image de p®pu par 1l'application
(u,v) » g(u)=g(v) . La majoration de 1'exemple 2.2.5. nous donne le résultat. —
Dans le résultat qui suit, nous allons utiliser la représentation intégra-

le que nous fournit la méthode des mesures majorantes.,

THEOREME 2.2.7. - Soient (T,d) un espace métrique et (Q,G,P) un espace d'épreuves,

Soit X wune fonction aléatoire définie sur T , centrée et vérifiant 1'hypothése

(H) c'est-2-dire qu'il existe deux nombres réels «o et a strictement positifs

tels que pour tout s,t€T on ait :

Xq,5(s:t)

E(§Q,1(—’a—))51 .

On suppose de plus que le §-diamdtre de T,58(T) , est fini, Alors

une condition suffisante pour que X ait presque sfirement ses trajectoires majo-

rées est que :
SfTZ 1
2 1 /a
sup I a p(t) _f (Log(1+ — ) du<w,
1 o 2(B (t,u))
wem (1) R A

ou W(l(T) désigne 1l'ensemble des mesures de probabilité sur (T,J) « On a alors

(1)

E( sup X(t))s6a(1+3c(a)21/°') sup I du(t) f 2 (1og(1+
teT u€7f(_1(T) o

du .

2___1___))1/0
W2(8(t, )

Démonstration : Dans un premier temps, supposons que T soit fini, Avec les mémes
notations que celles des paragraphes précédents, pour tout t€T et pour tout

entier n, on a :
- s s) = % X u,v 1'1 u,v)g, (u,v; )) u v) .
x (¢) fT x(s)au(s) HTXT %( )(k§1 8(u,v) g, (w,v;t))dp(uw)an(

Comme T est fini, il existe un entier n tel que pour tout t€T , Xn(t) = X(t) .
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soit t(w) 1l'indice du maximum de X sur T et choisissons comme mesure
la loi de T o L'application du théoréme 2.2.3. iii) et le fait que X soit

centré, nous donnent :

pOu®u’

B(naxx) < 6a 7 (AL Jl)ﬂ “n
k=1 2

k
T +1

ot la troisiéme intégration porte sur le centre t des boules Bk . Comme

HITXTXT IBk(t) XBk-1(t)(uYV) ﬁé%du(t) =1,

1

1'inégalité (0.1.1) nous donne :

;
1))/,
)

k+1)(log(1+

1 )
E(max X)< 6a(1+3C ()2 /b) f du(t) = (—£~l
T T k=1 p,k t
d'ol la conclusion dans le cas ou T est fini, Si T est quelconque, pour toute

partie finie To de T , le raisonnement précédent nous donne :

8(1) Vo
E( sup X(t))<C sup [ oaw(®) [ 2 (1og(1+ ———))  du;

2
teT, uem:(ﬂ T o w (Bg(t,w)

en particulier si TO est un sous-ensemble d'une suite séparante pour X . La

séparabilité de X nous donne le résultat sur T entier., -

De la majoration du théoréme précédent on peut déduire une condition

suffisante de majoration, du type "maxi-min", & savoir :

_(_) 1
1 [
sup inf J' du(t) J‘ (1og(1+ - )) du<o .
HEWl (T) WEW( (T) T ™ (Bs(tvu))

Ce résultat termine le paragraphe consacré a la méthode d'Orlicz, méthode

qui est plus générale que celle des mesures majorantes, mais qui est plus
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difficilement applicable en pratique, la difficulté majeure étant dans la recherche
d'une représentation par une intégrale.

Nous verrons (IV) que dans certains cas on peut obtenir des minorations
faisant intervenir les mémes termes des résultats précédents. On en déduira des

conditions nécessaires et suffisantes, -
2.3. Applications,

Dans ce dernier paragraphe nous allons domner trois applications des
résultats obtenus dans les deux paragraphes précédents. Les deux premiéres
concernent les processus gaussiens d'une part et les processus & accroissements sous-
gaussiens, d'autre part. Ces deux familles de processus vérifient 1'hypothése (H)
pour « = 2 . Nous retrouverons ainsi les résultats de X. Fernique ([10],[11])
sur les processus gaussiens oil, pour la premiére fois, les méthodes des mesures
majorantes et d'Orlicz ont été utilisées., Pour les processus 3 accroissements
sous-gaussiens, nous retrouverons les résultats de N.,C. Jain et M.B. Marcus ([19])
et la condition de mesures majorantes établie par B. Heinkel ([17]). Dans la
troisiéme application, nous étudierons une famille de fonctions aléatoires associées

[

a l'espace L 1 « Les résultats généraux, pour « = 1 , seront dans certains cas

proches de la notion d'entropie.

Exemple 1 : fonctions aléatoires gaussiennes : Pour o = 2 , la fonction de Young

. X .
s'écrit §2 1(x)= e -1, Les résultats obtenus par la méthode des mesures majorantes,
1

nous donnent, dans le cas gaussien :

THEOREME 2.3.1. - Soient (T,d) un espace métrique séparable et (Q,G,P) un

espace d'épreuves, Soit X vune fonction aléatoire gaussienne définie sur QXT .

On suppose que le § -diamétre, 6(T) , de T est fini, On a alors les propriétés

suivantes :
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i) S'il existe une mesure de probabilité sur (T,3) telle que

I B&x()x(e))au(s)au(t) = o,

TxT

une condition suffisante pour que X ait presque slirement ses trajectoires majo-

rées, est que

8(T) .

1
sup Jl 2 /1og MEREE du<e ;
teET o 8

il existe alors une variable aléatoire Y(u)) » positive, telle que pour tout te€T ,

on ait :

8(T)

[x(w,t)| =57 Y(w) sup [ 2 /log(1+
SET o

1

———) du.
w? (Bg(s,u))

ii) Une condition suffisante pour que X ait presque slirement ses tra-

jectoires continues est qu'il existe une mesure de probabilité u sur (T,U)

telle que :

€
. / 1
lim sup I log —m Bs tu du = 0 ;

elo t€T o

il existe alors une variable aléatoire Y(w) , positive, telle que pour tout s

et t€eT , on ait :
8(s,t)

[X(w,s)%(w,t)] <114 Y(w) suw [ 2 log(1+
u€eT o

1

).
U'Q(Bé(uvv))

On montre aisément que si une fonction aléatoire gaussienne a sa co-
variance majorée par 1 , alors pour tout a supérieur a ‘/g et tout t€T on

a s

E(§2,1(£(§l))51 .
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Donc toute fonction aléatoire gaussienne vérifie 1'hypothése (H) avec o = 2 ,
Le théoréme précédent est une conséquence directe des corollaires 2.7.4. et 2.1.6.
Notons que la variable aléatoire Y est la méme dans les deux propriétés et
qu'elle est égale, en dehors d'un négligeable, & la norme de Luxemburg de b4 par

8

rapport a @2 " De la proposition 2,1.2., on sait que pour tout =x supérieur
1

a V/ég , on a

_x2 3log2
P(Y>x)<4e %6 , E(Y)<22.
Remarquons également que la méthode générale que nous avons développée, allége
la preuve du résultat de continuité par rapport a la démonstration originale
([11]) ol la représentation intégrale se faisait dans 1l'espace d'Orlicz

3 ~
L 2(T4,p,®4) en utilisant X .

L'application du corollaire 2.1.7. nous permet de retrouver la condition
de R.M. Dudley ([4]) sur 1'exposant d'entropie, Le corollaire 2.1.8. est, dans
le cas gaussien, la condition de continuité de X. Fernique ([8 ]). La démonstration
originale de ce résultat est basée sur des découpages de plus en plus fin de [0,1].
Nous retrouvons ici la méme démonstration que dans ([11]). Notons que 1'on peut,
toujours par la méthode des mesures majorantes, alléger les hypothéses sur £ ,
en considérant if,d .

Enfin, la méthode d'Orlicz et plus particuliérement le théoréme 2,2.7.

nous fournit une condition suffisante de majoration qui s'écrit :

5(T)
2 1
sup fT du(t) j'o /109 mER G du<e ,
wem (1)

X. Fernique a montré ([12]) que cette condition était également nécessaire pour

une trés large famille de fonctions aléatoires gaussiennes., -
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Exemple 2 : fonctions aléatoires & accroissemenrs sous-—gaussiens.

DEFINITION 2.3.2. - Soit X une fonction aléatoire réelle sur un espace métrique

(T,d) « Soit & 1l'écart induit sur T par la covariance de X . On dit que X

est a accroissements sous-gaussiens si pour tout nombre réel A et tout couple

(s,t) ETXT , on a :

Efexp M(X(s)x(t))) < exp xzazzs ¢

Une telle fonction aléatoire vérifie 1'hypothése (H) ; en effet, on

montre que pour tout nombre réel a supérieur a % et pour tout couple

(s,t)ETxT on a
Xra,6(s0t)

2,1( )<

E(%

Comme c'est la méme fonction de Young qui intervient, le théoréme 2,3.1. est encore
vrai si X est & accroissements sous-gaussiens. En particulier, nous avons une

condition suffisante de majoration des trajectoires, condition originale, a savoir :

8(T)

sup ‘f 2 /1og m ! du<e ,

t€T o B6 t.u

La condition suffisante de continuité est celle établie par B. Heinkel
([17]) ; en particulier elle est satisfaite, dans le cadre du corollaire 2.1.7,
si 1'exposant d'entropie de T est strictement inférieur a 2 .

Le corollaire 2.1.8. nous donne, dans le cadre de cette famille, une
généralisation du résultat de N.C. Jain et M.B. Marcus ([19]). Il avait été établi

pour des fonctions aléatoires du type :
x(w,t) = £ g (1) (W) ,
n

ou les )‘n sont indépendantes et sous-gaussiennes., La méthode des mesures majo-
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rantes nous permet, avec exactement les mémes hypothéses que dans ([19]) et en

utilisant '}\('f 4 de 1l'étendre a toute fonction aléatoire A accroissements sous-—
’
gaussiens,
Notons enfin que la condition suffisante de majoration obtenue par la

méthode d'Orlicz est identique & celle du cas gaussien, -

Pour terminer 1'étude de cet exemple, nous donnons un résultat qui nous
permettra, dans la cinquiéme partie de notre travail, d'obtenir une condition
suffisante pour qu'une suite de fonctions aléatoires & accroissements sous-

gaussiens, indépendantes et isonomes, satisfasse la propriété du théoréme central

limite dans C(T) .

PROPOSITION 2.3.3. - Soient (T,d) un espace métrique séparable et (Q,G,P) wn

espace d'épreuves. Soit X une fonction aléatoire, définie sur T , & accroisse-

ments sous-gaussiens et admettant une mesure majorante B sur (T,S’) par rapport

a 6 . Dans ces conditions, il existe une constante C telle que pour tout £>0 ,

on ait :

-~

E( su 'X(s)-X(t),) <C smez.p I/Z ﬁog(H _—1_) av .
ueT o

8(s,t) <e (B (w,v))

La démonstration est immédiate & partir du corollaire 2.,1.9. avec C = 3529, -

Exemple 3 : Séries aléatoires de type exponentiel, - Ce troisiéme exemple illustre

le cas ol « = 1 ; par définition des fonctions de Young &

Q/,',onaalors:
?

8,00 = 8, () = el

Considérons une suite de variables aléatoires (xn;nem) indépendantes
et de méme loi de densité (1//—2)exp(—/§'xl) , et une suite de fonctions

(cpn(t);nél\l) définies sur T et telles que I cpfl(t) converge uniformément,
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DEFINITION 2.,3.4. - Soient (T,d) un espace métrique séparable et (Q,G.,P) un

espace d'épreuves. On dit qu'une fonction aléatoire X , définie sur T , est

une série aléatoire de type exponentiel si elle s'écrit :

X(w,t) = T g () () ,

ol les suites ()\n;nel\l) et (cpn(t);nEI\I) vérifient les conditions ci-dessus.

Comme nous le verrons par la suite (Remarque 4.1.11), une telle série
aléatoire vérifie 1l'hypothése (H) avec @ = 1 ; plus précisément pour tout

nombre réel a supérieur & 3 et tout s,t€T , on a

T (s,t)
E(Q‘](—G_a-f_

Ns<1.

La méthode de mesure majorante nous donne l'énoncé suivant :

THEOREME 2.3.5. — Soient (T,d) wun espace métrique séparable et (Q,G,P) umn

espace d'épreuves, Soit X une série aléatoire de type exponentiel définie sur

QXT « On suppose que le § -diamétre, S(T) , de T est fini, On a alors les

propriétés suivantes :

i) S'il existe une mesure de probabilité yu sur (T,3) telle que

JI BE)X(E))au(s)au(t) = o,

TXT

une condition suffisante pour que X ait presque slirement ses trajectoires majo-

rées est que y soit une mesure majorante et il existe alors une variable aléatoi-

re ¥(w) , positive, telle que pour tout t€T , on ait

8(1)

cu 2 Jog(14 —— Vau .
[%(w,t) | =294 Y(w) sepT fo Log(1 uZ(Bé(s,u)))d

ii) Une condition suffisante pour que X ait presque slirement ses
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trajectoires continues est qu'il existe une mesure de probabilité p sur (T,J)

telle que :

€
. il
lim sup I log du =0
elo teT ‘o w(Bg(t,u

il existe alors une variable aléatoire Y(w) , positive, telle que, pour tout

s,t€T , on ait :

5(s,t)

|%(w,s) %(w,t)| <588 Y(w) sup [ 2  log(1+
ueT o

1 )dv.
uz(Bb(u:V))

La variable aléatoire Y est la méme dans les deux cas ; elle est égale, en

dehors d'un négligeable, a la norme de Luxemburg de X et, d'aprés la proposi-

6 ¢

tion 2.1.2, on sait que pour tout x supérieur & 6 on a @

. log2
P(Y>x)<10e™ "6 ,E(Y)<90 .

Les corollaires 2.1.7. et 2.1.8. nous donnent, pour des séries aléatoires
de type exponentiel, deux conditions suffisantes de continuité, avec dans chaque
cas o = 1 ., De méme la condition suffisante de majoration obtenue par la méthode

d'Orlicz s'écrit aisément dans ce cas.

Dans la quatriéme partie de notre travail nous reviendrons plus longue-
ment sur ces séries aléatoires. En particulier nous montrerons que la condition

d'0Orlicz est, dans certains cas, nécessaire.

Nous terminons ce paragraphe avec un résultat que nous utiliserons dans

la partie consacrée au théoréme central limite.

PROPOSITION 2.3.6. - Soient (T,d) wn espace métrique séparable et (Q,G,P) wn

etpace d'épreuves, Soit X wune série aléatoire de type exponentiel, définie sur

T et admettant une mesure majorante | sur (T,Z{) . Dans ces conditions, il

existe une constante C , positive, telle que, pour tout >0 on ait :
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€
2
E( su ]X(s)-X(t)l) <C sup I log(1+ 5
8(s,t) <e u€ET o

C'est une conséquence du corollaire 2,1.9., avec o =1 et C = 9312 . -
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III. FONCTIONS ALEATOIRES ASSOCIEES A DES FONCTIONS

DE YOUNG DE TYPE PUISSANCE,

Dans cette partie nous étudions les fonctions aléatoires définies sur
[0,1] , dont le moment d'ordre p des accroissements est majoré par une fonction
réguliére., La mesure majorante que nous utiliserons est celle de Lebesgue. Nous
travaillerons uniquement avec la distance usuelle sur [0,1] et pour pouvoir appli-

quer la technique d'Orlicz on exigera que p soit strictement supérieur a 1 ,

Dans un premier temps, nous donnons un résultat qui est une conséquence
du corollaire 1.1.10. Nous retrouvons ainsi le résultat de M.G. Hahn ([16]) qui
avait été établi par des méthodes totalement différentes, Nous donnons ensuite une
majoration que nous utiliserons dans la cinquiéme partie consacrée au théoréme

central limite,

Enfin nous appliquerons le résultat principal dans certains exemples
et nous montrerons que la condition suffisante de continuité que nous avons obtenue
est du méme type que celles qui sont associées & des fonctions de Young de type

exponentiel,

Sur [0,1] muni de la distance usuelle, de la tribu des boréli‘ens 8
et de la mesure de Lebesgue A et sur un espace d'épreuves (Q,G.,P) , on considére
une fonction aléatoire réelle X , On supposera toujours que X est continue en
probabilité et on utilisera une version de X séparable et G® 8-mesurable,

Le résultat essentiel de cette partie est le théoréme suivant di & M.G. Hahn

([16]) :

THEOREME 3.1.1. - Soient (Q,G.,P) un espace d'épreuves et X une fonction aléa-

toire définie sur [0,1] xQ telle qu'il existe un nombre réel p>1 et une

fonction f croissante, s'annulant et continue a l'origine et telle que pour

tout s et t€[0,1] on ait :
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(3.7.14) B(|x(s)x(t) |P) s £P(]st])

Une condition suffisante pour que X ait presque slirement ses trajectoires conti-

nues est que

I —f(ﬁidu<m ,

o 1+=
u o p

et dans ces conditions il existe une variable aléatoire Y positive, possédant

un moment fini d'ordre p , telle que pour tout s et t de [0,1] on ait :

p+1 =1
[X(w,5) X(w,t)| <2.3°7" Y(W)[F(3[s-t)I P

avec
X
F(x):f —fu,l—du,
o 1+ =
u P
et

E(Y) < fF(1) .

Si f s'annule sur un intervalle du type [0,e] , €¢>0 , alors X est
presque sfirement constante, On montre qu'il en est de méme dans le cas o p = 1
et ol 1'inégalité 3.1.1. est vérifiée, Donc on peut supposer, sans restreindre la

généralité, que le seul point od £ s'annule est 1l'origine,

Démonstration : Pour p>1 , la fonction Qp(x) = Jipli est une fonction de Young.
Nous allons appliquer les résultats particuliers aux fonctions puissances que nous
avons obtenues dans le premier chapitre et plus précisément le corollaire 1.1.10.
si ry est un nombre réel strictement positif et si on pose, avec les mémes

notations que celles du paragraphe 1.2,

Xn(t) = -)j; J‘ , ro) x(w)du ,
B(t,—2
b
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on vérifie alors aisément que pour tout t€[0,1] , Xn(t) converge presque
sllrement vers X(t) o S1i Nt désigne 1'ensemble de divergence, il suffit de

montrer la majoration du théoréme pour s et t fixés et w;éNtUNs $ on aura

alors la relation sur tout [0,1]2 et pour tout WEQ en utilisant la sépara-
bilité de X , comme dans le théoréme 1.2.5, et en posant Y(w) =+ sur le
négligeable de ( déterminé par celle—i, comme dans le corollaire 2.1.6. Fixons—
nous donc un couple (s,t) et un élément (»ﬁI\ItUNS « On pose pour tout u stricte-

ment positif :
d+p

o(w) = uP e /P .

Dans ces conditions la fonction
1+p 1
2 1-=
P
p(u) = e(Weu) =u- £ Pu),

est de méme nature que f , c'est-ad-dire croissante, continue en 0 et s'annu-
lant uniquement & l'origine, Vérifions les hypothéses du corollaire 1.1.10. On

rappelle que

I~ X(s)=X t)
Xp,d(s’t) = o(Js=t)) T{(u,v):uFv) (s,t)

a) Montrons que la condition i) est vérifiée, a savoir

'f('p a€ LP([0,1]2, A® L) P -presque sirement. En effet
’

]
I q B(J%, 4(s,t)[P)asar <2 jo —fﬁ‘;i du<e .,

(o, u1+ /P
On pose

y(w) = "Iip,d(w'.)“(Qp),)\®)\ .

Nous étudierons cette variable aléatoire par la suite,
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b) Montrons que la condition ii) est vérifiée., On a, par définition de

la fonction p

%
€ p-1 2 6€e
J‘ ———L—(@)—-dus3 /P-1 J' ,i(ELdu ,

oukz/b-1(Bd(t,u)) ° u1+1/b

et ceci pour tout t€[0,1] » Quand € tend vers O , cette derniére intégrale,

par hypothése, tend vers O ,

c) Nous pouvons donc appliquer le corollaire 1.1.10, Nous en déduisons

p=1
|%(w,s)%(w,t) | s(p4"'1)1/p 32/1"1 Y(w) (F(3]st|) P ,

d'ou, en majorant le coefficient, la relation annoncée,

d) Pour terminer, calculons le moment d'ordre p de Y ., Par définition

de la norme de Luxemburg, on a :

1
) x(w,t) /P
Y(w) = E H[o’ﬂzlg%'ns—_i%'t—l dsdt] .

La mesurabilité de X et le théoréme de Fubini nous donnent :

E(¥) s 1 [T

o — 1 geat ESIOR
P02 Pllep P

Ceci achéve la démonstration du théoréme, -
Nous allons. faire quelques remarques concernant la démonstration et les

résultats de ce théoréme,

REMARQUES 3¢1+2. i) : Le choix de la fonction ¢ n'est pas arbitraire ; en effet,

pour toute fonction ¢ positive, nous avons & 1l'aide de 1l'inégalité de H¥lder :
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Plo-1 P/pa kot
1 u 1 /b u u P
I e e I e )"
o M /p @ (u) -

Si la premiére intégrale du deuxiéme membre est finie, on a l'appartenance de
fom.d a 1l'espace d'Orlicz 9 ;5 si la deuxiéme est également finie, on a la
@,
continuité, Nous avons choisi la meilleure fonction ¢ , celle pour laquelle les

trois intégrales sont égales, -

ii) Le théoréme 3.1.1. constitue, comme nous l'avons dit, le résultat de
M.G. Hahn ([16]). Notons cependant qu'il avait été établi par des découpages de
[0,1] « On remarquera que le module de continuité que nous obtenons par la méthode
des mesures majorantes est plus agréable a manipuler en pratique que celui de
M.G. Hahn qui est défini par des opérations sur des séries, =

Une' conséquence directe du théoréme précédent est le résultat suivant que

nous utiliserons dans la cinquiéme partie de notre travail :

COROLLAIRE 3.1.3. - Sous les mémes hypothéses et avec les mémes notations que

celles du théoréme 3.1.1, pour tout € strictement positif on a :

Bl =1
(3 s () > 43/ B(1) /P p(3e) ?

~t|<e
P

Nous allons donner quelques applications, avec des choix particuliers de
la fonction £ .
Soit X wune fonction aléatoire sur [0,1] telle qu'il existe p>1

tel que pour tout s et t de [0,1] on ait :
E(]x(s)x(t) |P) < |s—¢| "**

alors une condition suffisante pour que X ait presque slirement ses trajectoires
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continues est que r soit strictement positif. En effet

r r
X £ u) x o1 Y
I du = f up du = 2P o
o r

On retrouve ainsi, partiellement le résultat de Kolmogorov ([22]). Dans ces condi-
tions il existe une variable aléatoire Y , possédant un moment d'ordre p fini,

et une constante C , telles que pour tout s,t€ [0,1] on ait :

rp-1
|x(s)x(t)]sc ¥Y[st|P P . -

Un autre cas qui a été fréquemment étudié est celui ou la fonction
aléatoire X est telle qu'il existe p>1 et un nombre réel r tels que pour

tout s,t€[0,1] on ait :

B(|x(s)-x(x)P) < —==tl
(1og T;l—t-l-)

En appliquant le théoréme 3.1.1. nous en déduisons qu'une condition suffisante
pour que X ait presque slirement ses trajectoires continues est que r>p . En
effet dans ce cas

J‘- flu du:;\%‘_—1—r_‘-g°
* (109%)P

Dans ces conditions on a l'existence d'une variable aléatoire Y , possédant un
moment d'ordre p fini, et une constante C telles que pour tout s,t¢ [0,1]

on ait :

1

(1og '[?11]')

[x(s)x(t)|sc ¥ %-P_ .
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Notons que les résultats antérieurs de M. Lodve ([22]) et de P. Bernard
([1 ]) qui sont un peu plus faibles, ont été obtenus par des méthodes totalement
différentes, A.M. Garsia et Rodemich ([13]) ont obtenu la méme condition suffi-
sante par une méthode identique a celle du théoréme 1.1.1, donc trés proche de
la méthode des mesures majorantes, Ils ont conjecturé que cette condition est
également nécessaire, Certains contre-exemples de R.M, Dudley ([5 ]) et de
M.G. Hahn ([16]) infirment cette conjecture.

Nous terminons cette partie par une remarque qui montre que malgré le
fait qu'a partir d'un certain moment nous avons suivi une démarche différente
pour les fonctions de Young de type puissance, les conclusions auxquelles nous
aboutissons sont trés semblables. En effet par un changement de variable on a
1'équivalence :

®
J‘ —-Q(EL,' du<e a‘f f‘(u—P)du<w .
14+ =

[}
u P

Rappelons qu'au chapitre précédent, pour les fonctions Qa , nous avions obtenu

la condition

© o
[ £e™ ax<w .

Autrement dit, cette condition, établie en 1964 par X. Fernique pour
les processus gaussiens (o = 2) » est trés générale et convient a une trés large
famille de fonctions aléatoires. C'est la méthode des mesures majorantes qui a

permis, dans une de ses applications, d'établir ce fait, -
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IV. REGULARITE DES TRAJECTOIRES DES SERIES ALEATOIRES

DE TYPE EXPONENTIEL.

Cette quatriéme partie de notre travail est consacrée a 1l'étude de la
régularité des trajectoires de certaines fonctions aléatoires de type exponentiel,
Comme 2 la fin du paragraphe 2.3, un espace métrique (T,d) et un espace d'épreu-
ves (Q,G,P) étant donnés, nous appelons série aléatoire de type exponentiel
sur T , la série

X(w,t) = £ a (t) (o),
neN
ou (an;nEN) est une suite de fonctions définies sur T et ()\n;nel\l) une suite

de variables aléatoirs réelles, indépendantes et de méme loi de densité

é? exp(-/2|x|) par rapport a la mesure de Lebesgue.

Dans un premier temps nous établissons des lois "O0-1" et des résultats
d'intégrabilité pour ces fonctions aléatoires, Ces derniers nous permettent
d'introduire de maniére naturelle la fonction de Young 6111(x) = e’x|—|x|—1
pour l'étude de la majoration et de la continuité des trajectoires de séries
aléatoires de type exponentiel. Nous en déduisons qu'une telle fonction aléatoire
vérifie 1l'hypothése (H) du paragraphe 2,1 ; c'est-a-dire que pour tout s,t de
T, §5 est un élément de l'espace d'Orlicz L§1(Q,P) , ou 8 est l'écart d'ordre

deux induit par X sur T . Les résultats des paragraphes 2.1. et 2.2, sont

donc applicables a ces fonctions aléatoires (avec a=1).

Le deuxiéme paragraphe est consacré & l'étude des processus composés,
de type exponentiel, Dans certains cas, nous montrons que pour de tels processus,
la condition suffisante de majoration obtenue par la méthode d'Orlicz, est égale-
ment nécessaire, En particulier la condition du théoréme 2,2,7 avec o = 1 , est

nécessaire et suffisante pour des séries de type exponentiel définies sur une



limite projective d'ensembles, -

4.1. Lois '0-1" et intégrabilité des séries aléatoires de type exponentiel,

Etant donnés un espace d'épreuves (Q,G,P) , un espace métrisable T

. T
et N une pseudo-semi-norme sur R , 8 T-mesurable, nous allons énoncer pour
R

une série aléatoire de type exponentiel

x(w,t) = T an(t)xn(w) ,
neN

définie sur QxT , des résultats du type lois "0-1" , 2 savoir

P(N(X) <®) = 0 ou P(N(X) <=)

1
-
-

P(N(X)=0) = 0 ou P(N(X)=0)

[}
-

De plus, nous obtiendrons un résultat d'intégrabilité : N(X) est presque slirement

finie si et seulement s'il existe une constante B>0 telle que :
B(e™®)) ca

Ces conclusions seront appliquées, pour X séparable, & la pseudo-

semi-norme

N(X) = sup IX(w,t)I .
t€eT

On remarquera que ce qui précéde justifie le choix de la fonction de
Young §1,1(x) = e'x'-|x|—1 pour 1'étude des séries aléatoires de type exponentiel
par les méthodes d'Orlicz et des mesures majorantes, Nous concluerons ce paragraphe,
par le calcul de la norme de Luxemburg d'une série aléatoire de type exponentiel,
sous certaines hypothéses,

Nous commengons par quelques résultats simples qui seront utilisés

par la suite,



645

LEMME 4.1.1. = Sur un espace d'épreuves (Q,G,P) on considére la variable aléatoi-

a_-a|x|

re réelle A de densité e o« Dans ces conditions on a les résultats suivants :

2 2y 2
E(x)=o,E(|A|)=a et E(k)_—az,
Pour tout k€[0,[a|[ on a:
E(eklll) - =2 E(ek)\) - E(e"kk) _ 32
~ a-k '’ - - a2x2 ‘

Par la suite, nous aurons a manipuler fréquemment la fonction convexe

e,x'—1 , qui majore la fonction de Young &, 1(x) = elx,-|x|-1 « BEn particulier
’

pour le calcul de la norme de Luxemburg de certaines fonctions nous utiliserons

la majoration suivante :

LEMME 4.1.2, - Pour tout nombre réel x et tout k>1 , nous avons 1l'inégalité

e'x' < E&T(eb(+ e"b() ,

avec

k-1 k+1
2k 2k
k+1 k-1
cx) = G+ G .

Remarquons que pour k= 2, C(2) est strictement supérieur a
1,75 « Ceci nous permettra de majorer la norme de Luxemburg de certaines séries

aléatoires de type exponentiel,

Nous allons & présent donner deux lemmes qui nous permettront de repré-
senter les variables et les fonctions de type exponentiel a 1'aide de variables
et de fonctions aléatoires gaussiennes et donc de les analyser a partir de

1'analyse des fonctions gaussiennes,

LEMME 4.1.3. - Soient (01,0.1,P1).(02,02,P2) deux espaces d'épreuves et
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k(w1),k' (w1),u,(w2) et p,'(wz) des variables aléatoires gaussiennes, centrées,

réduites et indépendantes, Dans ces conditions la variable aléatoire,

X(wyrwy) = Mo, duley)+2 (0, (w,)

définie sur 1l'espace d'épreuve (01 xﬂz,G1®Gz,P1®P2) a comme ‘densité %e_ix' .

De ce lemme nous déduisons le résultat suivant :

LEMME 4.1.4. - Soient T un espace métrisable et (Q,G,P) un espace d'épreuves,

Etant donnée sur T 1la suite des fonctions (an(t);nEl\I) , on définit sur

QxT la série aléatoire X(w,t) = = an(t)l,n(w) ol (zn;nEN) est une suite de
neN

variables aléatoires indépendantes de méme loi de densité (71—5)exp(-‘/§|x|) .

Sur des copies (01,0,1,P1) et (02,02,P2) de (Q,G,P) on considére les suites

de variables gaussiennes, centrées, réduites et indépendantes (krl(w1);n€11) ,

()&"(w,]);nE]\I) , (u.n(wz);nEI\I) et (p.r'l(wz);nEN) . Dans ces conditions X(w,t)

est de méme loi que la série aléatoire:

an(t
X(wys0,,t) = ngm-Tg—(ln(w1)un(w2)+>\n(w1)un(wa)) .

THEOREME 4.1.5. - Soient T wun espace métrisable et (Q,G,P) un espace d'épreuves.

-mesurable, et X une

Soient de plus N wune pseudo-semi-norme sur RT , B T

R

série aléatoire réelle de type exponentiel définie sur QXT . Dans ces conditions

on a les propriétés suivantes :

i) P(N(X)<w®) = 0 ou P(N(X) <w)

L[}
-

ii) P(N(X)=0) =0 ou P(N(X)=0)=1.

-

Démonstration : i) Nous noterons X(w1,w2,t) la série aléatoire de type exponentiel
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de méme loi que X , obtenue 2 1l'aide du Lemme 4.1.4. Dans ces conditions nous
avons :
P(N(X) <=) = P, ®P,(N(X) <=) .

Supposons que P(N(X) <®) soit strictement positive ; nous allons

montrer que 3

P1®P2(N(X)<°°) =1,

Pour tout w, 601 , nous définissons une pseudo-semi-norme N' sur

1'ensemble des doubles suites de fonctions (£,g) = (fn(t),gn(t);nen) en posant :

N'(g,9) = N( £ [£ (DA (w )+g ()N (0)]) .
neN

an(t) an(t)
L'expression (p,p') = (7.2—- by p,r'l;nEII) définit sur N une

fonction aléatoire gaussienne qui vérifie une loi "O-1" (voir par exemple

théoréme 1.2.1. dans [11]) , 2 savoir
P,(N'(u,pt) <=) = 0 ou P,(N'(,p') <=) = 1.

Soit A1 = {w1 601 : P2(N'(p.,p.') <w) = 1} . Par intégration sur les

marges et d'aprés l'hypothése, nous obtenons :
P(N(X) <) = P1(A1)>0 .

Mais de 1'intégrabilité des processus gaussiens (X. Fernique [9 ])

nous déduisons 1'équivalence

P, (N (,p') <@) = 1 @ E,(N' (b,n')) <=
donc

() = P (E,IN(X)] <) .
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Nous définissons une pseudo-semi-norme sur 1'ensemble des doubles

suites numériques, (f£,g) = (fn,gn;nel\l) , en posant :

a
t A
u(2,9) = E2[N<ngn—l’lfi§l(fnun+gnun))] *

soit (A, ') = ()\n(w1),)\;1(“’1);n€l\l) ; c'est une fonction aléatoire gaussienne,

1l'application de la méme loi "O-1" que ci-dessus, nous domne :
P1(M(x,x')<m) =0 ou P1(M(}\,)\')<m) =1.
Mais
P1(M(>\,A')<°=) = P (EN(X) <=) = P,(a,) = P(N(X) <®)>0 ;
d'ou
P(N(X) <®) = 1 et la conclusion.
ii) La démonstration se fait de maniére identique a la précédente, en

utilisant la méme représentation du processus par des variables gaussiennes et

par exemple le théoréme 1,2,1, dans [11]. -

Dans la démonstration du théoréme d'intégrabilité nous utiliserons

1'inégalité suivante :

LEMME 2,1.6. ([10]). - Soit la fonction de Young g, 1(x) = e® -1 . Pour toute
, Tour toute

[}
fonction fEL 2’1(T,u,) on a 1'inégalité :
1

G 2pll I llell
sup (— £ <||f B
p=21 P! sz(TvU‘) (§2y1),|-"

Démonstration : Par définition de la norme de Luxemburg de f nous avons,
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au cas ou elle n'est pas nulle :

llell 5, 2p
£(t) 1 LP
) ) = I -1 ) ’
‘rT " (3, )on e p21 1T (3, o)sn -

donc chacun des termes de la série est inférieur & 1 d'ou la conclusion. -

Nous donnons a présent le théoréme d'intégrabilité pour les séries de
type exponentiel, intégrabilité analogue & celle du cas gaussien, mais qui fait

intervenir la fonction exponentielle,

THEOREME 4.1.7. - Soient T wun espace métrisable et (Q,G.,P) un espace d'épreu-

ves, Soient de plus N une pseudo-semi-norme sur RT , B T—mesurable et X une
W — =

série aléatoire réelle de type exponentiel définie sur QXT . Dans ces conditions

les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) P(N(X) <) = 1,

ii) il existe une constante b>0 telle que :

E[exp bN(X)] <= .

Démonstration : Supposons que N(X) soit presque sfirement finie, Da la représen-
tation de la série par des varaibles gaussiennes (1emme 4.1.4) et de la démarche
suivie dans la démonstration du théoréme 4.1.5, avec les mémes notations, nous
déduisons 1l'exidtence d'un sous-ensemble Q' de 01 , de P,' -probabilité 1

et tel que pour tout w1 €Q' nous avons
P2(N(X)<°°) =1.

L'application qui, a toute double suite de fonctions (fn(t),gn(t);nEI\l) ,

définies sur T , associe la quantité :

N( = A ()2, (00 (g, ()
neN
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est une pseudo-semi-norme, La fonction aléatoire gaussienne

a (t) a (t)

n__ n v, )

( 75 Pnr T 5 it EN
étant donnée sur Q2 , 1l'application du théoréme d'intégrabilité des vecteurs
gaussiens, établipar X. Fernique ([ 9 ]), implique 1l'existence, pour tout w, eqQ ,

d'une constante a strictement positive, telle que :

Ez(expNz(X)/ 2) <o,

En posant §2 1(x) = et -1 , nous en déduisons :
’

, e

Vuw €Q ,a(w1) = ||N(x)||(§2 1),p2<° .
?

En appliquant le lemme 4,1.6, nous obtenons

1
Vp21, (P—1!) 213(15:21\1219()()) /2psa(w1) .

L'application qui & toute double suite numérique (fn,gn;nél\l) associe

la quantité :
an(t
N —=(f !
” (ngl\l /2 (nl"'n+gnun))”(§2’1),P2’

est une semi-norme ; ceci se déduit aisément des propriétés de norme de

”'”(c} ) P’ de pseudo-semi-norme de N et de l'intégrabilité des vecteurs gaus-
2,172

siens,
Le processus gaussien (An,h;l; n€N) étant donné sur 01 , en utili-
sant le méme résultat que précédemment, nous obtenons une constante b>0 telle

que :

[ ew@P))e, () <o .

@
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De cette relation et de 1'inégalité précédente, nous déduisons

P
1 /2 2p 2 i
E1E2[ z Wb N (X)]SE1(epra)<w,
p=2o
ceci signifie E(chbN(X)) et donc E(expbN(X)) sont finies, ce qui est la
condition b).
La réciproque est immédiate, -

De ce théoréme nous déduisons le résultat suivant :

COROLLAIRE 4.1.8, - Soient T un espace métrisable et (Q,G,P) un espace

d'épreuves, Soient de plus N une pseudo-semi-norme sur RT , B T—mesurable,
R

et X wune série aléatoire réelle de type exponentiel, définie sur QXT . Dans ces

conditions les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) P(N(X) <®) = 1

ii) EN(X)] <= .
On en déduit, comme dans le cas gaussien.

COROLLAIRE 4.1.9. ~ Soient T wun espace métrisable et (Q,G,P) un espace

d'épreuves. Soit de plus X une série aléatoire réelle, définie sur QxT , sé-

parable et de type exponentiel, Dans ces conditions les propriétés suivantes sont

équivalentes :

i) P(sup |x(t)| <=)>0 ,
terT

ii) P(sup [X(t)l <o) =1,
teT

iii) E sup [X(t)] <=,
t€eT

iv) il existe une constante b>0 telle que ,

E(exp(B sup [X(t)])) <=
teT
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Il apparait a présent que la fonction de Young la plus naturelle pour
1'étude de la majoration d'une fonction aléatoire de type exponentiel, est la
fonction §1’1(x) = e,xl-|x|-1 . Donc, dans la méthode d'Orlicz et dans celle
des mesures majorantes, l'espace d'Orlicz qui interviendra sera l'espace associé
a ¢ muni de la norme de Luxemburg., Nous terminons ce paragraphe par un

1,1

exemple de calcul de la § -norme de Luxemburg d'une série de type exponentiel,

1,1

Pour un tel processus, défini sur T , 1l'indépendance de la suite ()\n;nEI\I) et

1'application du lemme 4.1.1. nous donnent :

r’x(s,t) = B(x(s)x(t)) = = an(s)an(t) ,
neN
82(s,t) = E(x(s)-x(t))2 = (an(s)—an(t))2 .
neN

PROPOSITION 4.1.10. - Soient T wun espace métrisable , J la tribu engendrée par

les boules de T et y une mesure de probabilité sur (T,Z}') . Soient de plus

(O,G.,P) un espace d'épreuves et X(u),t) une série aléatoire de type exponentiel,

définie sur QxT , que 1l'on supposera G® J-mesurable, Une condition suffisante

pour que ||X||(§1 ), P&y soit fini, est que :
’

VteT, T aﬁ(t)sm
neN

et dans ce cas,

] <3.
(@1’1),P®u

Démonstration : L'application des Lemmes 4.1.1. et 4.1.2, du théoréme de Fubini

sous 1l'hypothése de mesurabilité et de 1l'inégalité :
V x,y€[0,10, 1-(x+y) < (1=x) (1) ,

nous donnent :
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([ exp B ay(e) < gy | ——2L) ,
! T 1-k—2 z aﬁ(t)
2a n€N

s —2 —
k2
c() (1- £3)
2a
D'aprés la remarque qui suit le lemme 4,.1.2. pour tout a23 , en prenant k=2,
on a :

X 2
E [ exp-"—l-du,s—-——-—s2;
T a c(z)(1—%)
a

Comme §1 1(x) est majorée par elx|-1 , on a le résultat annoncé par
’

définition de la norme de Luxemburg.-

Remarquons que 1'hypothése de la proposition 4.1.10. est vérifiée dés
que la covariance de X est majorée par 1 . Nous en déduisons que si X est
une série aléatoire de type exponentiel, comme ?('6 est une série aléatoire de
type exponentiel de covariance majorée par 1 , X vérifie 1'hypothése (H)

pour @ =1 et a=3 ; c'est-2a-dire pour tout couple (s,t) de TXT on a

IO

L'application.des résultats que nous avons obtenus dans la deuxiéme
partie, nous donne des conditions suffisantes de majoration et de continuité
des trajectoires de X . Ces conditions font intervenir la fonction Log(1+ %) .
Nous allons voir dans la suite que dans certains cas ces conditions sont nécessai-

res,
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4,2, Minoration de certains processus composés de type exponentiel,

Rappelons qu'avec la méthode d'Orlicz, nous avons montré (théordme 2.2.3.)
que si une série aléatoire de type exponentiel X admet une représentation de

type intégrale :
X((Dyt) =J| Y(wrs)f(syt)du’(s) )
S

oli Y est une série aléatoire de type exponentiel et £ wune fonction définie
sur S xT , toutes deux vérifiant certaines hypothéses, alors T étant une
variable aléatoire sur T de loi m , la variable aléatoire X(w,T(w)) a une

espérance majorée par :

£ t
[ |&(s,t)|Log(1+ £(s,t)] Ydp(s)am(t)
SXT I |8(s,t) an(s)an(t)
SxT
Dans la premiére partie de ce paragraphe, nous allons donner des

exemples de processus de type exponentiel tels que 1l'espérance de la variable
aléatoire Xo T soit minorée par une quantité analogue a la précédente, Dans
la seconde partie, nous obtenons des minorations de processus de type exponentiel
définis sur des limites projectives d'ensembles, minorations faisant intervenir

1'expression

o

2
1
sup ‘r dp,(t) I Logm du ,
1 T o
u.EWl_,_(T)
la méme que dans la majoration obtenue dans la méthode des mesures majorantes,
Nous ne pourrons pas obtenir des résultats plus généraux que les pré-
cédents, une inégalité de comparaison de deux séries de type exponentiel, analo-
gue a celle de Slépian pour les processus gaussiens, nous faisant défaut.
Tous les exemples que nous allons présenter sont analogues & ceux que

X. Fernique ([12]) a présenté dans le cas de processus gaussiens composés, notre
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but étant de montrer que la technique de minoration, ainsi introduite est une
technique générale et liée a la méthode d'Orlicz. Il resterait & étudier leur

relations,

LEMME 4.2.1. - Pour toute fonction f comprise entre 0 et % , on a l'équiva-

lence :

£ )10 1 d © & f )lo + ] )d © ,
‘['R (t 9 7(7) 9t < J‘R (t)10g(1 Fo)de<

PROPOSITION 4.2,2., - Soient p une mesure de probabilité sur R , de médiane nul-

le et X(w) une variable aléatoire de densité l)e)cp -/3|x[) . On pose :
£ e 72 L pose

x(w,t) = tAlw) ,

w({s:s2t}) si t=0,

G(t)

pw({s:s<t}) si t<o0.

Dans ces conditions, si T(p.) désigne l'ensemble des variables aléatoi-

res réelles de loi p , on a @

2
{-2: ‘fR G(t)log a%y dt<s sup E(XoT) .

€ 7(u)

Démonstration : On notera F(t) la fonction complémentaire de la fonction de

répartition de la mesure u , c'est-a-dire :

G(t)

F(t) si t=0,

G(t)

1-F(t) sinon.
On pose également :

Q(t) e—‘/—Zt

P(A>t) = si t=20,

Q(t)=1-—2-e si t<O0 .



D'ol nous déduisons :

-1 1 1 . 1
= 7= - < -
] (u) 73 Log 5% si O<u < 5

-1 1 .
3 (u) =7 Log 2(1-u) si S<u<1.

Soit
t(w) = sup{t€R: &0 < F(t)}

donc

P(t>t) = P(8oA<F(t)) = F(t) ;

la variable aléatoire 'r(w) y que nous venons de définir, appartient, par consé-
quent, a l'ensemble T(u-) « Nous allons montrer que E(Xo‘r) , qui est fini par
hypothése est minoré par la quantité adéquate.

Un calcul simple nous donne :

J‘+mt§‘1(p(t))du(t) = f”,% Log 2F(t)dr(t) > g j:mF(t)Log ﬂ% at ,

[e] [e]

J‘o 8™ (F(t))du(t) = \['o /% Log 2(1-F(t)a(1-F(t)) 2’% ‘fo (1-F(t))Log 1_F1 o 9t »

en faisant une intégration par parties. Comme

E(XoT) = E(TA) = I t§-1(F(t))du(t)
R

nous obtenons la minoration, =

COROLLAIRE 4,2.3. - Avec les mémes hypothéses et les mémes notations que celles

de la proposition précédente, une condition nécessaire et suffisante pour que

sup E('Xo 'rl) soit fini est que :
T€T(

J‘ G(t) log Lo dt<e ,
R Gzt;
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Démonstration : La nécessité de la condition découle de la minoration précédente,
Une méthode analogue a celle de l'exemple 2,2.,9, avec &« = 1 , nous donne la

majoration :

-rzuf(u) E(|xe 7|) s6/2 j‘R ¢(t)Log(1+ a%)—)dt ;

Le lemme 4,2,1. implique alors la suffisance de la condition. -

L'exemple qui suit concerne une suite de variables aléatoires de type

exponentiel, on va obtenir une majoration analogue a celle de la proposition 2.2.4.

PROPOSITION 4.2.4. - Soient (Xn;nel\l) une suite de variables aléatoires réelles,

indépendantes, de type exponentiel, (p,n;nGII) une mesure de probabilité sur N ;

on note p 1l'indice de la médiane de u . Dans ces conditions, si T(u) désigne

1l'ensemble des variables aléatoires de loi u , on a :

1 1
— % po.(log— -1)s sup E(Xo T),
W2 e KX iy ()

ou (on;nel\l) désigne la suite des écarts-type associés,

Démonstration : a) Pour montrer la minoration, nous allons construire, comme dans

[12], deux variables aléatoires T et ' , de loi p , puis en minorant

1 .
E(E(X° T)+E(Xe 7')) , nous obtiendrons le résultat. Avec les mimes notations que
celles de la démonstration de la proposition 4.2.2, nous définissons les deux

suites :
(M ;kEN) et (M;kEN) par:

M 1
_k)=_ul.<___ Q(&)___‘ik_
9y T O T

jzx Y j<x Y

8(

i

Alors si nous posons :
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T(w) = k si WEA = {w:V <k,Xj(w) <Mj,Xk(w)2Mk}

T (w)=k si wEA}

{w:V j>k,XJ. (w) <MJ!,xk(w) 2Mp} ;

les variables aléatoires T et T' , par définition des M, et M]'( , sont

k

toutes deux de loi p o Par un calcul simple, en utilisant 1'indépendance des

Xi , hous obtenons

E(Xe T)

T E(XkIT=k)= £ E(X

)P(Xi<Mi,V i<kx) ,
kENW kKEN X

I
2
ka M

- le'
%%
a

I}

re
t (¢z u.)‘]‘ —=e X o
kEN j=2x Y M, o/2

De méme

EXe™) = = (= u.)‘r ey dx .
KEN jsk 3w %/2

Si k<p nous avons

SZp,jS—SZp.jSZuj,
j<p j=zp jzk

d'ou
k

M
k 1
@(ck) <5 M 20,

De méme si k>p on obtient le fait que MI'CZO « Nous en déduisons :

2 2
+o _cﬁx _§Mk c
J‘ X e kdx=le k [M +—k]
o, /2 2 kT /21"
Mk k

et
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L2 L2y
S S "kk[, k]
M ck72 T2

En minorant E(Xe T) et E(Xo T') par une partie de la somme et en utilisant la
Mk M!
définition de @(;—) et

@(—E) nous obtenons :
%

sup E(XorT) 2 1(E(Xo TH+E(Xo ') 2 —=

0 Log —
7€ 7(u) 2/2— kEN- {p}LLk 4'*1<

Mais j} 22 d'ou

k
1
1 —
e e 3
1 2‘2 2 >1,
4u1_
k
et
e 1
2 =
M T
Hy
En définitive
sup E(XoT) 2 —7- Iy Log L
Te€T(p keN {r} My

Si pour tout n€N, p_ est inférieur a % , il existe alors une
troisiéme variable aléatoire T" , de loi p dont 1l'indice de la médiane est

différent de p . Pour un calcul analogue au précédent nous obtenons dans ce cas

sup

E(X° T) 2 ‘;’(E(XO T)+E(Xo T')+E(Xo T")) ,
T€T(w

1 e
"3z kénukc bos Ay

1 1
2 z Oy Log —
92 en' Kk T Iy



, alors

N

Si, par contre, il existe n0 tel que My soit supérieur a
[¢)

1
—_— < .
Bn % Log m By cn Log2 < Bn %,
o n, oo o o

En conclusion, dans tous les cas possibles, nous avons la minoration

iz log - -1) u E(Xo T) ;
mkenuj‘ck( *S stf(u) G

c'est le résultat annoncé, -

COROLLAIRE 4.2.5. ~ Avec les mémes hypothéses et les mémes notations que celles

de la proposition 4.2.4, une condition nécessaire et suffisante pour que

sup  E(]|Xo 7|) soit fini est que
T€7(u)

1
Z po, Log— <=,
keEN XK Moy

Démonstration : L'application de 1l'exemple 2.2.4, avec & = 1 , nous donne

1
sup E|XerT|s = g, log (1+ —) .
TeT(p) kEl\Iuk k My

Donc la condition est suffisante., La minoration précédente implique la nécessité

de la condition, -

Nous terminons ce paragraphe par 1'étude de séries aléatoires de type
exponentiel définies sur des limites projectives d'ensembles,

Soient (Sn s nE N) une suite d'ensembles finis et (n:; m2n, mn¢€ ]\I)
une suite d'applications avec, pour m2n , "2 une application de Sm sur Sn .
Nous supposons que ces deux suites vérifient les propriétés suivantes :

i) Pour tous les entiers k , m et n , les relations k2mz2n

entrainent nk =moe rrk .
n n m
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ii) Pour tout entier n, “ﬁ est l'application identité de Sn o
Soit T 1la limite projective de la famille (Sn; n€N) pour la famille

(nﬁ; m2n, m,nEl\I) , muni de la topologie correspondante ; on note
T=5_= lim(Sn;n:) ;
donc T est l'ensemble des éléments t du produit des Sn qui, pour tout couple
d'entiers (m,n) , vérifient la relation :
nn(t) = Tr:° ﬂm(t) ’
ou pour tout n€N, m, désigne la projection de T sur Sn e« Posons S = ¥ §

et considérons A= (}\(s);s € S) une suite de variables aléatoires réelles,
indépendantes et de densité [22 exp(-,/?lxl) . Nous nous proposons d'étudier les

séries aléatoires de type exponentiel définies sur T par @

x(t) =c(a) £ L rem (%),
n€N q

avec gq>1 et Ca(q) = (q2—1)/2 . Comme dans les paragraphes précédents, X

induit un écart § sur T :
2 . N2
6°(t,t') = E[|x()=x(t")]|] .

Pour tout couple (t,t') €ETXT , les projections de t et t' étant différentes

a partir d'un certain rang, on pose :
n(t,t') = sup{n€ Wi (t) = m (t")} ;
on a alors
') - 1
slere") =~y -
q

On en déduit que §&§ est en fait une distance ; en effet, si G(t,t') = 0, alors

pour tout entier n , -rrn(t) = nn(t') , dont t = t' . Remarquons que le & -diamétre
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de T est 1 et que § définit sur T une structure q -ultramétrique, c'est-

a-dire que pour tout entier n , deux boules de rayon -%5 sont, soit disjointes,
q

soit confondues, Donc tous les points de la boule B(t ,;%) sont projetés par
q

N sur l'image de t dans Sn « Comme Sn est fini, T est compact. On pourra

ainsi assimiler chaque point de Sn a une boule de rayon '%f de T et ceci pour
q

tout neN,

Nous avons le résultat suivant :

THEOREME 4.2.6. ~ Avec les mémes notations que précédemment, si la série aléatoire

de type exponentiel

2
x(®) = /4 2 LAl (0)
neENgq

est mesurable et séparable, alors une condition nécessaire et suffisante pour

qu'elle ait presque sflrement ses trajectoires majorées est que :
aj

1

1 .

A(T) = su;; jT dp(t) j’o Log = B (e du<o ;
pem (1)

on a alors :

£1Z—1 (a(r)- 24) SE(tS‘éPT x(t)) <36(1+24(1)) .

Démonstration : i) Le fait que la condition est suffisante, est une conséquence
immédiate du théoréme 2.,2.7.
ii) Montrons que la condition est nécessaire. Soit p une mesure de

probabilité sur (T,&) « Pour obtenir le résultat, il suffit de minorer E(Xo T,

T désignant une certaine variable aléatoire a valeurs dans T de loi u , par
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1
]
4 1 du .
fT w(t) fo °9 B e

soit, pour tout nE]\I,p.n la mesure de probabilité sur Su , image de pu par
T, e Dans toute la suite, nous considérons, pour tout né€ N, uniquement les
points de s de Sn de W, —masse strictement positive, On remarquera que B

est également 1'image de o 1

par ":H « Pour sesn , on définit une mesure de
ntty "
probabilité sur (nn ) (s) en posant :

"

s () =S Gy

Pour tout n€N et tout sesn , on considére une famille de variables aléatoires

Ta.s indépendantes et mesurables par rapport & la famille ()\(s),se sn) , &
L

-1
valeurs dans (TT2+1)/ (s) et de loi By oo respectivement, Les sn étant finis,
’

l'application de la proposition 4,2.4. nous donne, par définition de la famille A :

1 1
V nelN, Vs€ Sn ’ E()‘o Tn,s) = 9/2 l:( z -1 IJ'n,s(t) logm)ﬂ] *
te (112“) (s)

Soit T une variable aléatoire sur T définie par :
T(w) = t ® Y neN, 'rnmn(t)(w) = rrn+1(t) .

Cette variable aléatoire est de loi | ; en effet, pour tout A mesurable de T ,

on a :

fw:r(w) €A} = n fwsry (A)(‘")E"n (a)};

nEN +1

de 1'indépendance des Thg * OB déduit pour tout entier k :
’



IJ'n+1 (ﬂn+ 1 (A) )

PN {0 () €M@ = T =0 Ty = b (s (W)

ns<k n<sk

qui tend vers u(A) quand k- , Par définition de la série X , on a

E(Xo 1) =C(a) £ L B(A(m (7)) .

neNgq
Mais
E(A(m (7)) = sezsn E(}\(S)I{nn(T) = s}) ’
= ) ) .
AL UM
tE(nn ) (S)
Comme

(Mg = €= N {r mety = ey (81

de 1l'indépendance on obtient :

E(x(nn(v))= b) z P( N {m

SE€S -1 k<n-1 et () = "rli:l(t) })E[)‘(t)l{Tn,s= t}] '
n e (“EH) (s)

= 3 un(S)E(Ao T s) )

SESn

quantité que l'on a minorée précédemment, D'ol en reportant dans E(Xo T) , en
utilisant les propriétés de la fonction Log et par un réarrangement de la série

on obtient :

c 1 1 1 q
E(Xo 7) 2 cldrf ( -—=)( T p(s)log —(‘)')- .
9/2 [n > 1 qn-‘l JE s, n b, (s q-1
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Comme T est muni d'une structure q -ultramétrique, il existe une famille de

points de T , (ts; sESn) , telle que tous les points de la boule B(tS , in)
q

soient projetés sur s o Donc (B(tS , in) H SESn) forme une partition finie de

q
T et pu (s) = u(B(tg .in)) . D'od
q
a1
n-1
c(q) 1 1
E(xe ) 2_9%_ UT ault) n§1 o w(B(t ,Ln)) IL du —ﬁ? )
q n
q

On en déduit aisément la minoration annoncée et de 1a la nécessité de la condition

A(T) <= o =

En fait X. Fernique a prouvé que ce genre de minorations ne sont pas
seulement vraies pour des processus gaussiens et ceux du type exponentiel, mais
pour tous ceux dont la fonction de répartition des variables aléatoires qui les
engendrent vérifie une propriété du type logarithmique.

Ces exemples de minorations achévent la deuxiéme partie de notre travail

consacrée aux séries aléatoires de type exponentiel.
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V. THEOREME CENTRAL LIMITE,

Dans cette partie nous allons d'une part exposer le probléme du Théoréme
Central Limite (en abrégé 'ICL) pour des fonctions aléatoires et, d'autre part,
présenter quelques résultats obtenus dans les diverses directions d'études de ce
probléme. Vu le r8le fondamental du ICL pour les variables aléatoires en Probabi-
lité et en Statistiques, il est naturel d'étudier ce probléme pour les fonctions

aléatoires,

Etant donné qu'une fonction aléatoire est une variable aléatoire dans
un espace fonctionnel approprié, on peut poser le probléme du TCL en termes de
variables aléatoires & valeurs dans un espace de Banach. Le probléme du TCL dans
un tel espace se présente de la fagon suivante : soit E un espace de Banach,
soit (Xn;nE N) une suite de variables aléatoires indépendantes isonomes, définies
sur le méme espace d'épreuves (Q,G,P) et & valeurs dans E , de plus on suppose
que les Xn sont centrées et de variance finie, Nous dirons que la suite (Xn;nel\l)

X, +eoetX
vérifie la propriété du TCL si les lois .I:(—L/ﬁ—g) convergent étroitement vers

une mesure de probabilité Yy Sur E , lorsque n tend vers l'infini, Du TICL dans

R , il résulte que Y est nécessairement gaussienne,

Dans le cas des variables aléatoires réelles, uné condition nécessaire
et suffisante pour qu'une suite (xn;nEl‘I) vérifie la propriété du TCL est
E(X) =0 et E(lez) <o ; mais dans le cadre d'espaces plus généraux, cette condi-

tion n'est ni nécessaire ni suffisante ([18]).

La recherche de solutions au probléme du TCL s'est faite dans deux
directions. La premiére est la caractérisation des espaces de Banach E dans
lesquels toute variable aléatoire centrée et de variance finie vérifie la propriété

du TICL ; une telle caractérisation est donnée par J. HoffmaImJ;{rgensen et
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G. Pisier ([18]), a savoir que E est de type 2. La deuxiéme direction consiste

3 chercher des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une fonction aléatoire
satisfasse au TCL. Sous cette forme, le probléme est directement 1ié a 1'étude

de la régularité des trajectoires des fonctions aléatoires ; par conséquent,

le développement de méthodes pour cette étude a fourni des outils puissants pour
résoudre le probléme du TCL ; c'est dans cette direction que notre étude se fera.
Dans ce domaine, notons les travaux de R.M., Dudley et V., Strassen ([7 ])'et de

E. Giné ([15]) qui ont conduit au résultat de N. Jain et M, Marcus ([20]), que
nous énoncerons et qui concerne les variables aléatoires a valeurs dans C(T) ,

ou (T,d) est un espace métrique compact. Ce résultat est directement 1ié aux

méthodes de J. Hoffmann-Jgrgensen et G. Pisier, comme Zinn ([26]) 1'a montré.

Le premier paragraphe est consacré a la présentation du probléme du
TCL, & 1'énoncé du résultat de N, Jain et M. Marcus et enfin a quelques lemmes
techniques. Dans le second, nous donnerons deux résultats originaux obtenus par

la méthode des mesures majorantese -

5«1. La propriété du Théoréme Central Limite.

5.1. a) Présentation du probléme,

Nous présentons ici le probléme du TCL dans un espace de Banach parti-
culier, que nous utiliserons par la suite.

Soient (T,d) un espace métrique compact et C(T) 1l'espace des
fonctions réelles, définies sur T , continues, muni de la norme de la convergence
uniforme, Nous considérons les variables aléatoires X définies sur un espace

d'épreuves (Q,G,P) et a valeurs dans C(T) , vérifiant :
(h1) Pour tout t€T,E(X(t)) =0,

) swp E(Xz(t))<uu .
teT

(,
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Soient X wune telle variable aléatoire et (Xn;nEII) une suite de

copies indépendantes de X . Posons, pour tout né€N ,

Sn = X1+X2+.o.+Xn ,

S
et désignons par My la loi de /—% .

DEFINITION 5.1.1. - On dit qu'une suite de mesures de probabilité (u ;n€N)

converge étroitement vers une mesure de probabilité u si pour toute fonction f

définie sur T , continue et bornée on a :

lim | fay = [ fau.
n-eo T T

A partir de la notion de convergence étroite, on définit la propriété

du TCL.

DEFINITION 5.1.2. - On dit qu'une variable aléatoire X 2 valeurs dans C(T)

vérifie la propriété du Théoréme Central Limite si la suite (u,n;nEl\I) des lois

S
des /—: converge étroitement,

Montrer qu'une variable aléatoire a valeurs dans C(T) vérifie la
propriété du TCL , c'est établir une propriété de compacité ; en effet dire que
la suite de mesures de probabilité (p,n;nel\l) converge étroitement est équivalent,

d'aprés P. Billingsley ([ 2 ]) et le TCL en dimension finie, a dire que :
a) Les marges de dimension finie sont étroitement convergentes,
b) La suite (p,n;nEI\I) est tendue,

La propriété b) signifie que la suite (p.n;ne N) satisfait a la condition de
Prohorov, a savoir :
pour tout &£>0 , il existe un compact KX de C(T) tel que pour tout

entier n , on ait



669

p,n(K) > 1=€ o

Dans la pratique, pour vérifier cette condition il nous suffira de montrer que
Ye>0, Y N>0, Hnoel‘l, d6>0:

nZno = p.n(x: sup Ix(s)—x(t)' ZE)ST] .
a(s,t) <&

Si la condition a) est vérifiée, les marges finies des My convergent
vers celles d'une mesure cylindrique gaussienne sur C(T) . Si, de plus, on a la
propriété précédente, alors les My convergent étroitement vers une mesure de
probabilité induite sur C(T) par une variable aléatoire définie sur (Q,G,P) ,
a valeurs dans C(T) et de méme covariance que X .

En conclusion, sous les hypothéses (h1) et (h2) et d'aprés le TCL
en dimension finie, il suffira, pour avoir la propriété du TCL dans C(T) , de

montrer que les sommes (72 , n€N) sont uniformément équicontinues en probabilité.

5.1. b) Une condition suffisante.

Nous allons énoncer le résultat de N, Jain et M. Marcus ([20]) qui
donne une condition suffisante pour qu'une fonction aléatoire uniformément majorée
satisfasse a la propriété du TCL.

Soient (T,d) un espace métrique et 8§ un écart sur T , d-continu.
Comme dans le corollaire 2,1,7, on note Né(e) le nombre minimal de § -boules

de rayon € recouvrant T , Nous avons :

THEOREME 5.1.3. ([20]) : Soit X une variable aléatoire définie sur un espace

d'épreuves (Q,G,P) , a valeurs dans C(T) et vérifiant les conditions (h1)

et (h2) « On suppose de plus qu'il existe une variable aléatoire réelle M telle

que E(M2) =1 et un écart § sur T , d-continu, tels que pour tout s,t€T

et tout w€Q , on ait :
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(1) 'X(s,w)-x(t,w)l sM(w)é(s,t) .

Une condition suffisante pour que X vérifie la propriété du TCL est

que

(2) J‘ A/logNa(u) du<e ,

o

La démonstration est basée sur la technique de "recouvrement" introduite

par R.M. Dudley ([ 6 ]). Notons que 1la condition (2) est équivalente a

1 1
£ — JlogN, (—=) <> ,
n ot & of

D'aprés le corollaire 2,1.7, une fonction aléatoire gaussienne définie
sur T , centrée, & covariance continue et vérifiant la condition (2) pour 1l'écart
induit sur T par la covariance, est presque sfirement 2 trajectoires continues ;
une telle fonction aléatoire peut donc &tre considérée comme une variable aléatoire
a valeurs dans C(T) qui évidemment vérifie la propriété du TCL. Mais ce fait
ne peut &tre déduit du théoréme 5.1.3. En fait, il existe des processus gaussiens
définis sur T vérifiant la condition (2) pour l'écart défini a partir de la

covariance et pour lesquels tout écart § satisfaisant 2 (1) est tel que :
J‘ A/logNﬁ(u) du=» ,
o

Notons également que B, Heinkel ([17]) a obtenu une condition suffisante plus

générale du type "mesures majorantes", a savoir

€
. / 1
lim sup ‘[‘ log m B5 tu du=0,

€—o0 t€T o

5.1. c) Lemmes techniques.,

Nous allons présenter quelques lemmes que nous utiliserons dans le

deuxiéme paragraphe. Le premier, qui est dfi & N, Jain et M. Marcus ([20]), est
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trés important ; il nous permet en effet de nous restreindre uniquement aux

variables symétriques.

LEMME DE SYMETRISATION, - Soit (Zn;nel\l) une suite de variables aléatoires

définies sur un espace d'épreuvés (Q,G,P) et a valeurs dans C(T) . On suppose

qu'il existe une mesure de probabilité p sur (C (T),B8) telle que les marges

finies des lois de (Zn;nel\l) convergent vers celles de p , et que la suite

(Zn;nEI\I) satisfait 2 :

i) Pour tout t€T et tout né€N, E(Zn(t))=0 .

ii) ve>0, ¥ M>0, @ 6>0:d(s,t) <8 = sup P(|zn(s)-zn(t)|25)sn .
neN

Notons et ' les lois de Z et -Z . Dans ces conditions, si la suite
Notons W, &F W, &3 2015 ¢ n n 2

(u.n* u,;l;nEl\I) est tendue,alors la suite (u.n;nEII) converge étroitement vers u .

Démonstration : On rappelle que le produit de convolution de deux mesures u et

Vv est défini par :
¥ AER, px v(a) = [ p(ax)av(x) .
La démonstration se fait en deux étapes.

1&re étape : Montrons qu'il existe une suite de mesures de Dirac (6x snEN) sur
n

C(T) , telle que la suite (an = p.n* éx ;nE]\I) soit tendue. En effet, par
n

hypothése, pour tout £L€N, il existe un compact K.@ de C(T) tel que :

1
(] - —
VneNu *u(K,)>1-— .
2
Soit ¢ une constante positive telle que la série z 3(: soit inférieure a
LEW /2
£
1/2 et posons :
1
A = fxip (K,x)>1 -—=1,F = N A ;
) no 4 /AR gem Ty
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un calcul simple nous donne :
1(FC) < 4
VY newW, un(pn) 5.

Donc F_ n'est pas vide. Soit x €F et posons «_ = p_ *§ pour tout
n n-'n n noox
n €N ; alors pour tous les entiers n et 4 on a :

- - o1
@, (k) = u (K,-x )>1 R

la suite (an;nél\l) est donc tendue. Soit une sous-suite (an ;kKEN) qui
k
converge étroitement vers une mesure « . Mais les marges finies de (”‘n ;kEN)
k
et (Q/n ;kEl\I) convergent vers celles de p et o respectivement ; donc pour
k

tout t€T , la suite (xn (t);k€N) converge vers une limite x(t) . Comme
k
u et o sont définies sur (C(T),B) et leurs marges finies d'indice t diffé-
rent de § »X est un élément de C(T) .
x(t)
2éme étape : Montrons que len ~x||»0 , quand k- , Pour simplifier 1'écriture,
k

supposons que x = 0 et que (afn;nEI\I) converge elle-méme étroitement ;

raisonnons par l'absurde : soit une constante 6>0 , une suite (nk;ke l\I) et

une suite (tn ;kEN) de T, telles que
k
VkEN,|x (t )|=0.
Ty

Comme T est compact, soit S, point d'accumulation de (tn ;kEN) ., On
k

construit une sous-suite S (sk;ke l\I) de (1:n sk€ N) , telle que pour tout
Xk

kEN on ait :

= d(sk,so) =3 min (min(d(sj_1,sj);d(sj_1,so))) ,

5
k 255k

1 1
sup P( |z (s ENE )lz—)s—;
nEN n‘"k’ n‘o 2k 2k
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la suite (6k,k€ 1\1) étant décroissante, on a @

P swp |z ()2 (D> k+1 <.
d(s,t) < 8y 2
s,t€S

Donc la suite (p.n;nEII) est tendue sur C(S) . D'aprés 1l'hypothése sur les
marges finies, (p,n;nell) converge étroitement vers p sur C(S) ; de méme
(an;nEN) converge étroitement vers gy sur C(S) . D'ou 1l'existence d'une constan-

te y>0 telle que pour tout n€N, on ait

P( sup lZn(s)-Zn(t)'<%) 2% ’

d(s,t)SY
s,t€S
[z, ()2, ()ex ()= ()[<D) = 2.
T P ™
s,t€S
On en déduit
. 0
VYneN su Ix (s)-x (t)|<— .
a(s,t) sy ° 0 2
s,t€S

Mais pour tout s€T et tout k€N, on a

xn(s)-'O , (n-‘eo) , 'xn (tn )|ze ;
k Tk

on en déduit

: (s)= (1:)[2-3-9 .
n 4
d(s, tgs\, Py k
s,t €S

D'ol la contradiction, Donc ||xn x| »0(kx =) . Ceci implique que (p,n ;kKEN)
k k

converge étroitement vers u . Donc la suite (p,n;nE]\I) est relativement compacte
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et de ce fait tendue. De 1l'hypothése sur les marges finies, on déduit la convergen-
ce étroite de (HnnIEIN) vers | o C'est le résultat annoncé, -

Le deuxiéme lemme nous fournit une inégalité sur des variables aléatoires
de Rademacher, Une variable aléatoire & est dite de Rademacher si elle prend

les valeurs 1 et -1 avec une probabilité de % . Nous avons :

LEMME 5.1.4. - Soient (ek;k = 1,00e,n) une suite de variables aléatoires de

Rademacher, indépendantes et (ak;k = 1,...,n) une suite de nombres réels,

Pour tout réel o« positif, on a 1l'inégalité :

La démonstration est basée sur 1l'inégalité
az
e % < 2e /2 .
Remarquons que l'on a une inégalité analogue avec les valeurs absolues ; il y a

alors un facteur deux au membre de droite,

Nous allons conclure ce paragraphe par un lemme qui nous permettra de
passer d'une famille de variables de Rademacher a une famille de variables gaus-

siennes, De maniére précise on a :

LEMME 5.1.5. = Soit (xk}k = 1,...,n) une suite de variables aléatoires gaussien-

nes, centrées, réduites, indépendantes et définies sur un espace d'épreuves

(Q,G,P) « Soient (ek;k = 1,...,n) une suite de variables aléatoires de Rademacher,

indépendantes, définies sur un espace d'épreuves (Q',G',P') et (xk;k = 1,...,n)

une suite de nombres réels, Dans ces conditions, pour tout p=21 on a :
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n 1 n 1
LIz xeen) e @) Pe(lz sl (@)’ .

Démonstration : Soit w'€ Q' fixé, on a :

.o

| y<kr_£1 ey ()] 3 (w) [x) e (w) < j|k§1 e ()| Ay (w) [, P (w)

en appliquant 1'inégalité de H8lder et en intégrant par rapport & P' , on en

déduit :

n n 1
S fl z 1ek(«w>xk|1°cna'o»v)f/l’ S (UL eylon) yla) ey epa))er @) r.

La variable aléatoire
k

nm™Ms

nMs -

xkekl)‘kl définie sur (Q'xQ, G®G') est gaussien-

ne centrée, de variance xi ; elle est donc de méme loi que la variable

k=1

n
aléatoire z xkkk définie sur (Q,G) , d'ol 1'on obtient 1'inégalité annoncée,
k=1

5¢2. Méthode des mesures majorantes et Théoréme Central limite,

Dans ce paragraphe nous présentons certains résultats nouveaux obtenus
par la méthode des mesures majorantes, L'utilisation de cette méthode nous permet
d'obtenir des conditions suffisantes pour que certaines variables aléatoires a
valeurs dans C(T) vérifient la propriété du TCL,

Nous considérons deux cas, le premier concerne les fonctions aléatoires
associées a des fonctions de Young de type exponentiel et le second celles asso-

ciées a des fonctions puissance,

5¢26e a) Fonctions aléatoires associées aux fonctions Qa .

Considérons (T,d) un espace métrique compact, (Q,G,P) un espace



676

d'épreuves et X une fonction aléatoire réelle définie sur T vérifiant les

hypothéses suivantes ;
(h1) Pour tout t€T,EX(t) =0

(h) sw E(x*(1)) <+e.
teT

: P P
Nous rappelons qu'on désigne par ch 1 la fonction e - ol et par
, !

() 1'hypothése :

Il existe des constantes « et a strictement positives telles que

pour tout s,t€T on a

E(QQ,,1(L > D))< .

Nous avons le résultat suivant :

PROPOSITION 5.2.1. = Si X est une fonction aléatoire réelle, symétrique, vérifiant

1'hypothése (H) » alors il existe des constantes B et b strictement positives

ne dépendant que de o et a telles que pour tout s,t€T et tout né€N on

ait

o §n(s,t)

E(QB,‘I(—I-)_/B_)) <1 .

Démonstration : D'aprés la définition de la fonction @B 1(x) on a
- ’

S pB
z n 1
E(l=| )——.
B>1 Iﬁll p!bB
PEN

5
P

B8, (D)) =

Considérons une famille de variables de Rademacher, indépendantes {ek,k= Ty00e,0} ,

en utilisant une formule classique d'intégration et la symétrie des Xi , On a



d'ou en reportant

Remarquons que :

.) si

677

B n pB
=E [ar(e)| = e, =]
I lk 1 kﬁ"

n )’(’k
+ © ' z Ek?ﬁl 1/PB
k= u
2 /2 v 2 /2
N A A L
(z ——) (z ——)
k=1 k=1
~ 2
S_pB +o /B
Bl s 2e( epl-———law) ,
o IXkI
2( z '—n—)
k=1
- pB
B8, o8 n X% 2
<2 r& +nNe( = ——)
k=1
2B, 4 pB
(~ ) 2?2 I‘(‘PéE +1) ( n I'iklz)z
z E( Z +
TH/MTTT op<a prPP k=1
Rg 1 EE
2 pB > 12
. 3z 2 rBE+1) o || 2
B> 2 -5 E( £ ) .
P p!b k=1
hl:}
1<pB<2 , de la concavité de la fonction x2 on déduit,
~ 2 BB
lxkl 2 2B

) =<E|%)??2 .
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BB
ee) Si pB>2 , en utilisant la convexité de la fonction x2 on a ¢
~ o BB
n %P2
E( T ) <E[X|PF .
n
k=1
On en déduit la majoration :
. B2 .4 o8 6
(sn ) 2 & +1) | lz)p /2
E(3, (—=)) < b (E[X +
P, 1'b/n 1<pBs2 ptpPP
22§ +1 pB
2 r(5 +1) _ pB
+ I 38 .
pB>2 p!bP
Pour pB>2 et pour tout nombre réel u positif on a 1'inégalité :
2B _pB
uPBs(ﬁ)a e ¥ ¥
o
de celle—i et de l'hypothése (H) , on obtient :
2,
'§n 22 F(RZEH) ~2P§§
B(eg [(GR)= = e (EXD)° +
’ 1<pps2  p!pP
pB pB p8
pB +1 -
+ T i,%) (‘%{E)wz2 r'(%§+1)e o,

pB>2 b

La proposition sera démontrée si on peut choisir B et b tels que les deux
termes du second membre soient inférieurs a —;— « Si on désigne par up le terme
général de la seconde série, il apparalt a partir de la formule de Stirling et

en posant B = 2—2}& ’

w sk@P)7
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N £on3 - a .
ot X une constante numérique. Donc pour b supérieur a v la deuxiéme

/B
série est convergente et on peut choisir b assez grand pour que sa somme soit

majorée par 1/2 . D'autre part

PB
2 +1
E] 22 1"(P§§+1

g pB
p= [l pip

) pB
E(¥N?H? <

218+ 1 2.8 17,1)8

g2 2-B [£] ([33+1)
r((£15 +1) B2 B2
B2 (67D L (&%) ).

< ((21431-1
e 8 ; ([%]H)B
([§]+1)! b

Donc pour le méme B , comme El’f!251 , on peut choisir b assez grand pour que ce
terme soit majoré par 1/2 . La démonstration est achevée. -
Nous en venons 2 présent au TCL pour des fonctions aléatoires associées

3 des fonctions de Young de type exponentiel.

THEOREME 5.2.2. - Soient (T,d) un espace métrique compact, (Q,G,P) wn espace

d'épreuves et X une fonction aléatoire réelle définie sur QXT et vérifiant

les hypothéses (h1),(h2) et (H) . Une condition suffisante pour que X satisfas-

se la propriété du TCL dans C(T) est qu'il existe une mesure de probabilité

sur (T,Z]’) telle que :

(SN

1
- +
o

€
. 1
lim sup f(log 7—(——75) du= 0,
eloter wiBglt,u

[¢]

od @ est déterminé par 1l'hypothése (H) .

Démonstration : Soit (Xn;nEI\I) une suite de fonctions aléatoires, indépendantes

et de méme loi que X . On pose, pour tout entier n
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S
D'aprés le TCL en dimension.finie, les marges finies des lois des ,/_rT convergent

étroitement vers celles d'une mesure de probabilité gaussienne sur C(T) et
celle~ci est la mesure de probabilité induite sur C(T) par le processus gaussien
de méme covariance que X qui existe d'aprés les hypothéses,
Supposons, dans un premier temps, que X soit symétrique. D'aprés le
paragraphe 5.1, a), pour établir le résultat dans ce cas, il suffit de prouver que
S

la suite (‘/——2, nEl\I) est tendue et pour cela il suffit de montrer :

Ve>0, VT]>0(E[60>0 :

sn(s) Sn(t)
VneNPp( suj |—-T]>e)<n.

8(s,t <8, /n

D'aprés la proposition 5.2,1. et le corollaire 2.1.9, il existe une constante C

positive telle que pour tout 50>O et tout n€N, on ait :

6 1.1

( s,(s) s (t) ) ?° (tos( ] ))E *2

E 2 _2_)<c log( 1+ ———t—x av .
zs(s-jﬂt1 <tsoI /n . SZPT ‘ro o uz(Bs(u,v)) Y

L'hypothése du théoréme et 1l'inégalité de éebi&/ev nous donnent le résultat dans
le cas symétrique. Pour le cas général nous allons appliquer le lemme de symétrisa-
tion, Soit (xr'l;nel\l) une suite de fonctions aléatoires de méme loi que X ,
indépendantes et indépendantes de la suite (Xn;nEI\I) . Désignons par (Pn;nEI\I)

S '
et (Pr'l;nen) les lois de (/—g;nEI\I) et (-—72; nEN). D'aprés le ICL en
dimension finie, les marges finies des Pn convergent étroitement vers celles

S
d'une mesure de Probabilité gaussienne sur C(T) « Les /—% vérifiant 1l'hypothése

(h1) et de 1'inégalité de Cebilev on a :
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s (s) s (t) 2
sup P(|De - Btfne) < Saut)

nelN €

D'aprés les calculs dans le cas symétrique, la suite (Pn*‘PA;nEIN) est tendue ;

en effet, ce sont les lois de ( tﬁin in €IN) qui sont symétriques, Donc on peut

appliquer le lemme de symétrisation ; celui-ci nous donne le résultat général, -

REMARQUES 5.2.3. i) @ L'exposant n'est pas seulement le résultat d'un

[SY B

+

Ri-

calcul, mais il est naturel, De l'hypothése du théoréme 5.,2.2., on a

1

€
lim sup .,r (1og(1+ 1 ))Qdu= o,

elo teT ‘o uz(Bé(t,u))

donc X a presque slirement ses trajectoires dans C(T) , d'aprés le corollaire

2.1.6. On a également :

lim /19 ~—~——————)du=0,

elotET o (B (tu))

donc, d'aprés le théoréme 2,3.1. ii), la fonction aléatoire gaussienne de méme
covariance que X , a presque sfirement ses trajectoires dans C(T) « Enfin la
condition avec l'exposant en entier, nous permet d'avoir 1l'équicontinuité en

probabilité et de 1a la convergence étroite, -
ii) On remarquera que pour montrer 1l'équitension de la suite q7%; n€EN)

par la méthode des mesures majorantes, on est amené a utiliser une propriété des

moments et non des probabilités., -

iii) Dans certains cas particuliers, on peut avoir le TCL sous des

conditions plus faibles :

Exemple 1 : Séries aléatoires de type exponentiel (2.3.4).

Si X est une série aléatoire de type exponentiel vérifiant les hypothéses
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(h1) et (hz) , une condition suffisante pour qu'elle satisfasse la propriété

du TCL est qu'il existe une mesure p sur (T,J) telle que :

€
. 1
lim sup J‘ log —(—(—5-)- du = 0 .
elo terT wiBglt,u

o

S
En effet, dans ce cas 7% est encore une série aléatoire de type exponentiel et

il suffit d'appliquer la proposition 2,3.6, alors que 1' application du Théoréme

général exigerait un exposant égal a 3/% o

Exemple 2 : Fonctions aléatoires a accroissements sous-gaussiens (2.3.2).
Si X est & accroissements sous-gaussiens et vérifie les hypothéses
(h1) et (h2) , alors une condition suffisante pour qu'elle satisfasse la proprié-

té du TCL, est que

E/ﬁ
. 1
lim sup f log m B6 e dqu=0 ,

elo t€T o

S
n . . .
En effet —= est encore a accroissements sous-gaussiens ; on applique alors la
’ ‘/'ﬁ ppllq

proposition 2.3.3. Le théoréme général exigerait un exposant égal a 1. -

Ces remarques terminent la partie consacrée aux fonctions aléatoires

associées aux fonctions Qa .« -

5.2. b) Fonctions aléatoires associées aux fonctions puissances,

Dans cette derniére partie, nous montrons que la condition suffisante
de continuité pour une fonction aléatoire, associée a fonction de Young de type
puissance, est également suffisante pour la propriété du TCL. Le résultat que
nous obtenons, généralise celui de M.G. Hahn ([16]) qui traite lecas r =2,

Nous avons :

THEOREME 5.2.4. - Soit [0,1] muni de la distance usuelle et de la mesure de

Lebesgue, Soient (Q,G,P) un espace d'épreuves et X vune fonction aléatoire
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définie sur Qx[0,1] , vérifiant les hypothéses (h1) et (h2) . On suppose

qu'il existe un nombre réel r=2 et une fonction £ définie sur [0,1] , posi-

tive, croissante dans un voisinage de 1l'origine, continue et s'annulant & l'origine,

tels que pour tout s,t€[0,1] on ait :

E(|x(s)x(t)[7) <£7(|s—t]) .

Une condition suffisante pour que X vérifie la propriété du TCL dans C([O,1]) ,

est que

Démonstration : Soit (Xn; nEII) une suite de fonctions aléatoires indépendantes

de méme loi que X . Le TCL en dimension finie nous permet d'affirmer que les

marges finies des £(/—-2) convergent vers celles d'une mesure de probabilité gaus-
sienne induite sur C([0,1]) par la fonction aléatoire gaussienne de méme cova-
riance que X ; les hypothéses du théoréme et le corollaire 2.1.8. nous assurent

de 1'existence de celle-ci. Supposons, dans un premier temps, que X est symétrique.

D'aprés le paragraphe 5.1. a), il suffit de montrer que :
Ve>o, VYV N>0, HnOEI\I, q 6o>0 H

s (s) Sn(t)

nEn = P( mm R T lEed)en

Considérons un autre espace d'épreuves sur lequel nous définissons une
suite de variables aléatoires de Rademacher indépendantes (en,nEI\I) . Par

symétrie on sait que les suites (ean ;nEN) et (Xn ;n€N) ont méme loi,

On pose, pour n€N,

zn(w,w',t) = 71; krzl Xk(w,t)ek(w') .
=1
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D'aprés le lemme 5.1.5, pour tout s,t€[0,1] , on a :

n (Xk(w, s)-Xk(w,t))

B[z, ()2, ()7 < @ 72 [ ap(w) [ e (ur Nz = A (on)[*

n

ou (}\n;nEN) est une suite de variables gaussiennes, indépendantes, centrées
et réduites, D'ou

z (x (s)-xk(t))2
B(Jz,(s)-z, ()| < (D /21"(—+1)E[( ) ]

n

Posons p = r>2 , et gq=+4® si r =2 ; l'application de

s
o
t

Na)
1
n
[

1'inégalité de H8lder nous donne :

r—2

B(]2,(s) 2, (£)]") = (D) /21"( mn/

r
x (e)[7)
les variables Xk étant de méme loi que X , nous en déduisons

E(Jz,(s)2 (6)]") = (g)r/z rz+1) £ (]s=t]) .

Le théoréme 3.1.1, nous assure de la continuité de presque toutes les trajectoires

S
de —=. 'aprés le corollaire 3.1.3, il existe une constante C , positive, telle
J/n

que
s (t) s (t)
E 0Ny Cor() 3e)T
(lsf: <6| 7 | (1) ¥(
avec

F(Xj =J‘x‘;€1lu_)1‘du .

r
u
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L'inégalité de Eebi{:ev et 1'hypothése sur l'intégrale, nous permettent de conclure
dans le cas symétrique. Pour le cas général, il suffit de remarquer, toujours

a 1'aide de 1l'inégalité de Z‘.ebiéev, que, pour tout n€N et tout s,t€[0,1]

S (s) S (
P(IT— T_I>E)S_f (Is—tl)

et d'appliquer alors le lemme de symétrisation ; on a alors le résultat annoncé, -

Pour conclure cette partie, remarquons, comme dans le théoréme 5.2.2,
que c'est une propriété sur les moments que nous avons utilisée, et non sur les

probabilités. -
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CONCLUSION

Notre travail, loin d'&tre exhaustif, constitue les premiers pas dans
la mise en oeuvre de la méthode des mesures majorantgs dans toute sa généralité.
En effet, plusieurs questions se posent de maniére naturelle et leurs réponses
permettront un progrés dans 1l'étude de la régularité des trajectoires des fonctions

aléatoires réelles,

La premiére question qui est, & notre avis, fondamentale, a trait a
1'unité de la méthode. Il est apparu, en ce qui concerne la représentation par
une intégrale de la condition suffisante, deux démarches distinctes ; 1l'une, qui
est générale, plus particuliérement adaptée aux fonctions de Young & croissance
rapide (type exponentiel), 1'autre, qui est plus efficace, dans certains cas,
pour les fonctions & croissance lente (type puissance). I1 serait utile d'approfon-
dir 1'étude et de justifier cette différence autrement que par les calculs. En
particulier, il faudrait pouvoir déterminer quels choix de p et (corol-

laire 1.1.6.) accordent une plus grande efficacité & la deuxiéme démarche.

La deuxiéme question, qui est trés générale, consiste en 1'étude des
mesures majorantes, A partir de leur existence, peut-on en construire une explici-
tement, et qui soit basée sur l'écart induit par la fonction aléatoire ? Nous
avons vu que dans certains cas (corollaire 2.1.7, théoréme 3.1.1.) cela était
possible, Le probléme reste ouvert dans le cas général. A partir d'une solution,
il serait intéressant de pouvoir déterminer une meilleure mesure majorante. Enfin
une question qui se pose de maniére naturelle est de préciser quelles sont les
mesures majorantes qui satisfont & la condition de continuité. Remarquons qu'une
généralisation de la méthode d'Orlicz permettrait d'étendre les résultats précé-
dents, mais il semblerait que ceci ne soit pas possible pour des fonctions de

Young & croissance trop lente,

Un troisiéme groupe de problémes ouverts concerne la recherche des cas
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dans lesquels les conditions suffisantes sont également nécessaires, Dans un
premier temps, il faudrait chercher a généraliser les minorations que nous avons
pour les processus gaussiens (X. Fernique [12]) et pour les séries aléatoires de
type exponentiel (chapitre IV), définis sur des limites projectives d'ensembles.
Puis, en approchant une fonction aléatoire par des fonctions aléatoires du type
ultramétrique, on obtiendrait des conditions nécessaires, Notons également, dans
le méme ordre d'idées, le probléme, qui est ouvert, de la construction d'une
fonction aléatoire A trajectoires majorées ou continues qui n'admette pas de
mesure majorante., L'étude d'une telle fonction nous apporterait des renseignements

précieux sur la nature profonde de la méthode.

Enfin, la dernidre question découle du cinquiéme chapitre. Peut-on avoir
une condition suffisante générale, du type mesures majorantes, pour qu'une fonction
aléatoire satisfasse au théoréme central limite dans C(T) ? On pourrait aborder
également le probléme de la nécessité des conditions. Pour terminer, remarquons
qu'il serait intéressant d'étendre les résultats précédents aux fonctions aléatoires
a trajectoires dans D(T) , espace des _fonctions définies sur T et ayant des

discontinuités de premiére espéce, -
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