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DOMINATION d’UNE MESURE PAR UNE CAPACITE.

(Un analogue du théorème de Lebesgue-Nikodym).
Par Gabriel MOKOBODZKI

Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités

Soient (X,~) un espace mesurable, u. une mesurer 0, ~C ~ 0 bornée sur (X,~’~) , ,

~ une application croissante de% dans vérifiant les propriétés sui-

vantes :

U ~ ( UAn) ~ ~’~ {An) ~ ’~’ {~) =~
n n 

n 
n

pour toute suite (An) C 93.

2) Si An+1 ~ An,  ( UA) = sup  (A )

On suppose que ? est dominée par £ au sens suivant :

(-~ {A) - 0) ~ ( ~ (A) - 0) 
On a alors le théorème suivant :

THEOREME : : Il existe une suite une suite (k )CtR telles que

(~n An) = 0 et (An~A )  k n( An~A) ~A~B.Le théorème résultera de plusieurs lemmes.

LEMME 1 : ~ ~ > 0, ~>0 tel que, pour A E33 (A) L ~.

Démonstration : On écarte d’abord le cas,où il existe tel que

~ (A)~,o~ ~ A ~ ~, auquel cas le théorème est vérifié.

Si le lemme 1 n’est pas vrai, il existe ~ ~ 0 et une suite {An)~ J~ telle
que 

(An)  1 2n et  (An) > ~.
Si B = lim sup An = i ( ~ A ) alors à (B) = 0 et fi (B)~.

contrairement à l’hypothèse faite sur f et .

LEMME 2 : Pour tout que f existe A’C A ,A’~:~) et il 1

existe n tel que lu (A’ ) ~ 0

et f (A’D H) ~ (A n H) ~.
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Démonstration : Faisons encore un raisonnement par l’absurde. Si le

Lemme 2 était faux, pour tout entier n il existerait une famille maxi-

male, au plus dénombrable, (Anp) ~ B telle que

 (An)  2n(An) > 0 et An ~Au = 03C6 si p ~ q et
I P P P P

(Up Anp) = (X) = (Bn) où Bn = U Apn

On a alors :

2n (Bn)  2n 03A3(Anp)  03A3  (Anp) = (x)
Si l’on pose D - lim sup B = fl (n B )

on aura  (D) =0 et t. (D) = 0, en contradiction avec

l’hypothèse faite sur f et C.

DEMONSTRATION DU THEOREME .

Pour tout borélien A~B tel que f- (A) > 0, il existe A’e.% , A’C A,

f(A’) > 0 et il existe n tel que , 
Soit alors (A’p) une famille maximale, forcément dénombrable, d’ensembles

A’~B ,chacun vérifiant, pour un entier np convenable,

(A’p~H)  np (A’p~H) ~H~B et (A’p) > 0.

D’après le lemme 2, on a nécessairement Le (~p A’p) 

COROLLAIRE 1: Il existe une mesurer équivalente telle que

’~ (A) pour tout 

Démonstration : Reprenons la famille (A’ ) ci-dessus et posons201420142014201420142014201420142014201420142014 

p

A~= ,on a VAE..
P P 
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