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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1976/77

QUELQUES REMARQUES SUR UN ARTICLE
DE M.D. DONSKER ET S.R.S. VARADHAN

par Jean Saint Raymond

Dans l'article [2], Donsker et Varadhan se placent alternativement
dans les deux situations suivantes :

A. % est un espace polonais, m(x,dy) une probabilité de transition de
Feller'sur %, m le noyau associé ( mu(x) = fu(y)n(x,dy)),(Q,g,(zn),xn)
une chalne de Markov dont % est l'espace d'états et dont m engendre le
semi-groupe de transition, On not? Nn(w) la mesure sur % définie par
<N (0),f>= 1 i £0X_(0)
i=0

que 1'on considére comme un élément de 1l'espace M(%) des mesures de
probabilité sur ¥ , muni de la topologie étroite.

Pour tout x de ¥ et tout n>1, la loi P* induit par Nn une loi de
probabilité Qn,x sur M(%), image de P* par wre>Nn(m).

B. % est un espace polonais, (Pt)teﬂ un semi-groupe de Feller sur % ,
L le générateur infinitésimal du +semi—groupe (Pt)’ D le domaine de
L dans l'espace gb(i) des fonctions contimesbornées sur ¥, (Q,g,(gt),x )

un processus de Markov ( mesurable2 ) dont % est l'espaag d'états et
(Pt) le semi-groupe de transition. Pour t>0 et w€?, on note Nt(m) la
mesure définie par

L]
< Nt(w),f > = ¥O foXt(w)
qui appartient & M(Z%) comme ci-dessus.

Pour tout x de ¥ et tout >0, la loi PX sur O induit par Nt une loi

de probabilité Q, . sur M(%).
, =

L'objet de 1l'article [2] est d'étudier le comportement asymptotique
des lois Qn,x ( resp. Qt,x ) quand n ( resp. t ) tend vers 1'infini.
Plus précisément, on veut montrer, sous certaines conditions restric-
tives, que si & est une fonction bornée étroitement continue sur g(i),
on a

1. m ( ou plus bas Py ) applique dans lui méme 1'espace C, (%) des fonc-
tions continues bornées sur %,
2. % n'étant pas localement compact, le caractére fellérien de (Pt)

n'entraine pas l'existence de versions continues & droite.
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dans le cas A

1 -nd
1i =~ log<Q _,e > =-idnf ( I(p) + &(p))
mn—}CD n Nn,X peg(x) B
avec I(p) = sup J log 2= (x) u(dx)
n we g mx (%) plax),

et U= { uegb(x) | w0 et log u borné }

dans le cas B

t§

P' =
avec I(p) = sup + / :%E(x)p(dx)
ued

1 -
limtéoo T log <Qt,x’ e

Ces égalités sont obtenues par découpage de M(%) & partir des inéga-
lités suivantes

dans le cas A

(1) Pour C fermé de M(¥) IIm ___ =log Q,x(0) 5 - inf, o I(p)
(2) Tour & ouvert do M(®)  1imp Liog o (6) 2 - inf,e L)
dans le cas B
(3) Pour C fermé de M(2)  Tim, ., 1log @, ,(0) < - inf) oo T()
(4) Pour G ouvert de M(%) Lim, o %log Qt,x(G) > - :LnfpEG I(p)

Le but de ce travail est de simplifier quelques unes des démonstra-
tions de Donsker et Varadhan, ce qui permet d'obtenir les formules (1)
et (3) sous des hypothéses plus générales que dans [2], mais peut étre
moins aisdes 4 utiliser, et une construction plus courte du processus
ergodique qui est 1l'outil essentiel dans la démonstration des formules
(2) et (4). Cette construction repose en fait sur les mémes idées que
dans [2].

On simplifie aussi le systéme d'hypothéses sous lequel est obtenue
(4) en montrant que 1l'une des hypothéses ( hypothése (H3)) est entrainde
par le fait que le semi-groupe est fellérien. et qu'une autre ( hypothé-
se (H2)) est vérifide dés que la topologie de %X est définie par le sous-
espace B, de gb(i). On a ajouté enfin un théoréme de régularité sur les
trajectoires des éléments de BO .



470

I. Bornes supérieures dans les cas A et B

Soit Y un espace compact métrisable contenant % comme sous-espace
dense. 8i f est une fonction sur % 3 valeurs dans B, on désigne par fv
la fonction sur Y définie par

£V(y) = 1im inf £(x)
X5y ,X€X

La fonction fv est s.c.i., de Y dans B et prolonge f si f est conti-
nue ( ou méme seulement s,c.i.) sur X.

On définit U comme l'ensemble des feC (%) strictement positives &
logarithme borné, et D .DnU .
Dans le cas A, V est l'ensemble des v€C(Y) tels que la fonction ?,

définie sur ¥ par - -1
¢ (x) = sup B [eXP( T voX,)]
v n 1=0 i

soit localement bornée ( EX désignant comme d'habitude l'espérance pour
la mesure PX ),
Dans le cas B, X est l'ensemble des vég(Y) tels que la fonction Py

définie sur ¥ par - £
¢_(x) = sup EX[ exp( [/ voX_ ds)]
v % 0 s

soit localement bornée,
Dans les deux cas on pose, pour peg(Y)
J(p) = sup < p,v > (on a 0€V, donc J(p)>0 )
vev - =

Lemme 1. V est une partie convexe de g(Y).

En effet, il résulte de la convexité de la fonction exponentielle
que l'on a, pour v,w € V et t€[0,1]

to, + (1-t)e,

A

Povr(1-t)w
d'od le résultat.

Lemme 2, la fonction J est convexe et s.c.i. sur M(Y).

En effet, J est 1l'enveloppe supérieure des fonctions affines conti-
nues pr><p,v> sur M(Y) , v parcourant ¥V .

Lemme 3. Si p est portée par %, on a I(p)<d(p).

Dans le cas A, Soit u€U . On démontre par récurrence sur n que
u(x) = B[ woX exp( Z; log w7 = X1
I1 en résulte que pour toute ve€C(Y), inférieure & (log %% v, on a
vv(x) < u(x)/e ou a= inf gy u(x)

donc que v€V | La fonction log #% = h étant continue, hv prolonge h et
l'on a si p est portée par %
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v
h - -
4 (x)p(ax) 4 h (y)p(ay) veg?g),véhv [v(y)pldy)

< sup /v(y)p(dy) = J(p)
vey

Donc I(p)éﬂ(p).
Dang le cas B. Soit u€2+=gﬂg « On a 1'égalité

t
(5) u(x) = B¥luakyonp ([~ X ds )]

Cette formule est prouvée dans [2] & partir de la formule de Feynman-
Kac et de l'unicité de la solution d'une équation fonctionnelle., On peut
aussi la montrer directement comme plus loin au lemme 7.

I1 résulte de la formule (5) que si 1l'on désigne & nouveau par o la
borne inférieure de u, par h la fonction ~Iu/u , on a pour toute veg(Y)
inférieure 3 h'

¢, (x) < u(x)/a

et donc veY . la méme chaine d'inégalités que plus haut montre alors
que [h(x)p(dx) < SUpP_ .y / v(y)p(dy) si p est portée par %, autrement
x - =Y

dit, que I(p)< JI(p).

Théoréme 4. Pour tout fermé T de M(Y) on a

A

—— 1
(6) Dans le cas A . lim =log (r)
nso Qn,x

1 .
(7) Dans le cas B . Tfﬁt_>a)¥log Qt,x(r) = 1nfp€F I(p)

- infpér J(p)

Soit a < inf er J(p). La semi-continuité de J entraine 1'existence

d'un voisinage U de T dans E(Y) tel que
a < infpeU I(p)

la compacité de T et la convexité locale de M(Y) fournissent alors
une suite finie (r1,r2,...,rh) de parties convexes compactes de E(Y)
telles que m
rec u r.,cvu

=1
On a alors Qn,x(r) < m.supj Qn,x(rj), donc

- 1 — 1
I:Lmn_;>OO slog Qn,x(r) < supj[ lim o plos Qn,x(rj)]

et d'autre part - inf I(p) = - ianGU J(p) > -a . Il nous suffit

per
donc de prouver (6) pour chacun des Fj , autrement dit on peut se rame-
ner au cas ou I est compact convexe. Soit veg 3 on a pour tout (n,x)

n-1
@v(x) > EX[ exp(§ voXi)] = < Qn,x’ i<y V= o

n
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> Qn,x(r) exp(n.infper <p,v> )
donc

1 1
Elog‘Qn’x(r) s jlog Qv(x) - infuer <p, V>

Nous avons donc, uniformément sur tout compact de % ( puisque 9, est
borné sur tout compact de % )

—_ 1
limnamo Zlog Qn,x(r) < - infper <p,V >
donc ( en perdant peut 8tre l'uniformité )
—_— 1 .
Tim _  ylog Qn'x(r) S - SuPrgy 1nfpg
Z étant convexe, I' convexe compact, on peut intervertir le sup et 1!
inf grace & un théoréme de minimax, et en déduire la formule (6).

[ < eV >

La démonstration de (7) est exactement la méme.

Théoréme 5., Sous 1'hypothése

(He)  J(p) = +oo pour toute peM(Y) gui charge Y\%

on a pour tout fermé C de M(%)

Dans le cas 4 . TEE£4>G) % log Qn,x(c) < - in:fp‘EC I(p)
Dans le cas B . iiﬁﬁaxn % log Q .(C) < - ini’p.Ec I(p)
~208 2 cas = , s

Démonstration. Si 1'on prend I'=C, on a C=IMM(%) , donc Q, x(C):Qn oY)
- 9 9’
( resp. Qt,x(c)=Qt,x(r))' On a d'aprés le lemme 3 et 1l'hypothése Hy
infpéc I(p) < inprC I(p) < infper J(p)
Les inégalités ci-dessus ( c'est & dire les inégalités (1) et (3) )
résultent alors des inégalités (6) et (7).
Les hypothéses (H*) de [2] sont rappelées au cours de la démonstra-
tion.

Lemme 6. Les hypothéses (H*) de [2] entrainent (H,), donc les inégalités
(1) et (3).

Dans le cas A, l'hypothése 4 signifie qu'il existe u >1 telle que
mu  soit localement borné et que, pour tout o0, { x | -;:(x)g o | soit

compact. On voit comme dans le lemme 3 que pour toute veg(Y) inférieure

PO N
ah , ouh= #%— y On a pour tout x et tout n

n-1 n-1
u(x) > EX[ uoXnexp(g v°Xi)] > Ex[exp(g VoXi)]

donc en appliquant m n n
ev(x)nu(x) > ev(x)Ex[exp(¥ VoXi)] = Eerxp(g VoXi)]
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et finalement ¢v(x)§ ﬂu(x)ev(x) s donc VeV . D'ol comme dans le lemme
3 J(p)z 4hv(y)p(dy), ce qui entralne J(p)=tw si p(Y\%)>0 puisque hV=
+00 sur Y\%,

De méme, dans le cas B l'hypothése (H*) s'énonce ainsi : il existe
une suite (un) dans D telle gque u >1 , que sup, un(x) soit borné sur

Lun (x)

tout compact, que supn,x o < ® et que la fonction définie par

_ Lu.
= lm e

existe et soit telle que { x | h(x)<o soit compact pour tout o ( en
particulier, h est s.c.i. sur ¥ ). Il résulte de la formule (5) que si
veC(Y) est inférieure a hv, on a

¢ (x) < sup, w (x)

donc que V€V et par suite que

J(p) > sup , Jvap = fhvdp
- v<h

v=€g(Y)

et ceci entraine que J(p)=tw si p charge Y\%, puisque nY = +oosur T\%,
Lemme 7. Pour x€% , u62+ et >0, on a

(5) u(x) = EX[ uoX, exp( - ét %oXs as) 1.

Démonstration, Désignons par ¥(x,t) le second membre de (5). On a

Lu

¥(x,t+h) = EX[ u°Xt+ exp(- f oX ds) exp(- f OX ds) ]

Rappelons que Iu, u et 1/u sont borndes. Si nous pouvons montrer que

(%) exp(-ft *h LuoX ds ) = ?——oX + he(h) (O<h<1)

ou £(h) désigne une fonction sur Q qui tend vers O lorsque h30 en res-—
tant bornée, Px-p.s. pour tout X, nous aurons par convergence dominée

+t
¥(x,t+h) = EX[uoX, exp(—é ...)ﬁoxt 1+ o(n) = ¥(x,t)+o(h)
puisque (PS) est le semi-groupe de transition du processus (Xt)’ donc

%% =0 et y(x,t) = ¥(x,0) = u(x), ce qui achévera la démonstration.

Démontrons (*), D'une part, puisque u€d , on a ue€By et LueB, ol By
désigne 1l'ensemble des f€C, (%) tels que lim, , Hth-flkO. I1 en résulte,
d'aprés le théoréme 13 ci-dessous, que les processus (uoXS) et (LuoXs)
admettent des modifications continues & droite (ws) et (Zs)’ donc que
presque slrement pour toute loi initiale
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t+h t+h z Z
1 / LuoX 1 S + Lu
- fented ds = = j —_—dg = =— = =20X
h % u s h t Wy Wy u -t

le cdté gauche restant, par ailleurs, borné. On peut donc écrire

exp( -h%%ox +he(h))

]

t

L
1—h1%oXt + he(h)

ol la fonction e(h) varie de place en place, mais tend vers O en restant
bornée lorsque h->0, D'autre part, on a

%(Phu—u) = %éhPSLu ds = Im + e(h)

exp(—ft+h...)
t

]

et par conséquent

Pu
h™ _ In u_ Iu
- = 1+ th- +he(h) , @ = 1-h—u + he(h)

t+h
et finalement exp(-/ ...) = pEE°Xt + he(h), la formule cherchée.
t h

II . Construction du processus ergodigue P.

La démonstration des inégalités (2) et (4) est beaucoup plus difficile
que celle de (1) et (3). Au lieu d'avoir deux démonstrations paralldles
pour les cas A et B, on procéde par réduction du cas continu au cas dis-
cret. Dans ce dernier cas, 1l'étape essentielle est la construction d'un
certain processus ergodique, que l'on va présenter ici avec une démonstre—
tion un peu moins générale, mais plus simple que dans [2].

Définissons, comme dans [2], g, ( resp. g, ) comme 1'ensemble des
fonctions boréliennes strictement positives sur ¥ ( resp. ¥x% ) dont le
logarithme est borné, posons pour peg(x), qui reste fixée ci-dessous

u
I(p) = supu€£1 [ log ;E(x) p(dx)
Définissons la mesure « sur ¥x%¥ par
a(dx,dy) = p(dx)n(x,dy)
Et enfin, pour AeM(%x%)

(*) I\ = sup [ /iog u(x,y) A(dx,dy) - log Ju(x,y)e(dx,dy)]

(39
=2
On démontre dans [1] que I(A) vaut +o si A n'est pas absolument conti-
nue par rapport & @ , et vaut dans le cas contraire

QAyax o / GA(1oe GA

/(log §5)aA = [ q5(log 55 )da

Nous désignerons par A' et A® les projections de A, et par gp lt'ensemble
des mesures A sur Ix% telles que A'=A®=p

Lemme 8, On a I(u) = inf, oy () .
=l
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On voit d'abord, comme dans [2], que si g€, et dans (*)

on a pour tout A dans MP

I(\) z J 1og g(y).A*(dy) - [log mg(x).A*(ax) ~logl/Zortym(x,dy)u(ax)]
)
2 [ 10g <ty w(ex)
dtod T(A) z I(p) et enfin I(p) < inf, o T(A) .
Inversement, supposons I(p) < 1nfk€§ T(N\), et montrons que cela
=p

conduit & une contradiction,

L'énoncé du lemme ne dépendant que de la structure borélienne de X,
qui est standard, on peut supposer X compact métrisable. T(A) peut alors
8tre calculé en prenant la borne supérieure sur E ng(zxz), et T est donc
convexe s.C.i. sur le convexe compact g(ﬁxi). Si j est tel que I(p)<j<
in'f}\GM T(A) , l'ensemble

e A= { Agl(zxE) | T(A) 2§}

est un convexe compact disjoint de gp , et si p désigne l'application

affine continue de g(zxx) dans E(I)xﬂ(i) qui 3 une mesure associe ses

A

deux projections, p(A) est un convexe compact qui ne contient pas (p,p).
I1 existe donc, d'aprés le théoréme de Hahn-Banach, deux fonctions u, et
v continues sur % telles que

{ < Py > = < L,V > < 0

< A?,u1 > - <A, v>>1siXer

La constante < Py V=U, > est positive. Posant u=u,+< f,v-u, >on a

(8) < Pyu > = < W,V >

(9) <Au>-<A,v>>1 siieh .

Si 1'on pose alors M(®) = /eo[u(x)—v(y)]a(dx,dy) , logM est une fonction
différentiable et convexe s'annulant en O. Soit maintenant T>0., On va
montrer l'existence d'un OOER tel que log M(QO) < -j+n . Prenant alors
f(y) = e-eov(y) et g(x):e-eou(x) on aura, en utilisant la définition

de I(p), la formule (8) et 1'inégalité de Jensen

-I(p) < / log 3%—88— p(dx) = [ log "gf( p(dx) < log / "2 = p(ax)
< log fﬁ - n(x,dy)p(dx) = log M(QO) < M-j

d'od la contradiction cherchée si O<f<j-I(p).
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L'existence de 64 est immédiate si vy = infO log M(8) = =0. Si v> -,

M M! ~
nous allons construire €5 tel que IE (Go)|<1 et 6,.Ix (Oo)|§ M , aprés

quoi nous montrerons qu'il répond i la question.

51 M' s'annule en x, il suffit de prendre 90=x . 31 M' ne s'annule
pas, il reste de signe constant, et on a log M(8) < O si &M'(0)<0, d'ou
Y < 0, En choisissant T< -y , il existe un Go tel que la tangente en 90
a la courbe y=log M(8) passe par le point (91,Y+n), ou |O1|>n et 91M'(O)
>0 , et que log M(90)< Y+ . On a alors GO— 91 < O puisque log M(90)<0,

4 3:9030'\(0) et
Nz (v=1) - Log M(8,) = (8,-0.)f'(8.) > 0
d'ou
Ml
o (e, I+l NIE (6,)] <
et

o<
o< :
< 2 P

ERIENCRIPE

7 (e,)] ST <!

les conditions cherchées, Il nous reste a vérifier que log M(GO) < -j+m,
ou encore 3 trouver une mesure A € M(%x%) telle que I(AO) <M - log M(Oo)
et que j < T(Ao), autrement dit que A_¢ A . Nous prendrons

A, (dx,dy) WT%;T e°o[u(x)“’(y)]a(dx,dy)
de sorte que

[(a(x)=v(y))A (ax,a5) = 1 (8,) <1
et que A 4 A d'aprés (9). On a aussi

T(AO) = [ log (%%0) dA, = eoﬁ'(eo) - log M(QO) < N - log M(Oo) .

Cela achéve la démonstration du lemme 8, La démonstration a une autre
conséquence : puisque I est s.c.i. et que M est compact, il existe une
mesure A dans EP telle que I(X) = I(p). Puisque Xeg” , on trouve par

désintégration une probabilité de transition T(x,dy) telle que
X(dxodY) = }l(dx);(xde)
et 1'on a , puisque A® = By que p est invariante par W .
Lemme 9, I1 existe deux fonctions mesurables positives a et b telles gue
X(dx,dy) = a(x)b(y)e(dx,dy) .
I1 existe, pour tout ne€N , une f positive dans C(%) telle que

[ tog (ZBE ) u(ax)  I(w-2™ = I(M-2™ .
n
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£u(y)
Si 1'on pose alors vn(dx,dy) = Hi(;)- a(dx,dy) € M(%x%), on a X<<a~vn,

donc avec o= %%—

/% 10g(epv, = / Loa(Ed )X = f 1og(d B)ax - [ Log(z2)aR

T(X) - f log( F?_TET ) p(dx) < 2

I1 e xiste une constante c>0 telle que pour tout t>0 on ait
tlogt - (t-1) >cﬁ—l—’°‘
1+t
On en tire

o/ (CPn--1)2 x

a _ [4A -n_ _ »™n
o Vo s /e, log(e)av, Ty, W M £ 27 = 2

et par 1'inégalité de Schwarz appllquée 3 ]qp -1 |/,,/1+cp et ,,/1+cp

vy |2 =L/l oytlav, 12 < LA ,ﬂp 2 av I (e av ] £ 2 x(141)=2""

|| n|| L (@) —> 0, Il en résulte que % est adhérent dans L'(a)
a

8 1l'ensemble A des éléments ©(x,y) qui vérifient pour axa presque tout
(X,5,x',5")

8(x,y)e(x',y') = o(x,y*)e(x',y)
Or cet ensemble est fermé dans L1(or), et on conclut en remarquant que
si 6€A n'est pas nul, il existe au moins un (x',y') tel que 1l'on ait
pour a-presque tout (x,y)

o(x,y) = &xz.y)6(x',y)

o(x',y")

Théoréme 10, S'il existe une mesure B sur % telle que, pour tout x de %,

m(x,dy) soit équivalente & B(dy), et si I(p)<tom, il existe une fonction

mesurable positive h sur %¥x%¥ et une chaine de Markov stationnaire et er-
godique de loi initiale p et de probabilité de transition m(x,dy), avec

m(x,dy) = h(x,y)n(x,dy) ; [log h(x,y)u(dx)m(x,dy) = I(n).

Cet énoncé est un peu moins général que celui du théoréme 2.6 de [2],
mais suffit partout aprés dans la suite de 1l'article. La démonstration
qui suit est essentiellement celle de [2],

Puisque X < « ~ uxB , on a p=A << B . Si m(x,dy) est la probabilité
de transition construite Juste avant le lemme 9, nous savons que P est
invariante par ™ . Nous savons aussi que h(x,y)= % = a(x)b(y), et que
o(dx,dy) = p(dx)n(x,dy). Comme T n'est définie qu'd un ensemble p-négli-
geable prés, nous pouvons prendre pour tout x

m(x,dy) = h(x,y)n(x,dy).
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Soit (Xn) le processus de Markov admettant la probabilité de transi-
tion m et la loi initiale invariante p. Si ce processus n'est pas ergo-
dique, il existe une partie A de ¥ telle que O<u(A)<! et

OGA = X €A pour tout n , OGAC = XnEAc pour tout n.
Comme X est la loi du couple (X, X, ), on a alors

R(AxAC)=X(ACxA)=0

et nous allons montrer que cela entraine p(A)=0 ou 1, d'ol la conclusion,
Posons E={x |a(x)>0} et F={y|b(y)>0} ; les relations précédentes entrai-
nent

a[ (AME)x(A°NF)] = o[ (ACNE)x(ANF) ]=0
et, puisque arpxp

p(ANE) B(ASNF) = p(ACME)B(ANF) =

De plus, X(E°xZ) = 1-p(B) = [ a(x)b(y)e(dx,dy)=0
E¥x%

I

]

et X(%xFC)

1-p(F) = / o a(x)b(y)a(dx,dy)=0
IxF

Donc p(E)=p(F)=1 , et B(F)#0 puisque p<<B . Il en résulte que l'on a,
soit B(A®NF)£0 soit B(ANF)£0 , donc soit p(A)=p(ANE)=0, soit u(A%)=
p(A°NE)=0, On en conclut que p(A)=0 ou 1 et la démonstration est finie,

III, Remarque sur 1l'hypothése (Hz).

On note BO le centre fortement continu du semi-groupe, c'est a dire
1'ensemble des f€C, (%) telles que lim, _ , |P, f-f| = O. On rappelle que
(Pt) est un semi-groupe de Feller, c'est & dire markovien et vérifiant

Ft20 ¥reg, (%) P.f € G (%)

¥xeix ¥LEQ, (%) f(x) = lim f(x)

t=0
Nous allons démontrer que ces propriétés entralnent 1'hypothése (H ) de
[2], p.445 , c'est & dire

Pour toute mesure p€M(%) et toute f mesurable bornée, il existe des
£,€B, telles que "f I<l£]l et 1im £ =f p-p.p..

Démonstration., Soit UP 1'opérateur f e—PtPtdt de la résolvante (p>0)
0

Notons les faits suivants, bien connus :

- 5i g est mesurable bornée, on a UngBo .

- 91 g est continue bornée, pUpg — g lorsque p=<>00 en restant

majoré par |g||, donc pUPge>g dans L’(p).
Soit alors f p-mesurable bornée, Il existe pour tout n une gnegb(i)
telle que



479

le I < 1€, [1e-£ lap < 270
Soit fn = anpngh ’ oﬁ'pn est choisi assez grand pour que /ISn-fnldp§2-n.
On a alors

8, 0 Il = b2l T /lt-zlan 5 25 277 < oo

et cette dernidre propriété entraine que fn€>f p=presque partout.

IV, Remarque sur B,, et sur 1'hypothése (H2).

On note B le sous-espace de gb(i) formé des fonctions f telles que
limg oy SUP g /|f(y)—f(x)[Pt(x,dy) =0

ol Pt(x,dy) est la probabilité de transition qui correspond au semi-grou-

pe. On remarque dans [27] que B est un sous-espace vectoriel fermé de

oo
Bo , et que si £ et £* sont dans Bo , alors f est dans Boo . Cette pro-
priété résulte immédiatement de 1'inégalité de Schwarz. On peut en fait
prouver le résultat plus fort :

Proposition 11 . Si feBoo et si gGBO ’

BOO est la plus grande sous-algébre de gb(x) contenue dans BO, et 1'on a

s 2
(10) teB,, <= ( feB et £°€B ).

le produit fg est dans BO .

Démonstration : On écrit
| (P, tg - f&)(x)| =|/(£a(y)-te(x))P, (x,dy)|
|/(£(y)-2(x))&(y) By (x,ay) |+ [£(x) || /(&(y)-g(x)) P, (x,d¥) |

A

A

lell /12(5)-£(x) |2, (x,a5) + €11 Be-gl
Il en résulte que si fEBoo R geBo , alors fg appartient 3 Bo .

L'implication => de (10) est alors immédiate en prenant f=g ; 1'impli-
cation <= de (10) est établie dans [2], et il en résulte, comme fg =
%(f+g)“-f3-g3), que B est une sous-algébre de gb(l) contenue dans B,
la plus grande d'aprés (10).

On va montrer que si Boo définit la topologie de %, 1'hypothése (H2)

de [2] est vérifiée . Explicitement

Théoréme 12. Si Boo définit la topologie de ¥ , la topologie étroite sur
g(i) coincide avec la topologie o(g(i), BOO) de la convergence sur Boo’

Démonstration . Puisque B00 définit la topologie de ¥ , % est un sous-
espace du spectre & de l'algébre BOO . L'espace & est une compactifica-
tion de ¥ , et E;; s'identifie 4 1l'espace des fonctions continues sur .
La topologie O(E(i),BOO) est donc la topologie induite sur g(!) par la
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topologie étroite de E(G). I1 est alors bien connu que cette topologie
coincide avec la topologie étroite de g(i) ( Bourbaki, Intégr. chap.IX,
§5, n°3, prop.8 ).

V. Continuité & droite sur les trajectoires.

I1 est aisé de voir que si % n'est pas localement compact, il peut
se faire que le processus associé a un semi-groupe de Feller n'admette
pas de modification continue & droite, Il suffit pour cela de restrein-
dre l'espace d'états du mouvement brownien sur B & 1'espace polonais
B\Q qui porte les probabilités de transition, alors que presque toute
trajectoire traverse Q sur tout intervalle de temps de longueur non
nulle,

Néanmoins, une transposition de la démonstration de P,A.Meyer ( cf.
[3]) permet de prouver :

Théoréme 13 . Si fGBO s le processus (foXt) admet une modification con-
tinue 3 droite.

En ajoutant une constante & £ , on peut supposer £>0. Pour tout p>0,
le processus (e-psUpfoXs), ou Up est 1l'opérateur /ooe—ptPtdt de la ré-
0

solvante, est une surmartingale, donc posséde presque sirement des limi-
tes 4 droite suivant Q en tout 820,

Comme fEBO » PU £ converge uniformément vers f sur % lorsque p->00.
Le processus (f°xt) a donc aussi presque surement des limites & droite
suivant Q en tout th . En définissant, pour presque tout we& , le pro-
cessus (gt) par

gt(w) = lim foXS(w)

s=>t, , s€Q

on obtient un processus continu & droite, et il reste & montrer que
pour toute loi initiale p et tout t, on a gt=f°xt presque sirement pour
P, Or on a , les espérances E étant relatives & la loi PM
E(¢?] = Lin E[£%X ] = 1im B[P, #%0X.] = E[£%0X, ]
s—>t+,s€Q h—>0
puisque th2€>f2 simplement., De méme

E[foX .g ] = 1i BlfoX . foX ] = lim _ o [£oX .P) goX ]

mse>t+,s€Q

2
B[(f oXt]
et enfin

E[(foX,~g,)?] = B[£%0X, J-2B[£0X, .g, 1+E[&2] = O .
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