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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1976/77

TEMPS D'ARRET OPTIMAUX ET THEORIE GENERALE

par M,A, Maingueneau

Introduction

L'objet de cet exposé est 1'étude des temps d'arrét optimaux dans le
cadre de la théorie générale des processus. Le probléme est classique.
I1 se formule de la maniére suivante : on définit sur un espace de pro-
babilité (Q’g’(gt)teﬂ+’P) satisfaisant aux conditions habituelles un

processus de gain (Yt)teﬂ optionnel, On cherche & maximiser E[YT] lors-
+

que T décrit la classe T de tous les temps d'arrét, Un temps d'arrét ¥
vérifiant E[YT*] = supTeI E[YT] est dit optimal.

L'outil essentiel est l'enveloppe de Snell (Zt)teR de Y définie par
+

Mertens [4], c'est & dire la plus petite surmartingale forte qui majore
Y. La théorie de Mertens est bridvement rappelée au début de 1'exposé.
Dans ce cadre, Bismut et Skalli [2] ont montré que si E[YT ] tend

n

vers E[YT] pour toute suite monotone de temps d'arrét Tn tendant vers
un temps d'arrét T, 1l'ensemble des temps d'arrét optimaux admet un plus
petit élément, qui est le début de 1l'ensemble {Y=Z}. Nous retrouvons ce
résultat par une méthode qui s'applique & des processus plus généraux :
on suppose simplement que Y est limité & droite et 3 gauche et raisonna-
blement intégrable, et l'on applique & l'enveloppe de Snell des méthodes
analogues 3 celles employées pour les réduites en théorie du potentiel.
On obtient ainsi un théoréme d'existence et un encadrement des temps 4'
arrét optimaux., De plus, on obtient une expression explicite de 1l'enve-
loppe de Snell,

Par ailleurs, dans un travail & paraitre, J.M. Bismut considére un
certain ensemble § de formes linéaires continues positives sur l'espace
des processus limités & droite et & gauche convenablement intégrables.
Ayant démontré que M est faiblement compact, il en déduit 1'existence 4'
une forme optimale, Nous étendons aux formes optimales les encadrements
établis plus haut pour les temps d'arrét optimaux.

Enfin, un dernier paragraphe étudie le cas des processus de Markov,
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On désigne par Y un processus optionnel positif, défini pour
O<t<w, admettant des limites & droite et 4 gauche ( y compris une limi-
te & gauche & 1l'infini ), et appartenant & la classe (D) : les variables
aléatoires YT (Teg) sont uniformément intégrables. On notera Yt ( resp., Y7)
le processus des limites & droite ( resp. & gauche ) de Y. Il est com-
mode de poser pour t<0 F,=F, , Y, =Y, ( et donc Y6=YO)’ afin que O ne
joue pas de rdle particulier, et de convenir aussi que YZ§=YG>.

Lorsqu'on travaille, en théorie générale des processus, sur l'en-
semble de temps [0,00] , il est d'usage d'introduire un "deuxiéme infini®
permettant aux temps d'arrét de s'évanouir. Cela revient dans notre pro-
bléme d'optimisation & remplacer

sup E[YT] (Tel ) par sup E[YT1A] (Tel , AezT)

I1 est inutile de le faire ici, car Y est un processus posgitif, et ces
deux quantités sont donc égales.

Nous éviterons des difficultés mineures en supposant que le processus
Y est strictement positif : cela ne restreint pas la généralité, car on
ne change pas le probléme d'arrét optimal en remplagant Y par Y+e (e>0).,

B, Enveloppe de Snell.

Nous rappelons d'abord certains résultats dus 3 Mertens [4]. Intro-
duigons le << gain optimal conditionnel a 1l'instant T >>

= ELYLIF
(1) Z(T) = sup essseg,sZT [ SI=T]

Nous remarquons que l'ensemble des variables aléatoires au second membre
est filtrant croissant. En effet, si S1 et 82 sont deux temps d'arrét =T

on a : (T (20] {S1 si E[YS1|ET]2 E[YSZIET]
E[Y. |Fn]VE[Y« |Fn] = B[Y.|F,] ol B= =T'=
S1|=T SZ‘=T RI=T S, dans le cas contraire

On a par conséquent, pour tout AeFp
(2) / 2(1)aP = sup / T aP
A SET A
On en déduit en particulier, comme Y appartient & la classe (D), que les

variables aldatoires Z(T) (Teg) sont uniformément intégrables.
I1 est trés facile de vérifier que, si S<T

(3) 2(8) > BLZ(T)|E(8)] p.s. .
Posons aussi
(4) X(T) = sup ess E[YSIET]

Sel, S>T
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ol "S>T" signifie "S>T et S>T sur {I<co}" . On a pour tout temps d'ar-
rét S>T

~ BEl¥glE] 5 YpVE[YR|Ep]  od R=Sig.py

et par conséquent Z(T)=YTVX(T) PeSes 51 1'on désigne par (Xt) une version
continue & droite de la surmartingale X(t) (téﬁ+), il est facile de voir
que X(T):XT P.s. pour tout Tel . Par conséquent, si 1'on pose Z=YVX, on
a Z(T):ZT P.s. pour tout T, Le processus Z est optionnel. D'aprés (3)
c'est une gurmartingale forte, qui majore Y par construction. On vérifie
aussitdt sur (1) que Z est ( aux ensembles évanescents prés ) la plus
petite surmartingale forte majorant Y. On appelle Z 1l'enveloppe de Snell
de Y,

On sait que les surmartingales fortes ont des trajectoires pourvues
de limites & droite et a gauche ( dans le cas qui nous intéresse, c'est
d'ailleurs évident sur l'expression Z=YVX ), d'ou l'existence des pro-
cessus Z+,Z- « On a d'autre part Z+=X, de sorte que la définition de 2
nous donne
(5) Z=1z"

Enfin, rappelons la décomposition de Mertens d'une surmartingale forte
de la classe (D) ( ce qui est le cas pour Z ), reprise par Meyer dans [ J.
On peut écrire de maniére unique

(6) Z=M~-B-A"

ol : M est une martingale continue i droite uniformément intégrable,
B est un processus croissant prévisible c.i.d. purement discontinu,
A est un processus croissant c.a.d. adapté

A et B étant nuls en O tous deux. On peut écrire explicitement les sauts
de A et B :
bA = 27 - ZF , 8B=2 -2P

ol ZP est la projection prévisible de Z.
Nous pouvons établir la propriété supplémentaire suivante :

(7) 27 =YVvZ = YvzP

Démonstration. La premiére égalité est une conséquence immédiate de (5),
en prenant des limites & gauche ; comme Z—gZp, elle entraine Z‘;Y—VZP.
Pour établir 1'égalité de droite, il suffit de vérifier 1'égalité p.s.
en tout temps prévisible T, puisque les deux cOtés sont des processus
prévisibles. Il suffit encore de vérifier que E[ZE]EE[YEVZP].

Soit (Tn) une suite annongant T. Pour tout n , choisissons un temps

dtarrét S _>T  tel que E[Ys ] > E[Zy ]-¢ , et écrivons
n="n Sn = Tn
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E[Yq ] =E[Y

Sn1{Sn<T}+YSn1{Sn§T}] = E[YSn1{Sn<T}+ZT1{Sn§T}]

= E[YSn1{Sn<T§+Z¥1iSngTi]

car {SnzT}=2{Sn§Tm} appartient & Fr_ . On a

s 1% =y 7P
lim sup _, st1{S <T§+ZT1{S >1} S YV Zn
n n=
d'ot, par un lemme de Fatou en lim sup ( justifiable par 1l'intégrabili-
té uniforme des Yg )
n
: =\ 7P
lim sup _ . E[st] < E[?TVZT]
et enfin E[ZE]—E < E[Yivzg] , 1'inégalité cherchde.

Remarque. On peut donner & (7) 1'interprétation suivante : si T est pré-
visible, on a p.s.

(8) Zm = ess sup E[Yg|Fn_]
T ST, Sel ==

ot gp est la classe des temps d'arrét prévisibles.

Le critére d'optimalité suivant met immédiatement en évidence le
rdle joué par l'enveloppe de Snell :

Théoréme 1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un temps d'ar-
rét T soit optimal est que l'on ait YT=ZT .S., €t _que ZtAT soit une mar-
tingale.

Démonstration. La surmartingale forte Z appartenant & la classe (D), ZtAT

est une martingale si et seulement si E[ZT]=E[ZO]. D'autre part, on a pour
tout temps d'arrét T

YT§ZT , E[ZT]éE[ZO] = supseg E[YS].
Ainsi (T optimal ) <= (E[YT]=E[ZO]) <=> (E[YT]=E[ZT]=E[ZO]) <=>
(Yp=Zp pes. et B[2,1=E[Z,]).

Le théoréme qui va suivre est 3 la base de ce travail.

Théordme 2. Soit Ae[0,1[ . On pose = {(w,%) IYt(w)>AZt(w)} et
A
)

(9) Dé(m) = inf{ s>t | (w,s)eJK } ( on écrit D%:D

Alors pour tout temps d'arrét T, on a

(10) Zp = E[ZD%|ET] PeSe »
ou, ce qui est quivalent : Ay = AB% , BTzBD% b.s.
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Démonstration, Soit Z 1'enveloppe de Snell du processus Z1 \ e Elle vé-
rifie 1'inégalité J
Y< AZ + (1-A)Z

En effet, sur J* on a Z>Z1 = By dome MH(1I-MZ 2 ABH(1-NZ = 22 T, et
sur (J>‘)c on a YAZ< AZ+(1—A)Z

Par suite, la surmartingale forte AZ+(1-A)Z majore Y, donc aussi Z.
On en déduit ZEZ . L'inégalité inverse étant évidente, on a Z=Z.

On a donc pour tout temps dtarrét T

Zp=Zn= €8s Ssup E(Zq1 4 (8)|Fn] < E[Z_)\|Fp] < Z

=1 spr S AT IsE = PRl = T
car le temps d'arrét S{SeJA} majore D% et Z est une surmartingale.
ph *

T T
Démonstration. On a D% = inf{ s>T | YS>AZS}. Plagons nous d'abord sur

Théordme 3. On a AZ 5 < Y , V¥~
i A= A
Dy = D

(D<o} ; alors ou bien Y , >AZ , , ou bien Y') > AZ', . Mais 2=YvZ' ;

alors DT T DT DT
- sur {Z=2"} onayY AVY+x > AZ
D D~
T T
+
- sur {Z2=Y} on a AZDA sZ,= YDA < YDKVYDA .
T T T T T

A 1'infini, on a toujours Z00=YG)( cf. (1)) et 1'inégalité est évidente.

Soit €>0, Un temps d'arrét T est dit eg—optimal si E[YT]EE[ZO]'E' On ob-
tient un critére simple d'existence de temps e-optimaux :

Corollaire. Si YgY+ R pt est e-optimal pour A assez voisin de 1.
Démonstration. Si YzY+ , le théoréme 3 nous donne AE[ZDéng[YDé]. Le

théoréme 2 nous permet de remplacer E[ZDA] par E[ZO], autrement dit on a
E[Y 2] z AB[Z,]. 0

Remarque. On peut énoncer un résultat analogue en toute généralité, gré-
ce & une notion introduite tout récemment par J.M, Bismut. Appelons
systéme d'arrét un quadruplet 7=(T,U,V,W), ol T est un temps d'arrét or-

dinaire, et U,V,W sont des éléments de Fp formant une partition de Q,
telle que
- UN{T=0}=p , et le temps d'arrét Ty est prévisible ( donc UeFn_),
- WN{T=co0 }=p
8i X est un processus cddlag, on pose alors
X, = Xpty + Xply + Xy
Soient 7=(T,U,V,W) et t'=(T',U',V',W') ; on écrira T<T' pour exprimer que
TI<T' et sur  {T=T'} on a U'<U , V'<UUV
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I1 est trés facile de voir que, si M est une martingale uniformément
intégrable et T est un systéme d'arrét, on a E[M7]=E[MO] ; on déduit de
1a et de la décomposition de Mertens que si Z est une surmartingale for-
te de la classe (D), on a aussi E[ZT]EE[ZOJ ( et cela s'étend aussitdt
aux surmartingales fortes positives quelconques ). Il en résulte en par-
ticulier que 1l'on a (en revenant aux enveloppes de Snell )

E[YT] < E[ZT] < E[ZO]
On dit que 7 est optimal ( resp. e-optimal ) si E[Y¢]=E[ZO] ( resp. E[YT]
> E[ZO]-e ). Le théoréme 3 nous dit alors, sans aucune hypothése du type
YzY+ , que le systéme d'arrét
= 0, 8, [ETAL L YD)

est e-optimal pour A suffisamment voisin de 1.

Nous allons maintenant faire tendre A vers 1. I1 faut pour cela intro-
duire de nouvelles notations., Nous remarquons que JA décroit lorsque A

croit, donc pr croit, Nous posons
A

(11) lim, _, Dp = Dy ( nous écrivons D au lieu de D, )
et HE ={ow: D%(w)<DT(m) pour tout A } ( et Ha =H )
(12) By = (H5)°n{zDT= DTI (Hy=H)

Hy = (HE)cn{ZDT>YDT} (H5=H")
Le temps d'arrét (DT)HE est prévisible, annoncé par la suite de t.a.
(Dé){D%<DT}. I1 en résulte que op = (DT’HT’H HT) est un systéme d'arrét.
Théoréme 4.1) On a 7, =E[Y5T1 - +Yp 1H + P 1y T + |Ep 7 pes. .

2) En particulier, le systéme d'arret 8= (D H,H H ) est optimal, et 1'on
a2 8<7 pour tout systéme d'arrét optimal -,

3) D est le début de chacun des ensemblesg
{Y =2 ouY=2"} et {¥=2 ou Y =2~ ou yt=z*}

Démonstration. 1) Du fait que Z est une surmartingale forte, ZT majore
le second membre ( noter que 1l'on a T<DT sur HE ). I1 suffit donc de
montrer que E[Z ] est majorée par 1l'espérance du cdté droit. On écrit
le théoréme 2, puis le théoreme 3 s

AE[Z] = AE[Z A 1< E[Y VY A1{DA<D j + Y vY} 1{D D, ]
T

T
Faisons tendre A vers 1, il vient
E[Z,] < B[ Y 1= + Y V¥F 1, —ic ]
T = Dp Hy Dy "Dp (HT)

qui est la relation cherchée.
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2) Soit =(T,U,V,W) un systéme d'arrét optimal, On a

E[2,]=E[Y 1+ 1 w]< E[ 2z 1U+ZT1 +7h 1W] < E[Z ]

O] T vyt T
Sur U, on a YT=ZT P.S., donc Dé<T pour tout A ( c'est ici qu'intervient
la stricte positivité de 2 ; cf. la fin des "hypothéses et notations").
Donc sur U on a D<T , et Un{D_T}CH
Sur V, on a Y ZT , donc D <T pour tout A, et D<T. De plus, si weV et
D(w)=T(w) on a ZD(m)—Y (w), donc weH UH ( cf. (12)
Sur W enfin, on a YT--ZT y donc D<T pour tout A, Ces trois propriétés
ensemble expriment que 6<T.
Nous avons vu que le graphe de T passe dans l'ensemble

J"={Y"=2" ou Y=2 ou Y'=2%}
qui contient l'ensemble J'= {Y =2~ ou Y=Z}. Cela s'applique en particulier
a4 T=6, et on a donc

déout(J") < D v
Mais d'autre part on a pr < début(J") pour A<l , donc D=début(Jd"), et
D<début(J'). Mais d'autre part comme D=limA€>1Dx on a Yp=Zp ou YB:ZE ,
donc début(J')=D, et 3) est établi,

Corollaire. Si l'on a Y;Y+ , ngY" , D est un temps d'arrét optimal, et

c'est le plus petit temps d'arrét optimal.

Démonstration. Sous ces hypothéses, on a en effet
= + < Py =
E[YD1H— +YD1H+YD1H+] = E[YD1H- + YD1H + YD1H+] = E[YD]
et D est donc optimal, Le reste est évident.

Remargue. La condition YP>Y_ gquivaut & : pour toute suite croissante de
temps d'arrét T, 1T , telle que T <P pour tout n, on a E[Y ] > lim, E[Y ]

De méme, la condition Y>Y équivaut & : pour toute suite décroissante de
temps d'arrét T Ty on a E[YT] = lim E[Y ]. Cela permet de faire la
comparaison avec 1!'"hypothése 1" de Bismut et Skalli, [2] p. 302,

D. Bornes supérieures pour les temps d4'arrét optimaux,

Nous reprenons la décomposition de Mertens (6) de la surmartingale
forte Z,

Zt = Mt - Bt - At

et nous introduisons les notations suivantes :
S = inf{ t>0 : AT+By

K = {Bg=0 et YS>Y+}
+

>0 }

(13)

K'= {Bg=0 et Y<

<5l
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Les trois ensembles gs-mesurables K-,K,K+ forment une partition de Q.
D'autre part, le graphe de SK- est 1l'ensemble prévisible
{(w,t)] A7 (w)+BE(w)=0, B, (w)>0}
et SK- est donc un temps prévisible., Ainsi
(14) o = (8,K,K,k)
est un systéme d'arrét.
La méthode qui nous conduit & 1'énoncé suivant se préterait i un

calcul explicite de l'enveloppe de Snell 3 un instant T quelconque, & la
maniére du théoréme 4, 1). Mais nous ne donnerons pas les détails,

Théoréme 5. Le systéme d'arrét o est optimal, et 1'on a <o pour tout
systéme d'arrét optimal T.

Démonstration. Il s'agit de démontrer que E[ZO]=E[Y51K' + Yolp + Y 1 +]

Or :

- Sur X, on a YS.ZS . En effet, Sy~ est prévisible, donc ZS_Z§+ABs
K™ ; or 8B>0 sur K~ d'aprés (13), donc ZS>Zp . D'aprés (7), s=YSVZS,
donc ZS=YS sur K~

- Sur KUkt , On a A
ADA =0 , DA =0, donc Dg_s pour tout A<l, D'aprés le théoréme 3
S S
on a ( toujours sur KUK' ) Ay = AZD% < YDA A =Y VYS, donc Zgg¥ VY S'
S S

S..O Bg=0 ; d' aprés le théoréme 2, cela entraine

et enfin ZS_YSVYS sur KUK
La formule & établir est donc E[Zj]=E[Zg1p~ + ZgIy g+]. Or le coté droit
vaut d'aprés la décomposition de Mertens

- - - ] = B[M,J-0
E[MS1 -+ MS1KUK+] - E[(AS+BS)1K— + (AS+BS)1KUK+ S

Ainsi, o est optimal, Soit =(T,U,V,W) un second systéme d'arrét opti-
mal. Nous avons comme dans la démonstration du théoréme 4

B[Z,] = B[ Zg1 42 y+2gty] 3 Yp=2q sur U, Yp=Zq sur V, Yi=Zf sur W
Ecrivons la décomposition de Mertens

B[ 21+ 2p 1 y+Zply] = EIMp1 Mgty 1 1-EL (AZ+BT) 1+ (Ap+By ) 1+ (AgtBy) 1]
et comme E[MT oy My 1w]_E[MO]_E[ZOJ, le dernier terme est nul. La con-
dition Ap+Bp = O p.s. entraine T< supi{t : At+Bt_O} =3, Soit we{I=S}nK" ;
on a B (w)—Bs(w)>O done la nullité du dernier terme exige weU., De méme,
soit we{T_SlﬂK ; on a YT(w)—YS(w)>YS(w)_YT(w) , et 1'optimalité de T
exige que w soit attribué & V. On a donc bien prouvé que T<0.
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Corollaire, Si 1'on a Y§Y+', 2-=zP » S est un temps d'arrét optimael,
et c'est le plus grand temps d'arrét optimal.

. + - + -
Dégogstratlon. Si TxY on-a E[YS - tTglx + YS1K+] §E[YS1K‘ +YS1KUK+].
Si°27=2P on a B=0, donc K™=f . Le reste est évident.

Remarque. Ces hypothéses sont plus faibles que celles du corollaire du
théoréme 4 : YgY+ , szY" , qui entrainsient 1'optimalité de D, En effet
(YPY7) => (ZP5Y7) = (YVZP=2P) =>(27=zP) a'aprds (7).

Soit g l'espace des processus optionnels X, définis pour Ogtgno ’
admettant des limites & droite et & gauche ( y compris une limite & gau-
che & 1'infini ) et tels que Etsuptlxtl] < +® . Nous désignerons par M
1l'ensemble des formes linéaires positives p sur E du type suivant

X) =B X741 X ad *aK
(15) p(X) [{O’w] AT+ {O’m] 49 + ,[/O’m[ XAk, ]

ol I est un processus croissant prévisible ne chargeant pas O, J et K
deux processus croissants adaptés, et XK ne charge pas +w, et ol 1l'on a

Ioo + Joo + Koo =1

Par exemple, si T est un systéme d'arrét, la forme [T XbébE[XT] est du
type (15). Les éléments de M apparaissent comme des "systémes d'arrét
flous", de la méme maniere que les "temps d'arrét flous" sont associds aux
temps d'arrét ordinaireq;—eé 1'on peut conjecturer que les formes Py sont
les points extrémaux de g

On peut montrer que les processus croissants I,J,K associés & p sont
uniquement déterminés par p, si 1'on impose & I et K d'&tre purement dis-
continus,

J.M, Bismut a démontré que M est compact pour la topologie faible
déterminée sur M par les éléments de H, résultat analogue au théoréme de
Baxter-Chacon sur les temps d'arrét flous. D'autre part, si p appartient
aM, p(X) a un sens pour un processus optionnel X de la classe (D), et
1'on a p(X)~E[X ] pour toute martingale uniformément intégrable X, Il
en résulte sans peine que 1l'on a p(Z)_E[ZO] pour toute surmartingale forte
(positive ) Z.

Revenons alors au probléme d'arrét optimal. On a évidemment

E[Z,] z SUD ey p(z) 2 SUP on p(Y) 2 supTe E[Y,] = E[24].

On dira qu'une forme p est optimale si p(Y):E[Zo].
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On peut définir sur M un ordre analogue 3 1'ordre du balayage en thé-
orie du potentiel, Si p et ﬁ sont des éléments de .M , associés respecti-
vement & des processus croissants (uniques ) (I,J,K), (f,j,ﬁ), il est
naturel de dire que p- p ( p est antérieure & p ) si

w(z) = ﬁ(Z) pour toute surmartingale forte positive 2
et 1'on peut montrer que cette relation équivaut a
434K < I+J 4K ot T+ 4k < I+J7+K

Dans ces conditions, on peut étendre aux formes optimales les encadre-
ments indiqués plus haut pour les systémes d'arrét optimaux, avec en prin-
cipe la méme démonstration ( nous ne donnerons pas les détails ). Si

8 et o désignent respectivement le plus petit (théoréme 4) et le plus
grand ( théoréme 5 ) systéme d'arrét optimal, on a encore

(16) ps 4 A 4 p, pour toute forme optimale Ael .

Nous n'allons pas chercher ici & faire une théorie détaillée, afin
de ne pas accabler le lecteur sous les hypothéses. Le probléme d'arret
optimal prend ici la forme particulidre suivante. On se donne un semi-
groupe de Markov (Pt) sur un espace d'états E, et une probabilité ini-
tiale A. On construit une réalisation (Xt) des processus de Markov gou-
vernés a (Pt)’ et 1'on cherche des temps d'arrét T maximisant

(17) E}\[e—PTgoxT]

ol p est un nombre 30 , et g est une fonction positive sur l'espace d'
états. Cela revient formellement & appliquer la théorie générale de 1'
arrét optimal au processus

Y, = e-ptgoXt avec Y =0

Pour que cette étude entre dans 1'étude des paragraphes antérieurs, il
faut que Y soit un processus optionnel ( ce sera le cas lorsque g sera
mesurable par rapport & la tribu engendrée sur E par les fonctions ex-
cessives ) et pourvu de limites & droite et & gauche ( ce sera le cas

lorsque g sera, par exemple, une différence de fonctions surmédianes ).

Le point important, en théorie des processus de Markov, est 1'exis-
tence d'une théorie analytique des réduites, développée récemment par
Mokobodzki., Si g est mesurable par rapport & la tribu engendrée sur E
par les fonctions 1-excessives, il existe toujours une plus petite
fonction q>g , mesurable par rapport 3 la méme tribu, et fortement p-sur-
médiane. Le processus
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- o~ Pt
(18) Z_t = e qut

est alors l'enveloppe de Snell de (Yt)’ quelle que soit la probabilité
initiale A . La décomposition de Mertens de (Zt) se fait de méme au

moyen de fonctionnelles additives A et B indépendantes de la probabilité
initiale, et les systdmes d'arrét optimaux que l'on a construits sont

eux mémes indépendants de la probabilité initiale. On pourra consulter [2].
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