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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1976/77

CONVERGENCE FAIBLE ET COMPACITE DES TEMPS D'ARRET
D'APRES BAXTER ET CHACON
par P,A.Meyer

J.R.Baxter et R.V.Chacon viennent d'écrire un article, intitulé
"Compactness of stopping times", qui contient deux résultats d'un trés
grand intérét. Le premier est un théoréme de compacité de l'ensemble des
temps d'arrédt "randomisés® ( je les appellerai ici "temps d'arrét flous'
afin de ne pas écrire franglais, méme si je le parle ) pour une topolo-
gie parfaitement raisonnable. Le second concerne les passages a la limi-
te, dans cette topologie, sur.les processus quasicontinus a gauche. Par
rapport au travail original de Chacon et Baxter, cet exposé léve les
restrictions de séparabilité, et remplace la quasicontinuité & gauche
par une condition plus faible de <<régularité>>.

NOTATIONS, VARIABLES ALEATOIRES ET TEMPS D'ARRET FLOUS

Nous considérons un espace probabilisé filtré (Q,E,P ; (gt)t>0 )
satisfaisant aux conditions habituelles. - \

Nous appelons variable aléatoire floue ( randomized r.v. ) sur (Q,E,P)
toute mesure de probabilité p sur [0,00 ]xQ? muni de g([o,oo])xz , dont
la projection sur Q est égale & P. Ainsi, si X est un processus mesura-

ble borné admettant pour ensemble des temps [0,00], nous savons calcu-
ler 1'intégrale p(X):fXS(w)p(ds,dw). Par exemple, toute v.a. S sur Q, &
valeurs dans [0,m ],détermine une v,a. floue jg Par

pg(D) = B(Xg]

Comment construit on toutes les v.a. floues ? D'aprés le théoréme de
désintégration des mesures , il existe un processus croissant (At)’ tel
que A, =0, pouvant présenter un saut 4 1'infini, et tel que

(1) p(x) = E[{ XsdAS ] pour tout processus positif X
0,00
Ce processus est unique ( 3 ensemble évanescent prés ) si 1l'on en prend

comme d'habitude la version continue & droite. Le fait que la projection
de p sur Q est exactement P signifie que Aoo=1 P.s., et la tradition

- que nous suivrons ici - est d'utiliser plutdt le processus décroissant
=0 s de sorte que p(X)=E[-/X aM_] .

On dit gqu'une v,a. floue est un temps d'arrét flou si Mt est Et—me—

Mt=1—At s tel que My =1, M

surable pour tout t.
On peut interpréter les v.a. floues et t.a. flous comme de vérita-—

bles v.a. ou t.a. de la maniére suivante. Soit 0=[0,1]xQ, muni des
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tribus F° = B([0,1]DxE , z%:g([0,1])x£t, et de la loi P=A®P, ol A est la

mesure de Lebesgue. Aprés complétion et adjonction de tous les ensembles
de mesure nulle aux z% , nous avons une nouvelle famille (zt), qui sa-

tisfait aux conditions habituelles - mais nous ne démontrons pas ici
ce petit résultat, car nous n'en aurons pas besoin.

Nous convenons d'identifier toute v.,a. H(w) sur Q 3 la v.a. (u,w)—>
H(w) sur Q , que nous désignons par la méme lettre. Alors z,g apparais-—

sent comme des sous-tribus de F,Ft.

Soit p une v.a, floue, et soit (Mt) le processus décroissant associé
Introduisons la v.,a. sur Q
(2) S(w) = S(u,w) = inf{ s : Ms(w)gu }
Noter que S(.,w) est une fonction décroissante et continue & droite, et
que Mt(w) = inf{ u : S(u,w)st}
(t<S(u ,w)) <= (Mt(w)>u)
L'ensemble {(u,w) : S(u,w)#S(u-,w)} est & coupes dénombrables au dessus
de w, donc (Fubini ) négligeable pour P. Nous avons donc
T{S(u,w)>t|£} = P{S(u—,w)>t[£}=P{u<Mt(m)|£§=Mt(w)
et il en résulte que pour tout processus X sur Q, mesurable et borné

(3) w(X) = E[XS]
Si p est un t.a. flou, 1l'ensemble {(u,w) : S(u,w)>ti={(u,0) : M, (w)>u}
est Fg-mesurable, donc S est un t.,a, de la famille (F°), et a for-

tiori de la famille (F ).

Inversement, soit Z(w) une v.a, réelle E—mesurable 4 valeurs dans
[0,0] ; définissons un processus (Mt) sur Q par My =1, M__ =0, et pour

O<t<m N
(2) M, = P{>t|F| ( version décroissante et continue & dr.)

00

Si £ est un t.a. de la famille (Et), I§2>t} est gt—mesurable. Soit H(w)

une v.a. bornée orthogonale & F, sur Q ; H est alors orthogonale a Et
sur 0 et nous avons

E[HM ] = E[Hlibﬂko

Par conséquent M est Ft—mesurable. Lorsqu'on part de Z, que 1l'on cons-
truit (M ) par (4), puis S par (2), on ne retombe pas sur I en général :
S est une sorte de "réarrangement décroissant! de I. Cependant, si Z(.,w)
est décroissante et continue & droite, le raisonnement fait plus haut
montre que M est la fonction inverse de £, et 1l'on a Z=S p.s.

I1 y a donc bijection entre les v.a.floues ( les t.a. flous ) sur Q,
les processus décroissants ( décroissants adaptés ) sur Q, compris entre



413

0 et 1 et continus & droite, et finalement les fonctions T(u,w) ( les
t.a. ) sur [0,1]xQ, décroissantes et continues & droite en u. Bien en-
tendu, lorsqu'il est question de bijections, il faut identifier les pro-
cessus indistinguables ou les v.a, égales P-p.s..

Dans cette correspondance, une vraie v.a. S(w) est associée au pro-
cessus décroissant Mt(m)=1{tzs(w)} , et 4 la v.a. S(u,w)=S(w).

L'ensemble des (classes de ) v.a. 3(u,w), décroissantes et continues
4 droite en u, est muni d'une relation d'ordre naturelle ( la relation
S<T se 1it simplement Mtht sur les processus décroissants associds ).
I1 est stable pour les inf finis, les sup et les sommes dénombrables,
ce qui permet si on le désire - mais nous ne donnerons pas de détails
ici = de définir 1'inf d'une famille finie de v.a. floues, le sup d'une
famille dénombrable ou le sup essentiel d'une famille quelconque de v.a.
floues ( on peut aussi définir les inf dénombrables ou essentiels, au
prix d'une régularisation de la limite ).

TOPOLOGIE FAIBLE ET COMPACITE

Nous appellerons processus continus les processus mesurables bruts
( i.e. non nécessairement adaptés ) X=(X )O<t<&oo , dont toutes les
trajectoires X (w) sont continues bornées “sur [O,m ]. De méme, nous

appellerons processus cddldg, les processus X=(X )O<t<&oo dont toutes
les trajectoires sont cadldg. bornées sur [0,m ]. = Le processus
X est dit borné s'il est uniformément borné sur [0, IxQ entier. Nous
posons comme d'habitude X*(w) = suptlxtl.

Rappelons un théoréme établi dans le séminaire X, p.383 .

THEOREME 1, Soit D l'espace des processus cddlig. bruts bornés, et soit

H une forme linéaire sur D , telle que [H(X) |< E[X*] pour tout XeD., I1
existe alors deux processus (At) et (Bt) non adaptés, & variation inté-

grable, tels que

00 ®
A =3By =0; A _=A__ ;ByBy_; é|dAs]+(f) |st| <1
et
) H(X) = B[ [ XaA + [ X_dB, ] pour XeD .
(0,0 ® % ]0,00] °° %

Noter que si H(1)=1 , les deux processus sont nécessairement croissants
et 1'on a AOO+BOO=1 PeSee

Soit CCD 1l'espace des processus bruts continus bornés, et soit H une
forme lindaire sur C telle que |H(X)|<B[X*] , H(1)=1. Prolongeons la
( th, de Hahn—Banacﬂ ) en une forme sur D possédant les mémes proprié-
tés . Revenant 3 XeC , on a X =X N et on obtient simplement :
THEOREME 2, Toute forme llnealre H sur C , telle que |H(X)|g E[x*] et
H(1)=1, s'écrit de maniére unigue
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(6) H(X) = p(X)
ou p est une v.a. floue.

L'unicité résulte aussitdt de ce que les processus X de la forme
Xt(w)=a(w)f(t) » @ bornée, feC[0,c0], appartiennent & 1'espace C et
engendrent toute la tribu par classes monotones.

Nous posons donec la définition suivante :

DEFINITION, La topologie faible sur l'ensemble des v.a. floues est la
topologie la moins fine rendant continues les applications pr—u(X),
XeC .

Nous avons aussitdt le théoréme sulvant :
THEOREME 3, L'ensemble de toutes les v.a, floues et 1'ensemble des t.a.
flous sont compacts.

La premiére assertion résulte du th.2. Pour 1la seconde, nous véri-
fions que l'ensemble des t.a. flous est fermé pour la topologie faible,
Or soit p une v,a. floue, et soit (Mt) le processus décroissant asso-
cié. Pour vérifier que (Mt) est @t)—adapté s 11 nous suffit de vérifier
que p(X)=0 pour tout processus XeC de la forme

Xs(w)=a(w)b(s) ol a est bornée, orthogonale & F
b est continue, & support dans [O,t[
et cette propriété passe 4 la limite faible.

Ce théoréme ne servirait 4 rien si 1'on n'avait pas un résultat 4
extraction dénombrable, Le voici.

THEOREME 4, Si la tribu P est séparable mod.P ( ou encore , si L1(£) est
séparable ), la topologie faible est métrisable. Dans tous les cas, de
toute suite de v.a. floues on peut extraire une suite faiblement conver-
gente,

DEMONSTRATION 8i la tribu F est séparable mod.P, ou ce qui revient

au méme si L (F) est separable, nous pouvons trouver une algébre de
Boole dénombrable é engendrant g mod .,P, D'autre part, soit g un ensemble
dénombrable dense dans g([O,m 1). Soit g l'ensemble des processus Xt(w)
=IA(w)f(t), ol A parcourt A et f parcourt J. Les fonctions continues
pr—>p(X) pour XeX,en infinité dénombrable, séparent les points de 1'es-
pace des v,a, floues, et celui-ci est donc compact métrisable.

Soit J, une suite de v.a. floues, et soient (Mp) les processus dé-
croissants correspondants. Soit G une sous-tribu separable de F , tel-
le que toutes les v.a. ( nelN, t rationnel ) soient G—mesurables .Pour
tout processus continu X borné, soit X une projection bien-mesurable de
X sur la famille de tribus constante et égale & g H X est indistingua-
ble d'un processus continu borné, nous le choisissons effectivement
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continu et borné partout. Nous avons alors p (X)=p (X) pour tout XeC.

La tribu G étant séparable, nous pouvons trouver une sous-suite n, tel-~

le que p (X) converge pour tout Xel . Mais alors P, (X) converge pour
k = k

tout XeC et nous avons gagné.

PROCESSUS CADLAG. REGULIERS

La convergence faible d'une suite (pn) de t.a. flous vers un t.a.
flou p entraine la convergence de pn(X) vers p(X) pour quantité de pro-
cessus bornés non continus. C'est peut &tre 13 le point le plus remar-
quable du travail de Baxter et Chacon.

DEFINITION, Soit X=(Xt)05t5+oo un _processus cddldg. borné ( non néces-

sairement adapté ). Nous dirons que X est régulier si

Pour tout. t.a. prévisible ( ordinaire ) T on a E[XT—XT_IET_]=O PeS.

Bxemples : les martingales ou les surmartingales réguliéres ; les
processus quasi-continus 4 gauche ; les projections optionnelles de pro-
cessus continus, La condition de régularité équivaut & la suivante :

Pour toute suite (Tn) de t.a. (ordinaires) telle que T, 1T, %_a_E[XTn]» E[XT]

THEOREME 3. Soit (pn) une suite de t.a. flous gui converge faiblement
vers p. Alors pn(X)—ébp(X) pour tout processus X cddldg. régulier borné.

DEMONSTRATION, Il nous suffit de prouver que pour tout ultrafiltre u sur
N, qui converge vers +oo , on a lim, pn(X)zp(X).

Considérons la forme linédaire lim, pn(X) pour XeD, que nous noterons

H(X). Comme elle satisfait & |H(X)|<E[X*], H(1)=1, il existe deux pro-
cessus croissants intégrables (At) et (Bt)' satisfaisant aux conditions
du théoréme 1 , tels que

pour XeD , H(X) = E[/X dA_ +/X_dB_]

Soient respectivement A° et BP 1a projection duale optionnelle de A et
la projection duale prévisible de B , et soit A la mesure bornée sur
L0y b A(X) = BL/X_(aa2+aBP)]

Noter qu'on n'a pas a priori Ago+Bgo=1 , de sorte que A n'est pas une
v.a. floue,

Comme les p, sont des t.a. flous, les processus décroissants associés
étant adaptés, nous avons pour tout Xeg , de projection optionnelle x°
py (D)=p (X°) et de méme p(X)=p(X°), A(X)=A(X°).

Ensuite, soit XeD , cddldg. régulier. Nous avons
po(X) = p (X°) —> E[/X2aA_+/X aB_] = E[/XgaA] + /X aBF]
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Le processus X° est cddlag, régulier, donc sa projection prévisible
est le processus X° , €t comme BP est prévisible
BL/x3 dBE] E[/x3aBP]

Ainsi
o (X) —> BL/XZ(dAZ+dBE) ] = A(X°)=A(X)

lorsque X est cadldg régulier. En particulier, lorsque X est continu
pn(X) = AX) et A(X)= lim un(X)=p(X). Cela entraine que A=p et le
théoréme est établi,

EXTENSION AUX PROCESSUS CROISSANTS INTEGRABLES
Nous avons employé le langage des v.a, floues, mais le théordme sui-
vant se démontre 2 peu prés de la méme manidre :

THEOREME 6, Soit (A:) une suite de processus croissants adaptés, telle
que les V.a. Aﬁ) soient uniformément intéerables. Il existe alors un

processus croissant intégrable (At) et une suite (nk)1+oo tels que l'on
ait, pour tout processus X cddlag. régulier borné

(7 lim_B[/X_dA k] E[/X_dA ]

( Noter que X doit &tre cddldg., sur [0,00], et que A”,A peuvent présen-
ter des sauts en O et & 1'infini ).

Sous cette forme, on recomnnait le vieil argument de convergence fai-
ble qui intervient dans la théorie de la décomposition des surmartinga-
les. Ce qui est nouveau, c'est qu'on ne procéde pas par limite faible
pour t fixe et régularisation, mais directement par convergence faible
sur C , et qu'on obtient la convergence sur une classe de processus
bien—plus riche qu'autrefois,

D'autre part, soit X un processus cadldg. régulier sur [O,c0[, borné,
ne possédant pas nécessairement de limite & gauche & 1l'infini, Soit &
le processus (XtAN)’ qui est cddldg. régulier sur [0O,00] . La formule
(7) nous donne - en supposant, pour la simplicité des notations, que la
suite (At) toute entiére converge vers (At)

. N.,k N
lim, BL/XaAJ] = E[/X AA_]
On peut en déduire le méme résultat sur X lui méme si 1l'on sait que

E[L A —A ] —= 0 uniformément en k
N—>o0
ce qui a lieu par exemple si les potentlels E[Ak —Ale ] sont majorés
par un méme potentiel (Et) [ si les (A ) sont previsibles, et (gt) ap-

partient & la classe (D), cela entraine aussi 1l'intégrabilité uniforme
des v.a. Aﬁ)’ gqui figure dans nos hypothéses ci-dessus ]
Baxter et Chacon étudient aussi des propriétés de convergence sur
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des processus X bornés, quasi-continus & gauche jusqu'd un certain
temps d'arrét fixé (, par analogie avec les "processus standard" de la

théorie des processus de Markovt

UNE APPLICATION A LA THEORIE DU POTENTIEL

Considérons un semi-groupe droit (Pt) sur un espace d'états E, et le
processus de Markov (Yt) correspondant, Nous supposons que le noyau
potentiel U est propre.

Soit A une loi de probabilité sur E. Rappelons gqu'une mesure positi-
ve p est une balayée de A si p(f)gk(f) pour toute fonction excessive f,
ce qui revient - le noyau U étant propre - a écrire que pU<AU. La thé-
orie de Skorokhod pour les processus de Markov nous dit que

( p est une balayée de A ) <=> ( il existe un temps d'arrét flou
T tel que p = APT )

en convenant que f(Yt)=f(a)=O si t>¢ pour toute f sxr E. D'autre part,
soit f=Ug un potentiel borné. Le processus X =f°Yt est cadlig. régulier
borné, Le théoréme de compacité de Baxter-Chacon entraine donc

PROPOSITION, De toute suite (pn) de balayées de A on peut extraire une

suite ( ) qui converge vers une balayée p de A au sens suivant
suite (p p de

1) Pour tout potentiel borné Ug , < Py sUg > = < p,Ug >
k

2) Pour toute fonction excessive f, <u,f> < liminf, <p ,f > .

La propriété 2) est une conséquence immédiate de 1), puisque toute fonc-
tion excessive est limite d'une suite croissante de potentiels bornés.
Noter que plus généralement, si f est un potentiel de la classe (D)
borné régulier ( potentiel d'une fonctionnelle additive continue ), on
a encore p(f) = lim pnk(f).

Cette notion de limite n'est pas trés satisfaisante, car on a ignoré
ce qui se passe 3 l'instant {,en convenant que f(3)=0 pour toute f sur
E. La théorie de la compactification de Martin permet de "subdiviser le
point 3 " en ajoutant une frontidre, et en redéfinissant le processus
(Yt) pour t>¢ - et en particulier pour t=+o0 - de maniére que le nom-
bre des processus (f°Yt) réguliers sur [0, ] augmente. Dans ce cas,
la topologie peut étre améliorde, il n'y a plus/perte de masse 4 1l'in-
fini, mais la mesure limite p est portée par 1l'espace de Martin et non
par E en général.

1. Une version paléolithique des résultats de compacité de Baxter-Chacon
se trouve dans les Annales de 1'Institut Fourier, tome XII, 1962, p. 195
-212 ( avec pas mal d'erreurs ), pour le cas des fonctionnelles additives.
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AUTRES RESULTATS DE CONVERGENCE

Nous revenons & la situation du début : une suite (py) de v.a. flou-
es qui converge faiblement vers une v.a, floue p. Cette convergence est
tout & fait analogue & la convergence étroite des mesures de probabili-
té, et nous nous proposons ici de suivre cette analogie,

THEOREME 7. Soit X un processus mesurable positif, dont presque toutes
les trajectoires sont s.c.i. sur [0O,00]. On a alors
p(X) < l:Lm:i_mfn p.n(X)

DEMONSTRATION, Soit XP le processus

XP= Ty 2Ty 0P
On a XP1x lorsque p>®, donc il suffit d'établir le résultat pour cha-
que XP, Comme XP est une somme finie d'indicatrices d'ouverts aléatoi-
res ( non adaptés ), il suffit de 1'établir pour une telle indicatrice
IH . On peut alors représenter H comme une réunion d'intervalles sto-
chastiques ]]Sn,Tn[[ ( ol les S, et les T sont des v.a. positives, non
des temps d'arrét en général ), et il suffit de traiter le cas d'un in-
tervalle JS,T[[. Or il est immédiat de représenter I]]S,TE comme limite

d'une suite croissante de processus ( non adaptés ) & trajectoires con-
tinues.

COROLLAIRE, Soit X un processus mesurable borné., Si 1l'ensemble des
(t,0) tels que X (w) ne soit pas continue en t est p-négligeable, on a
p(X) = lim p (X).

DEMONSTRATION, Supposons X compris entre O et 1, et définissons les
deux processus ( mesurables : cf. Probabilités et potentiels, p.225 )

X, = lim sup X,= lim inf 3 XXX .

s=>1 Xs ’ s=1t Xs

D'aprés le théoréme précédent appliqué & X et & 1-X , nous avons
p(X) < lim inf p (X)
w(X) > lim supnpn(X) z lim sup, p (X)

A
A

1lim infn pn(X)

\'

L'hypothése sur X revient 4 dire que p(X)=p(X)=p(X). D'ol aussitdt la
propriété cherchée,

REMARQUE. Comme dans Probabilités et Potentiels p.115 ( th. III,58 ),
on peut démontrer le théoréme plus fort suivant : si les M et p sont
portés par un ensemble aléatoire A, et si X est continu sur A et borné,
alors pn(X)-e>p(X).

REMARQUE. Le corollaire permet d'éclaircir un peu, en la rendant plus
élémentaire, la convergence introduite par Baxter-Chacon. Introduisons
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les processus décroissants (M%), (Mt) associés a'pn et & p, et choisig~-
sons un t tel que P{Mt£Mt_§=0. Soit aussi Aeg . Le processus

Xs(w)= IA(m)I]t,oo](S)

a un ensemble de points de discontinuité p-négligeable, et on a par
conséquent

ﬁM}éP = p (X) = p(x) = £ M.P

Autrement dit, M3—3>Mt pour la topologie faible de L1. I1 est peut étre
intéressant de noter aussi que, si T est un t.a. totalement inaccessi-
ble, le processus

Xs((n) = IA(w)I{S>T§

-

est quasi-continu & gauche, et que ( si les [ sont des t.a. flous )

n

on a donc lim MR = Mj pour la topologie faible de L',

]

TEMPS D'ARRET FLOUS ET PROCESSUS NON BORNES

Cette section a été rajoutée en Novembre 1977, sur la suggestion de
C. Dellacherie., Celui-ci a en effet exposé au séminaire une démonstra-
tion d'un remarquable théoréme de Bismut ( énoncé plus loin ) qui repose
sur une extension du th.5 & des processus non bornés.,

Soit X un processus mesurable, indexé par [0,c0]. Nous poserons
(8) K[l = supy BL| %yl ]

T parcourant l'ensemble de tous les temps d'arrét ( ordinaires )., Si
¢ est une fonction convexe croissante nulle en O, telle que limt 3(t)/t =
+00 lorsque t->00 ( fonction d'Orlicz ), on pose pour toute v.a. Z
12lly = inf { t = BL2(]2]/¢)1x1 }

et pour tout processus X comme ci-dessus
(9) “XHQ = SUPnp IXT"§
D'aprés le lemme de La Vallée-Poussin, un processus X appartient a la
classe (D) si et seulement s'il existe une fonction d'Orlicz & telle que
X[l <o0 -

Soient maintenant p un temps d'arrét flou, (Mt) le processus décrois-
sant adapté associé a4 p ; nous posons Su =inf { ¢t : Mt<n } et, pour tout
processus X comme ci-dessus

1
(10) X ==/ XaM = [ X, du
B (0,018 8 0 Sy

Nous notons les propriétés,k immédiates suivantes . D'abord
EL|X EL[X du < |X
[1%,17 = [BLIXg | Jew < i,

On peut donc définir u(X) =E[X“] pour tout processus X tel que "X”1<xo,
prolongeant ainsi la définition donnée plus haut pour les processus
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bornés. Puis, soit & une fonction d'Orlicz ; on a par convexité (X )<
/1§(XS )du, et donc he
R PP

I1 en résulte que si X appartient & la classe (D), toutes les v.a. X
correspondant aux temps d'arrét flous sont uniformément intégrables,
comme c'était le cas pour les temps d'arrét non flous ( cela peut se
voir aussi en remarquant que les X appartiennent & l'enveloppe convexe
fermée des X; dans 1! ). Enfin, notons le lemme suivant :

LEMME, Soit (Xn) une suite de processus, dominés en valeur absolue par

un processus Y de la classe (D), et tels que (X®)* converge simplement
vers O , Alors p(Xn)—>O uniformément sur l'ensemble des t.a. flous.

DEMONSTRATION, On peut supposer les X" positifs et écrire

ny _ 1 n 1 n 1 n
u(x®) = é E[Xsu]du < é E[XSuAc]du + é E[XSuI{Xg >c}ldu

< BL(X™)*Ac] + sup, E[YTI{YT>C;]
et la conclusion est immédiate.

Maintenant, nous étendons le théoréme 5 . Pour un processus X de la
classe (D), la définition de la régularité s'étend sans modification
( i T est un temps prévisible, annoncé par une suite Tn , les v.a.
Xp convergent vers X;_ , X étent toujours supposé cadldg. jusqu'a 1!
infini 3 1'intégrabilité uniforme s'étend donc aux v.a. XT— ). Noter
que le théoréme s'applique en particulier aux processus continus de la
classe (D), non nécessairement adaptés.

THEOREME 8, Soit (pn) une suite1de t.2, flous qui converge faiblement

vers p. Alors p (X) -> u(X) pour tout processus X cddldg, régulier de
la classe (D).

DEMONSTRATION, Soit R 1l'ensemble des processus cddlag. ( non nécessai-
rement adaptés ) de la classe (D) ; R est un espace vectoriel réticulé,
contenant tous les processus cadldg. bornés, et en particulier les cons-
tantes. Soit u un ultrafiltre sur W ; posons pour tout Xeg

H(X) = lim p (X) .
H(X) est fini : pour le voir, on peut considérer par exemple une fonction
d'Orlicz & telle que [X|; < ©, et remarquer que lpn(X)|§||X||Q pour tout
n . Tout revient, comme dans la démonstration du théoréme 5, 3 démontrer
que H admet pour XeR une représentation

H(X) = E[/X dA +/X B ] .
I1 suffit pour cela ( séminaire X, p.383 ) de montrer que si des Xne&
positifs tendent en décroissant vers O, de telle manidre que (X*)*=0
simplement, alors H(Xn)—>0. Mais ceci résulte aussitdt du lemme ci-dessus.
1. Nous nous limitons aux suites uniquement pour la simplicité.
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Mais le théordme 8 ne suffit pas pour atteindre le théoréme de Bismut,
I1 faut sortir un peu des temps d'arrét flous. Soit C 1l'espace des pro-
cessus'X ( bruts ) continus, tels que E[X*]<w, avec la norme |X|=E[X*].
Le dual g de g g'identifie & l'espace des mesures sur E+XQ de la forme

p(x) = E[{ 0,007 X A ]
ol (A ) est un processus i variation intégrable ( brut ), pouvant présen-

ter un saut en O et un saut & 1'infini, tel que [ |dA |e1%®, muni de

la norme |[ju|l = || /|dA | || . Nous désignons par M, e sous-espace fermé

de § constitué par les p dont le processus associé A est adapté ( ce qui
revient & dire que p(X):p(XO) pour tout processus borné X ). Voici la
version du théoréme 8 qui nous est nécessaire :

THEOREME 8', Soient (pn) une suite2d'éléments de la boule unité de g , et

peM ; les propriétés suivantes sont équivalentes

1) pn(X) -> p(X) pour tout X continu borné ( brut ).
2) pn(X) —> p(X) pour tout Xel (i.e. =} pour o(M,C)).
De plus, si les p appartiennent 3 ga , i1l en est de méme de p, et les

propriétés ci-dessus équivelent encore 3
3) pn(X) -> u(X) pour tout X cadldg, régulier (brut) de la classe (D).

La démonstration est la méme que celle des théorémes 5 et 8, il faut
seulement remplacer 1/ensemble des t.a. flous par la boule unité de Ea’
i.e. étendre le lemme de la page précédente a la boule unité., C'est im-
médiat, car un élément de la boule unité est différence de deux éléments
positifs,

I1 nous reste & énoncer le théoréme de Bismut, dont nous espérons
rendre compte dans le prochain volume : Tout processus optionnel cédlag.

de la classe (D) régulier est projection optionnelle d'un processus brut

X, continu et tel gue E[X*]<w ., C'est vraiment un résultat remarquable.

UN EXEMPLE DE CONVERGENCE FAIBLE

Pour conclure cet exposé, nous voudrions donner ( d'aprés Chacon-Bax-
ter ) un exemple de temps d'arrét ordinaires convergeant vers un temps 4'
arrét flou.

Soit (Bt) un mouvement brownien plan issu de O, et soit pour O<r<l
U, = infit : |Bt|=r} . Puis soit pour se[O,r]

Vs = inf{ t2U_ : |B;|=

On a V s = U , donc les Vr s forment un ensemble relativement compact
’

s ou |Bi|=1

pour la topologle faible. Lorsque s varie de 0 4 r, P{|B |=s} varie
r,s

1. Toujours indexés par [0,00]. 2. Extension immédiate aux filtres.
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de O & 1. Choisissons donc s=s(r) tel que cette probabilité soit égale

a4 1/2 et posons wrzvr,s(r) . Nous avons

W <U, P{|Bwr|§r} >1/2 , P{|Bwr|=1} >1/2
Toute valeur d'adhérence faible W des Wr lorsque r->0 doit satisfaire

a WU, , P{|By|=0} 3 1/2 , P{|By|=1} 3 1/2

Mais ceci est impossible pour un temps d'arrét non flou. En effet, {O}
est polaire, donc([Bw|=O)=>(weo) P.S.. D'aprés la loi de tout ou rien ,
pour un temps d'arrét non flou P{W=0}>0 => P{W=0}=1 , et cela contredit
la derniére propriété.

Références
{1]. J.R, Baxter et R.V, Chacon. Compactness of stopping times., Z.f.W.
40, 1977, p.169-182,

APPENDICE : PROCESSUS QUASI-CONTINUS
A GAUCHE

Je voudrais exposer ici une trés jolie caractérisation des processus
cadladg. quasi-continus & gauche, qui figure dans le travail de Baxter
et Chacon, mais que nous n'avons pas utilisée dans 1'exposé lui méme
puisque nous avons remplacé la quasi-continuité & gauche par la ' régu-
larité" .

Soit X un processus cddldg. sur [0,00] - il est indifférent que X
soit adapté.Nous dirons que X est quasi-continu & gauche si

Pour toute suite (T,) de t.a. telle que T t T on a xTn-> Xp p.s.

( ou, ce qui revient au méme, en P.). Le théoréme de Baxter-Chacon dit
alors @

X est uniformément continu en probabilité sur les t.a.: pour lg digtance
ygielle d définissant la convergence en P, des v.a, réelles, on a la

propriété suivante, o S et T désignent des t.a.

¥a>0 3b> 0 : (4(8,T)<d) =>(d(XS,XT)<a)

Inversement, il est clair que cette propriété entraine la gquasi-conti-
nuité a gauche.

Voici une démonstration rapide de ce résultat, qui utilise un peu
plus de "théorie générale des processus" que celle de Baxter-Chacon.
Nous pouvons nous ramener au cas ol X est compris entre O et 1. Quitte
& ramener 1l'intervalle [0O,c0 ] sur [0,1], puis & prolonger le processus
par la v.a. X, sur [1,0[ , nous pouvons supposer que X est arrété a
1'instant 1. Si s<t, nous notons Y, (w) l'oscillation de X, (w) sur
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l'intervalle Js,t] ( aucune difficulté de mesurabilité puisque X est
cadldg. ). En particulier, posons pour m entier

m
Yo=Y te1/m

On vérifie aussitdt que c'est un processus cdédlig.. D'autre part, Y0
lorsque m=>00,

Soit 2™ la projection optionnelle de Y® , Comme Y™ est cadlag., z"
1l'est aussi ; comme Y210, on a z210, La quasi-continuité & gauche de X
va entrainer le lemme suivant, qui est trés proche du lemme de Shur sur
les fonctions excessives régulidres ( Prob. et Pot. 1e éd. th, VII.36 ).
LEMME. Soit R = inf {t Z?za }. Alors P{Bhfxn } => 0 lorsque m -> oo .

En d'autres termes , Z? converge p.s. vers O uniformément. Il en ré-
sulte que supg E[Zg] = suPg E[Y@]-ﬁ»O lorsque m > @ , S parcourant 1'
ensemble de tous les t.a..

DEMONSTRATION, Nous remarquons que R croit avec m ; soit R sa limite.
OnaZR>asur {R<ool,donc E[Y IlR 00}]..E[Z I{R m}]>aP{P <o .

D'autre part YR < Y R + YR 3 YR JR tend vers O d'aprés la régularité

de X, le second terme aussi tend vers 0, Tout étant borné E[Y ] 0 et

le lemme est établi, m

Démontrons le théordme. Etant donnée la situation & laquelle nous
nous sommes ramenés, nous pouvons raisonner sur des t.a. < 1 et prendre
comme distances d(S,T)=E[|S-T|] et d(Xg,Xp )—E[IXS—XTI] Supposons que
1'énoncé soit faux. I1 existe alors des (S T ) tels que E[|S -7 |]—e>
0 et E[|Xsn—XTn|] reste > a > 0. Quitte & remplacer S,,T, par S AT et

SnVTn nous pouvons supposer S <T . Nous avons alors
E[|X -XT |1 < 2P{T>8 + 1/m} + E[Y ]

Nous majorons le dernier terme par supg E[YS], majoré par a/3 pour m
assez grand d'aprés le lemme., Puis m étant ainsi choisi on a 2P{...}
< a/3 pour n assez grand et on a obtenu une contradiction.

On peut commenter ainsi ce résultat : si X est un processus cadlag.
régulier, l'application Tt E[XT] est continue pour la topologie de
Chacon-Baxter sur 1l'ensemble des temps d'arrét ( flous, et a fortiori
non flous ), d'aprés le théoréme 5 si X est borné, ou le théoréme 8 si
X appartient & la classe (D). On trouvera plus loin une note de Della-
cherie montrant que, pour les t.a. non flous, cela revient a une conti-
nuité pour la convergence en probabilité, Si maintenant on remplace 1'
application T~q>E[XT] par Tr—)Xﬁ le résultat analogue caractérise, non
plus les processus réguliers, mais les processus quasi-continus & gauche
( et n'exige plus de restriction d'intégrabilité).



