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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1976/77

Estimation des densités : Risque minimax

J. Bretagnolle , C. Huber

1. Introduction

Etant donnée une variable aléatoire X1 a

valeurs dans 1l'espace mesuré (A,fl,y),p positive et o-finie,et de

3

loi de probabilité f.m,on veut estimer f gréce & 1' observation d'un
n-échantillon X = (X ,..,X ) de la variable X1.Un estimateur f

est une application mesurable de (A" (l?n)x(A Cl) dans E.(oulﬁ*)
muni de la tribu & (ou ®7* ) de ses boréliens : fn(X1,.., n,.)
estime f(+) et peut aussi &tre considéré comme une application

de (An,€19n) dans 1'ensemble £° des applications mesurables

de (A,@.) dans (R,®) ou dans (R, of)

Le rlsque d'un estimateur f au point f,soit R(f ,f) est
défini comme R(fn f) = Ef,“ D(f ,T) ,ou D est une appllcatlon de
St? X° dans m. telle que,pour une fonction positive ¢ , (poD
posséde & peu prés les propriétés d'une distance (Voir les défini-
tions (2.1) et (2.2) ).

L'objet de cette étude est d'évaluer le
risque minimax lorsqu'on sait,a priori,que f appartient & un sous
ensemble F de &&° ,c'est & dire que l'on détermine des constantes
réelles positives c,d,et u,qui ne dépendent que de la caractéri-

sation de F,et telles que 1l'on ait simultanément

(1.1) inf  sup R(En,f) y ecn ¥
f fe F
n
(1.2) Pour un fn au moins
~ -u
sup R(fn,f) £ dn

feF
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Au paragraphe 2,on établit une inégalité de base,fondée
sur 1l'information de Kullback,qui permet d'obtenir les résultats
de type (1.1).Le paragraphe 3 donne ces résultats pour le risque
correspondant & la p-norme des densités sur R,et les résultats de
type (1.2),dans ce méme cas,font 1'objet du paragraphe 4;on
compare les évaluations de c et d au paragraphe 5.Au paragraphe 6
figurent les résultats analogues pour la distance de Hellinger.Ces
résultats ne sont pas asymptotiques,mais valables pour tout n.

Les mémes méthodes permettent d'obtenir les résultats
analogues en dimension K.Cela fait 1'objet d'une remarque & la fin
du paragraphe 3.

Par souci de clarté dans la présentation des énoncés
et démonstrations,les calculs de constantes n'ont pas toujours été
reproduits.

Cette étude nous a été suggérée par les travaux de Farrell
et Wahba (2,4) qui ont obtenu les résultats correspondants pour
1'étude locale.Par ailleurs,des résultats du type (1.2) se trouvent
dans Nadaraya (5) pour la norme 2,dans Abou-Jaoudé (1) pour la
norme 1.Ce dernier obtient un encadrement du risque pour 1l'estima-

teur & noyau uniforme,et il est & notre connaissance le premier
v
qui ait employé une jauge du type "f( )"p "f “‘:( (Voir §3).

En ce qui concerne la distance de Hellinger,Le Cam a démontré
des résultats analogues dans le cas ou F est indexé par un paramdtre
de dimension finie (3).

Au moment ol nous achevons la rédaction de ce travail,

nous prenons connaissance de résultats dé méme nature dans Terry
G. Meyer (4).
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2. Inégalité fondamentale

Les notations étant celles de l'introduction, définissons
le risque d'un estimateur ;n 4 partir d'une fonctionnelle D qui
satisfera dans la suite les propriétés résumées dans la
Définition 2.1 : D est une application de o(ox {o (oude Ax4 ,

A partie de£° ) dans 1R+, qui est
symétrique:  Pour tout couple g,h, D(g,h) = D(h,g).
sur-additive: Pour toute partition AJ_ de A, tout couple g,h ,

Dgm)> ) D( g1, ,h1, ) .
J 3 J

+
P_distance: Il existe une fonction de lR+ dans 1R , croissante,
continue et nulle en O, prolongée par parité, telle

que pour tout triplet f,g,h, on ait la ?’—inégalité triangulaire:

¢( o(f,n) ) + €(d(eh) )> “C(f,e) ) .

Exemples: D(g,h) = Wi g—h|l§ = _(lg—hl P dps est de ce type pour tout
p > 0, en posant Q‘ (u) = u(1/p)A1. Egalement, quand g
et h sont positives, leur distance de Hellinger dH(g,h)%j(g%—h%)zc_ifa
pour ‘\D(u) = u%. Enfin, pour g et h ‘Zfois dérivables,
el?) -y

-

Définition 2.2 : Le risque de l'estimateur fn au point f, densité
de Probabilité sur ( A , O\ Pa ) est

(2.2) R(Z_,1) =J' D0 e 00200 ) TU (e )an(s,) -
A

Soient maintenant P et Q deux Probabilités sur un m8me espa-

ce, Q absolument continue par mapport & P; on note EP, EQ les espé-
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rances relatives & P et Q, on pose X = %% s leur information relae-

tive ( de Kullback ) est

(2.3) 1(Q,P) = Ey( -Logk ) = f‘“g( @)

Lemme 2A Soient U et V deux v.a.r. définies sur le méme espace, de
lois respectives P et Q; si, pour une fonction(f’ nulle en

0, croissante continue de 1R+ dans lR+, pour un réel positif d
@(U) + ¢(v) > (), on a, ¢! stant 1a réciproque de P

(2.4)  Max( Ey(0) , B(V) )> ¢ T (£ %(a) )eexn(-1(e,2) ).

démonstration: Pour tout évenement B, Q(B):P(B)+ EP(1B(X—1) ),
soit [Q(B) - P(B) ¢+ nx-11y 3 ( pour la P-mesure).
Soit alors u défini par ®(u) = %‘f(d), d'aprés la ‘f—inégalité
triangulaire, Ve u(1 -1 U>u), et donc
EQ(V) gu(1-P(U>u) -+ Ix-1K, ). Mais E(U) yu.P( Usu ).
Le minimax de ces deux expressions, linéaires en P( Udu ), vaut
fu.( 1 - FNx=10) 1). Si maintenant on pose Y = (x-1)*, x=141-2,
on a E¥Y)= E‘SZ) =5l x=1ll ,+ Comme LogX = Log(1+U)+Log(1-V), 1'iné-
galité de Jensen donne -I(Q,¥) < Log( 1—(EPU)2), soit

1
¥ "X-1 \ 15( 1 - exp(-I(Q,P)) )7. La formule (2.4) résulte alors

1
de ce que 1 - (1-1)-2— > +x pour x compris entre O et 1 -

Dans le cas ou P et Q sont les n-puissances tensorielles de Proba-

4q
dp

pose que IZ]{%, comme alors \Log(‘l+Z‘)-Z \s ZZ, on a

bilités p et q, avec =1+2Z, ona I(Q,P) = nI(q,p). Si on sup-

(2.5) ux-nmn)zuu-njf@) .
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Proposition 1, : Soit ( A , Ot :)A) un espace mesuré, avecJ}Apositi-

ve et j -finie, D comme dans (2.1), R le risque as-

socié. Choisissons f densité de référence, A, partition de 4, Zj

des v.a.r. de support Aj, bornées en valeur absolue par %, et tel-

lwqm.Pf§9=&Sdt@rmwmudeamﬁ&dehwﬂﬂﬁé
® =,,[g le=£.0 +ij.zj); by =0ou 1}. Alors, si

(2.6) D, = @11 %( 3.1Aj , ;.(1+zj).1Aj) ) ),ona

(2.7) /2\ Ye@ Rg(;‘n) > % fnj . exp( -nfzg.i.d/A ).

n

~«
Commentaire: Dans le cas ou € est & croissance modérée ( il existe

—( -
K tel que { (2x)¢ k4 (x) ), on remplacera Dj par K 1D(§JA '2(1+Zj)1A )
J J

Démonstration: Soit b = (bj) variant dans un espace produit BéT\Bj.
J_m ' P J
Notons BY = i#jBi’ d'élément générique b“. Alors,si

3y 3 Vv
R(b)»)_ Ra.(b), on a b\e/BR(b)> ) {3\633 bye s Rj(b) .

Fixons maintenant fn' notons gj la restriction de g & Aj’ gJ=g—gj.

Ces deux fonctions ne dépendent de b qué par bj’ respectivement bj.
Appliquons la sur-additivité de D, en posant R .(b) = E (D(f 1, ,g.))

J € 'n A"
En vertu de la remarque précédente, on obtient comme minorant de

(2.7): Y /J\ V E ( p(s 1, +6;) ) - Pour j et &’ fixés, appli-
g & € nAs"75
quons la(f-lnegallte triangulaire entre fn1 J, ;jAj et £(1+Zj)1Aj

puis 1'inégalité (2.4) du lemme précisée en (2.5). Il viént alors

A

Vr (v) > 2_2.D..exp( -n S‘Zz.. ;.d)«) qui ne dépend plus de g
g. J . J J

ni de fn' d'ou 1le résultat.
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3. Risque minimax pour la norme p sur R

Dans ce paragraphe, (4, Cl,y) est (R,®,dx),
D(f,g) = Slf-glpdx,qul repond 3 la définition (2.1) pour tout p
positif en prenant Y (x) = x FA et F est 1l'ensemble des densités

de probabilité de classe c” , Y entier supérieur ou égal & 1,et telles

que,pour un réel positif r, r(f) £ r,ol P est la jauge

v By 20T
(3.1) p(e) = Clele . Nz llp)
2
en notant D(f,g) = "f-gllg méme si R n'est pas supérieur & 1.Le

rlsque au point f d'un estimateur f est donc dans toute la suite
R(f v£) = Eon (llf -f"p) , P pos:.tif.

On construit dans ce cadre un ensemble
© de densités tel que celui de la poposition 1 :
Ayant choisi une densité de probabilité auxiliaire 6,de classe Cv_1

et de support contenu dans (0,%),on définit les fonctions

L= Ymn *°
(3.2) Z(x) = £(3x) - £(3(x~%)) xeR
Zj = u.ZotIJj j=1,2,..,d

ol u est un réel positif fixé inférieur é % et Lr la bijection
naturelle de (0,1),support de Z,sur A , i intervalle de la

partition de (%,1) en J+1 1ntervalles disjoints,les J premiers de
longueur d,le dernier de longueur moindre,éventuellement nulle,de

sorte que 4Jd est compris entre 1 et 2. L'ensemble qui en résulte
(3.3) ® = {g=£(1 +2~_|'_bjzj) | bje{o,ﬁ}

est un ensemble de densités de probabilité de classe C v,de norme



348
infinie inférieure & 1 puisque NEN, = Izl =1 ,et de support
contenu dans (O, g) .Appliquant & (® la proposition 1 et tenant
compte de ce que ||f[|§ <1 et |£|? reste compris entre } et

3/2 pour tout q positif (car f vaut 1 sur (%,1) ),on trouve

(3.4) %\ V@Eg"fﬂ—g"i 3 2~ (7) P exp(-% ndu?)
ge

n

Majorons la jauge de 1'élément générique de
© :Puisque g < (1+u)f et que £ e les(f.Z.)(u) sont &
supports disjoints,on a _Vp Vp pJ 1

ple) < p(B)(1+u)?** (1 4 Zya(d) T w ) 2V

o Jd <%.
Pour stabiliser la jauge de e quand n croit,lions u et 4 par
1

a> P .
(3.5) u = (3‘) (3M) M fixé » 1
obtenant ainsi

_YP 4
v 14

(3.6) ple) < p(£) (2" (an)2”

Le minorant de la formule (3.4) prend alors la forme Axxexp(-BxY)
od A = (3M).27P77 , X=vwp , Y=2v+¢1, B = (3M)2/p.2n et x = d/3.

Lemme 3.1

Le maximum de la fonction x +—»> xxexp(—BxY) ,ou X,Y
et B sont des constantes positives,s'obtient en X, = (X/BY)1 Y,
et vaut,en posant y=X/Y, B™VyYexp(-y).

Pour chaque n,on choisit,en fonction de M,
la famille ® qui maximise le minorant de (3.4),et qui,d'apres
le lemme,correspond & d=3xo et u=(3M)1 pxo yvaleurs qui,toutes
les deux,tendent vers O quand n croilt.Par suite,les contraintes

u<t et d <% sont asymptotiquement vérifides.
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Notons
(3.7) r, = p(£)

Pour tout r supérieur a r 2‘]/(2 v+1)

M tel que (2M)1/(2u+1)
tels ® = ®(n) qui ,asymptotiquement,ont une jauge inférieure

ou égale & r,( (1+u )vp/(2V+1)

n—s-
1/(2y+1) est inférieur & 4,le résultat asymptotique suivant

,on peut,en choisissant un

soit inférieur & r/r ,avoir une suite de

= 0) ; d'ol,en remarquant que

Proposition 2
Soit F 1'ensemble des densités de proba-

bilité par rapport & la mesure de Lebesgue sur R,qui sont de

classe Cp,Pa1,et qui vérifient P(f) £ r ,ou p est la jauge
définie en (3.1) et r un nombre supérieur & 21/(2y+1) Ty T,

défini en (3.7).Alors,pour tout p positif,notant

= YP_
Y = v+

(3.8)  lim inf sup E, (I -£h®) 3 I yY.eV.279P
n fn feF n p To

Remargue
On peut transformer ce résultat en minoration
non asymptotique,c'est & dire valable pour tout entier n supé-

rieur ou égal & 1,si 1l'on multiplie le membre de gauche par
37V, 29P67"P

En effet,les contraintes 2u <1,6x ¢1 se
- -7
traduisent par x ¢ 1,ou x, = % A2 1 V(BM) P osi Xy est supérieur

ou égal & xo,la minoration précédente est correcte,une fois
multiplide par (1+u)™,soit,a fortiori,par 3 Y2Y.si x
strictement & xo,en prenant x

1 est inférieur

4 comme valeur,comme exp(-%ndu2) est,en

X4 supérieur ou égal & e_y,on obtient un minorant en multi-

-p, =P
pliant encore par 2 Pg p,puisque 1'inf de trois réels positifs
est certainement supérieur & leur produit deés que deux d'entre

eux sont moindres que 1.
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Deux cas se géparent :

Sip#1

Sip=1

en utilisant 1'homogénéité (p-1) de la norme et de la
jauge pour la transformation h(.)———»-& h(;) ,a >0 fixé,
toute densité a une a-homothétique de jauge r, et le
résultat prend la forme du théordme 1 ci-dessous.

on ne peut plus utiliser le raisonnement précédent car
la norme et la jauge sont maintenant invariantes par
changement d'échelle.Mais,dans ce cas,on se convainct
aisément que la jauge est minorée par un réel stricte-
ment positif,sur 1'ensemble des densités de probabili-
té.Le théordtme 1 bis ne donne de résultats que pour

les densités suffisamment éloignées de la densité

minimale (au point de vue de la jauge).

Théortme 1

Soit p positif différent de 1, v entier positif non nul,F 1'ensem-
ble des densités de probabilité par rapport & la mesure de Lebes-
gue sur R,qui sont de classe Cvet telles que p(f) € r ,ou r est
positif et p est la jauge p(f)= fp/2)2v/2y+1’(kf(V))p)1/(2v+1).
Alors il existe une constante C=C(v,p) telle que

(3.9)

(3.10)

uin 2”2 yne eup BT £y cor
n I, TeF nop

La constante C vaut

S T (Ve BT
Cc(v,p) = 2-9-2p.(2;§1) v .e2y+1.”9( -1)"§v+1

ol on peut prendre pour® n'importe quelle densi-

té de probabilité auxiliaire de support contenu

dans (0,4) et de classe C” -1

Théortme 1 bis

Dans le cas ol p = 1,0on a les mémes conclusions pourvu que l'on
se restreigne aux valeurs de r supérieures & ro,défini en (3.7)

et (3.2).
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Remargue
On obtient le résultat en dimension k en se fondant sur
le méme principe "f( )“p est maintenant remplacé par 2} ) ndx .
bx izq
l-.

On prend pour densité de base £ une densité de classe C ,unlforme
sur le cube (%, 1) ,et on obtient ® en remplagant f,sur les Jk
cubes Qj = { X, € Aj , i€ {1,2,..,J},i = 1,..,k} , par

£ 01+ bj Zj)hoﬁ les Zj sont les perturbations produits de celles

qui sont utilisées sur R.
On a alors pour une constante C qui dépend de k,¥,p mais non
du majorant r de la jauge,

VP
2p+k
(3.11) lim n inf sup Efuf -f“p » C.r

n fn feF

Ce résultat admet comme la proposition 2 (Voir la remarque qui la

suit),une version non asymptotique.
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4. Vitesse atteinte par les estimateurs & noyau

Ce paragraphe contient des résultats bien connus, mais, comme nous
voulons les comparer & ceux du paragraphe précédent, nous avons
préféré en donner une démonstration unitaire.
. oo e
Soit D un noyau, alors)A sera défini par )A(x)—A)(A x).
L'estimateur & noyau correspondant é) et de pas A est

ainsi défini & partir de 1'échantillon (X) :

(4.1) ;‘n(x) = ii)t " Ja (x - Ii ) . On pose
=1
(42)  T(x) = E (£ )(x) = fa n,.

On sait bien que dans le cas ol on veut utiliser au meeux la N ~dé-
rivabilité de.f, quand Y est strictement supérieur & 2, on ne peut

assurer la positivité du noyau ( noyaux de Parzen )

si V= 1, 2, on demande é) d'&tre peir, borné, d'intégrale 1, et

enfin -(xzb(x)\ dx <e©, On peut a;jouter))O; par exemple)(x)ﬂlxls%

Sinon, pour tout autre‘z , on utilise wun noyau, pair, borné,
avec -()(x)dx =1, &x‘j)(x)dx =0 ( I < A < -~ .), enfin

I "",’)”1 = S\xl"lp(x)l dx fini ,

7 oJ oJ

( par exemple, ) (x) = (ZTI)—% £(x) exp(- '} ix ) , ou £ est

la transformée de Fourier de f définie dans la formule (3.2) )

Démontrons d'abord deux lemmes:

Lemme k.1 Avec les hypothéses et notations précédentes, on a

- \
(.3) [ 5,2l < «QA—! “""9“1 llf(\?)“p

démonstration: Par homogénéité, il suffit de prouver le résultat
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pour A = 1, Ecrivant alors la formule de Taylor:

j . X+t v-1
£(x+t)-f(x) = ZY -8 f(J)(x) + {xatzu) = (N )(u)du,

P 3! < (N -1

il vient en intégrant : (?,-f)(x) f(\?b ).)(— p (x) , ol le noyau

be N -
. (s S=
pair § défini pour y>opar. f(y) = '(y -Eﬁz-y! ) (s)ds, a une

i~-norme majorée par (*2 !)-1 “qu | 1 Le résultat découle alors
de 1'inégalité \\fH v 81l , € \ f(‘z)llp. Lel,.

Lemme b.2 ( inégalité de Khintchine ) : Soient Yi des v.a.r. de mé-
me distribution, indépendantes, centrées et bornées par 1

en valeur absulue. On a alors

(4.4) E‘ ')i:= ’1‘ T, l P¢ {nE(IYl)}%p pour 0¢ p < 2.

(4.5) E [if_ :’ T, ,p < Cp{{nE(lYl )}v{nE(m)}%p ] pour 2< po

On peut prendre pour C: (k1 )2 51 2k2<pg2k .

Démonstration:Soit Sn la somme des Yi. Pour 0¢pg 2, on utilise
1
ik . <|ls .
1'indgalité l\sn\\ ; usnu ZsﬁE(\Y\Y , car |Y|¢1
sinon: une construction élémentaire dans le carré B), 1] x[_O, 1]
muni de la mesure de Lebesgue montre que toute Y satisfaisant les
" A By
conditions du lemme peut s'interpréter comme E ( .1B) ou: &
est un signe ( P(&=1)= P(& =-1) = %) , indépendant de 1'indica-
trice 1B' avec E Y =P(B) , et @b—-algébre. L'inégalité de Jensen
montrequ'alors, pour toute ﬁﬁ convexe, E( ﬁ(Sn) )5 E( ﬁ( I&i1B )).
i

On est donc ramené au cas ou Y =£1B. Dans ce cas, si p = 2k,

2k k+1 (—- 'k
E(Sn') £ 2 -kt B -)-— 13, ) ( Formule de Khintchine )
i
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Une majoration.des moments factoriels E( Z(Z—1)..(Z—j+1) ) de la
binomiele X = B{ n, E\Y|) donne alors le résultat.
Enfin, si 2k-2 {p {2k, on utilise alternztivenent les inégalitds
2k
: <Us | P
“ Sn" S USn ] o’ Quand nE(1Y]) > 1, et I Sn" p{llsnll o) + Quand
nE( (Y\) ‘s 1, puisqu'on s'est placé dans le cas ou Sn est une entier

relatif.

Corollaire du lLerme 4.2 Sous les mémes hypothéses sur les Yi, plus

b - S n P
ﬂlY.‘\\(% y S0it ﬁp(u) ~n§1(lfn ' u E{1L= 1 Yil . Alors

Pour p>2 , a tout &»0 on peut associer M tel que

(-6) )¢ wlul+ [F ( TG ey

Bémonstration: Il suffit de remarquer que, le sup étant obtenu sur
les Y du type §1B, quand nP(B) tend vers 1'infini,
on peut remplacer le Cp du lemme 4.2 » asymptoti-
quenent, par U( $(p+1) J /T (3) , en vertu du théoréme de limi-
te centrale. La majoration du Lemme (2 est convexe, on peut donc la

majorer au début par une fonction du type M.|u| .

Pour simplifier 1'énoncé qui suit, faisons sur la densité f 1!

(4.7) Eypothdse H_ : 1lim g-(f,d%\)’h’(x)dx éll)“’%’pff‘h’(x)dx (p<2)
— A-0

Cette propriété sera en particulier vérifiée si f est & support
compact, et par extension si elle est monoione & l'infini.
D'aprés 1'inégalité de Jensen, elle 1l'est bien sfir automatiquement
pouxr p >2, puisque lyA[/ “9”1 est un noyzu positif et d'inté-

grale 1 .



Théoréme 2: Soit p un réel positif, Y un entier strictement positif.
Dans le cas p<2, on suppose que f satisfait (Hp). I1

existe alors une suite d'estimateurs & noyaux ;‘n , ne dépendant

que des nombres “ f(\) )“5 et -(Vf%pdx, et une constante D(\),f )

ne dépendant que de p et Y ‘tels que

(a8) Tma WEVg iz 2| pep). PO o

(3.4) (;(f) =U‘f%pb}21/(2\1+1) N f(~1)“ i/(zvn)

-

Pour le choix des fn et une majoration de D(V/F), voir la remarque

qui suit la démonstration.

Démonstration: Traitons d'abord le cas p% 2. ) et A étant choisis,
o ¢ P p—1{ =P e 7 npl_op!
Ef“ £ £ p<2 l£-£, l[p + E; llfn 1 I pf_z (B+4).
N
- B est majoré, d'aprées le lemme 2, par {:{A-'- lx?’,)ll1 “ f(Y)“ p} 1

- Si 1'on pose Yi(x) = ( 2“95“«))—1'( DI (x-Xi) - fx—pA(x) ), on
peut appliquer le lemme 3 avec E lYI (x)g (2“)"“))-.1 A.fbe\ (x).
A est donc majoré par

p P -p n-a4
2 Uol,” (a)™ [0 8 ey )00) ex.
D'aprés le corollaire de ce lemme,

(@1 P80 ¢ S (28)! (el o
+ (Tl +s).(zujum)‘*Pf(f,,(m)’l’l’dx.

I1 en résulte que

o) s ¢ G oyl 3*. [ 760 ax .

n

En ¢galant asymptotiquement les deux termss, il vient
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Tm o \p/(2Y+) B, ";-fllp <

lim <
n

Y4
< 21"(?(1‘){%&_)_)_32?/(2\1 +1) 2!'9““9"5%/(””) ” p/(z 1)

Dans le cas p €2, on obtiewt le m&me résultat en utilisant 1'hypo-
thése (Hp) & cela prés que le quotient des deux fonctions ]1 est

remplacé par 1.

Remarques: On a une expression explicite de
4 xi W€ y
17(\1,[3) = 2P, {(2n)||1[(9||00) P( Hy—-}”‘ )P( __%\z_((;)u)l )2\1)1/(2 +1)

et le pas optimal A est déterminé par

24+1 {‘l‘llh “f(Y)“ ’LS-Z{ ( 2y, n?“")w j'frp S 2/1’)

du moins pour p>2. Pour p {2, remplacer le quotient des fonctions
F par 1

On peut obtenir ézalement une égalité non asymptotique,
c'est-a-dire valable pour tout n, en remplagant le quotient des fonc-
tions n par la constante Cp, dans le cas p)2. Dans l'autre cas,

1
il faudra faire entrer dans le majorant la quantité J(f“'bol)rpdx-
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5. Comparaison des résultats des paragraphes 3 et 4:

Les théoremes 1 et 2 signifient que les estimateurs & noyaux sont
optimaux du point de vue de l'ordre en n e e&é’_ sur les espaces
lL(j) ( & 1la restriction pres de la remarque qui suit). Dans ce
paragraphe, on étudie le comportement relatif des constantes C(‘/,p)
et D(V ,p) comme fonctions de V et p.
Remarque: L'estimateur optimal & noyau fait intervenir séparément
leez déux facteurs composant la jauge. D'une part, on peut
aisément adapter la démonstration du théoréme 1 pour séparer ces
deux facteurs ( du moins pour p ;é 1), d'autre part, par adaptativi-
té ( comme dans Nadaraya (3) par exemple ) yon peut certainement coms-
truire une suite d'estimateurs ayant la méme vitesse asymptotique

sous le seul renseignement que la jauge esg finie.

Proposition 3: Il existe une constante C ( ne dépendant ni de\7 ni

de p ) telle que

(5.1) H‘ (c.~ )P (p21, ¥>1).

Commentaire: 1.En réalité, on devrait prendre pour risque effectif
o 1
la quantité ( E, I £ -f lli ) /p, auquel cas la
Proposition 3 signifie que le rapport des vitesses est en N] -é_.

2.0n werra que la démonstration permet d@ déduire une

majoration similaire non asymptotique du rapport des vitesses.

Démonstration: On utilise ici un noyau & dont on suppose

qu'il appartient & é( 1_1), et) est choisi comme dans le para-

graphe 4, en fonction de f = 1[0 1]* 0. On va effectuer sur f
?

une translation de -3/4, ce qui ne change évidemment rien aux résul-
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tats des théorémes 1 et 2.

Posons V = j+k+1 ( j, k entiers po. sitifs, avec en fait j =k
si { est impair, j = k+1 sinon). On peut remarquer que les fonctions
auxiliaires f et ) n'interviennent dans le rapport étudié que par

1'intermédiaire de

q o
“D‘“"D“w) o/ (27 +1)( ulla hf(f)“p>p/(2Y+1)

Nty
. _ 2+ 2! 2\J
Soit §j(x) = 223,“(3.')2 (1— b4 ) o1 \x|$1 (j ;0). Ce sont

des densités de Probabilité, S‘g 32 dx €%, enfin

“§(3)"2 - ié.j.lﬂh omd-1 \[Z; ( en effet,%lgj)

est pror.rtionnelle au jieme polyn8me de Legendre, ce qui permet de

donner une expression explicite de sa noeme quadratique). On pose
¢ ;=8 éj(Bx) , et 0 = ‘f’j*‘f’k satisfait alors les conditions

imposées, d*ol, pour p 31

“9(\‘ - )”p é 2~2/p "cf’(g)n ZMJE“Z y en vertu de 1'inégalité
\\f.,egllpg\lfl(tllgll,c , si 1/p = 2/t -1, et du fait

que (((:‘j]) et ‘F(;:) étant & support compa#t, on peut comparer leur

2-norme & leur t-norme .(Pour p £ 1, on obtient la majoration

0671, < AP CL 0 o passens sas 20
1- norme.) De méme, llx\J)v1 =(2n)™ “ 2sin($x) x (fjxk cPk“ 9
<\ 2(2m )% “Ce(g)uzuff(};) "2, et U)[’; (29 )_.J_,.. I1 suffit de repor-

ter ces évaluations dans le rapport étudié pour obtemir le résultat.

Commentaire: I1 est bien sar possible de donner une majoration expli-
cite de la constante C, ainsi que des constantes C(V,p)

et D( V,p).
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6. Application b la distance de Hellinger

Dans ce paragraphe, nous prenons ( A,a.}a) = (m,@,dx).
La fonctionnelle étudiée est la distance de Hellinger
D(f,g) = %f(\/? -Ve )2 dx , qui possdde les propriétés
(2.1), avec @(x) = /x , et F est 1'ensemble des densités de Pro-
babilité de classe @\7, avec \]- 1 ou 2 , enfin telles que leur

jauge r1(f) soit finie, ou ici
6( p(Y+1)-1 ) p(1-2)
6.1) ¢,(0 = | fllup DRI PO > N H)-u

Remarques:

1. N = 1 ou 2 ¢ La distance de Hellinger n'étant définie que pour
les fonctions positives, on est limité aux estima-
teurs positifs. Celk nous impose donc, pour les
estimateurs de Parzen, ‘(: 1 ou 2. Cependant, le
résultat de minoration est valable pour Mgreleonque.

2, Jauge : Dans le cas précédent de la p-norme, au lieu de
prendre une jauge générale ( la seule limitabion
étant le degré d'homogénéité), nous avons choisi
directement la jauge qui donne 1l'ordre maximum en
n. Ici, i1 correspond & & =0 et vaut Y—-\’J LI
n'y a rien d'étonnant & ce que cet ordre( mais non

les constantes bien sfir) ne dépende pas de p, puis-

que dans le cas y=0, une densité de jauge finie

est & support compact.
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Nous choisissons comme famille de densités la famille
K

(6.2) @1=(1-K.a)£+a.)_ ® (. -3k
k=1

( somme dsf jointe de translatées des familles C)introduites au
paragraphe 3) ou on choisit u = %, les autres paramdtres satis-
faisant : J et K entiers positifs. A, d réels positifs.

%{J.d €+ . K.ag¢l. Nous aldons les lier,de fagon

4 controler la jauge, par, M étant choisi supériemr & 1,

t.a% = (3% ot K.aP o P (%) Yp ,( p(3+1)-%)/(1- )
3

Dans ces conditions, on a asymptotiquement pour toute g de CD1
( on vérifiera & la fin du calcul que la valeur choisie de a
tend vers O avec 1/n)
f1(g) < 2H(:>1(£)
Sur cette famille, la Proposition 1 donne comme minorant du risque,
compte-tenu de 1'inégalité (y/1+u -1)2 > 0,2. u2, pour u <%,

-12

22", K.a.exp( - &

12 ° a.d ).

On pose maintenant , comme précédemment, d = 3x, on applique le
Lemme 3.1 en tenant compte des liaisons. Il vient, de la méme

manidre que dans les démonstrations de la Proposition 2

Proposition 4: Soit p un réel supérieur ou égal & 1,  réel
compris entre O et 1. Il existe deux constantes
C et Ty telles que, si r > ro

Np(1-x)
~N+1)-
(6.3) 1lim inf n PO /N N

n o fieer

2"
E, dH(fn,f) >C.r.
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Remarques 1. Comme précédemment, on pourra prendre pour valeur de
Ty f1(£) multipliée par une puissance convenable de 2.
2. La distance de Hellinger, comme la 1-norme, étant in-
variante par changement d'échelle, les normes (’1
sont minorées sur 1l'ensemble des densités de Probabilité.
3., De méme que dans les résultats précédents, on peut

expliciter sans peine une formule non asymptotique.

Passons maintenant & la majoration: nous limitant hf: 1 ou 2,

nous prenons pour ) le noyau uniforme ) (x) =1 1xl <! et la

formule ( 4,3) devient

- ) )
HfA'fup{(%A) . u-(fm!'p .

Nous majorons Ef( dg(fn,f) ) par A + B ( aléa et biais ) ou

6.0 5 6 WE, -VEIZ ) <@af 25 |5 Cogten)

2 -1
en effet, (\/; -vb ) < b (a—b)z/\ (a+b) , si 0<a,b.
o BF = ) A - i
r n.b fn DA(x Xi) = Sn est une variable de loi binomiale

pour tout x, puisque somme d'indicatrices. E( V fn -\ T )2

est donc majoré par (m A)_L\(ZnA?A)g (np )0‘-1 (2 -EA )“ .
- — - (1-0)/(p-%  _ A(p-1)/(p-%
(6.5) B =[VEy - VE[I2 ¢ I,- el "9 1z sell p-1)/(p

1-
en effet, (/a -\/‘; )2§ (a-b)%(a+b) 9 (0<¢q¢?2), on appliquera
1'inégalité de Holder d'exposants conjugués a/p et (p-q)/p, apres

avoir choisi q/p = (1- «)/(p- ).

On reporte maintenant gams (6.5) 1'inégalité (4.3), on égale enfin

les deux majorations obtenues, ce qui détermine A.
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Proposition 5: Soit p supérieur & 1, of compris entre O et 1,4
= 1 ou 2. On suppose de plus que la densité f

satisfait 1'hypothése ( H2K) ( (4.7) ). I1 existe alors une

suite d'estimateurs & noyaux, ne dépendant que des nombres

“f(4 )“p etl\flL‘, tels que

% p(1-%)
p(N +1)-x 2,2
(6.6) 1im sup n Ef( dH(fn’f) )

n

< 4p,08) .

Remarque: Comme d'habitude, on peut modifier la constante pour

avoir un résultat non asymptotique.

Jd. Bretagnolle Université Paris 13
L.A. n°224 du C.N.R.S.

C. Huber Université Paris 13
E£.R.A. n°532 du C.N.R.S.
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