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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1976/77

SOUS—-ESPACES DENSES DANs L' ou '
ET REPRESENTATION DES MARTINGALES
par Marc Yor
( avec J. de Sam Lazaro pour l'appendice )

Introduction. Les martingales relatives & un espace probabilisé filtré
A= (O,g,(gt),P) jouent un role fondamental, tant pour le calcul stochas-
tique sur A que pour 1'étude de certaines propriétés de A.

Ceci a conduit de nombreux auteurs & représenter les martingales de
carré intégrable ( par exemple ) sur A comme intégrales stochastiques
par rapport & certaines martingales fondamenteles, principalement dans
le cadre des processus de Markov ( Kunita-Watanabe [1] ; voir aussi [2]
et [3] ) et en particulier des processus & accroissements indépendants
([41,(51,(61,[7]), ainsi que pour les processus ponctuels ([8],[9],[10],
[11] ; voir [12] pour une revue des résultats connus ).

En [14], Jacod et Yor ont adopté un point de vue dual : étant donné
un espace filtré sans probabilité (Q,F°, (E%)t>0 ), et un ensemble N

de processus cadlag et E9-adaptés, ils ont caractérisé les probabilités

P sur (0,F°) faisant de tout processus NeN une P-martingale locale, et
telles que N engendre 1'ensemble des (P,gg)-martingales locales au sens
des espaces stables de martingales ( cf. [1] pour les martingales de car-
ré intégrable, et [14] pour les martingales locales ).

L'origine du présent travail se trouve dans une remarque de Mokobodzki,
qui nous a signalé la similitude qui lui semblait exister entre le théo-
réme principal de [14], et un théoréme de R.G. Douglas (20]) sur la ca-
ractérisation des points extrémaux de certains ensembles de mesures sur
un espace mesurable abstrait (X,X). Le lien étroit qui existe entre les
deux théorémes permet d'unifier les différents problémes de représenta-
tion des martingales, et de les rapprocher de certains problémes d'ana-
lyse fonctionnelle.

Le paragraphe 1 est consacré a4 1l'exposé du théoréme de Douglas, et
de plusieurs de ses applications.

Le paragraphe 2 contient les nouveaux résultats obtenus pour les dif-
férents problémes de représentation des martingales.

Le paragraphe 3 est consacré & 1'étude des conditions d'extrémalité
dans le probléme des martingales, tel qu'il a été formulé par Stroock
et Varadhan,
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Enfin 1'appendice, rédigé avec J. de Sam Lazaro, peut étre lu indépen-
damment du reste de 1l'exposé.

Nous terminons 1'introduction en remerciant vivement G. Mokobodzki,
dont la remarque citée plus haut joue un rdle important dans cet article.

Quelques notations et rappels.

(Q, Ro ,(F°) 20 ) désigne un espace mesurable, muni d'une filtration
croissante.

Si P est une probabilité sur (Q,£°), on note F(P) la tribu Fo P-com-
plétée, et (g(P)t) la filtration (g%) rendue F(P)-compléte et continue &
droite. O ( resp. P ) désigne la tribu optiomnnelle ( resp. prévisible )
sur OxR_, associée a (g(P)t).

On écrit souvent t.a, au lieu de F(P)t-temps d'arret.
(P), resp. M*(P), est 1l'ensemble des F(P) -martingales locales,

—loc
resp. martingales de carré intégrable, pour P. On utilise également les
notations classiques M —lo (P) et M Oc(P).

H1(P) est l'espace de Banach des P-martingsles (xt)t>0 telles que
||X||1 = B[ sup,_o |Xt|] < ® . L'importance de cet espacé réside - au
H £

moins pour nous - dans le résultat suivant ( cf. [23] ) : toute martin-
gale locale M appartient localement 3 ! (P), c'est & dire1qu'il existe

T
une suite de t.a. Tn qui croissent P-p.s., vers +m, et tels que M neH‘(P)
pour tout ne N , Voici une démonstration trés simple de ce résultat : il
suffit de démontrer que toute martingale uniformément intégrable M appar-

tient localement & H’(P). Or si T = inf it 1 |Mt|§n} s les t.a. T, crois-
T

sent P-p.s. vers +00, et la martingale M n appartient & H1(P). En effet,

sup, | I sn+ |Mp |1{T <o} ? et 1l'expression de droite est intégrable.

Nous utilisons encore 1'1dentif1cation du dual de H1(P) 1l'espace
BMO(P), meis nous ne nous servons que de la propriété : si MeBMO(P), M
est localement bornée ( en effet, les sauts de M sont alors bornés ;

“ 00
avec les mémes t.a. T , on a donc sup, IMtAThl e L* (P)).

1. Un _théoréme d'analyse fonctionnelle et quelques applications

1.1. Nous énongons tout d'abord le théoréme de Douglas [20], et nous

donnons sa démonstration, essentiellement telle qu'elle figure en
[20], ce qui nous permettra en particulier de la comparer & la démons-
tration du théoréme 2.7, relatif 3 un probléme de martingales.

T
1. Du moins si Mj est intégrable. Sinon, il faut remplacer M n par

M 21 .
{7, >0}
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Théoréme 1.1 . Soient (X,X,p) un espace de probabilité, et F un ensemble
de fonctions réelles, X-mesurables et p-intégrables, contenant la fonc-

tion 1. Notons
=1, = veM! (X,X) | ¥£eF , [|f]dv < o et [fav=/fdp |
Les deux assertions suivantes sont équivalentes

1) p est un point extrémal de M .

=p
2) F est total dans L (p).

Remarques 1.2 . L'assertion 1) est clairement équivalente &

1') p est un point extrémal de §L= { vegu | ve<p |

On peut donc remplacer, dans 1'énoncé du théoréme 1.1., l'ensemble F de
fonctions par un ensemble F de classes ( pour 1'égalité p-p.s.) de
fonctions X-mesurables et p-intégrables.

Si 1'on ne faisait pas, a priori, appartenir la fonction 1 & F, on
aurait M (F)=M (FU{1}) puisque M (F) est composé de lois de probabllité
mais la condition 1) entrainerait seulement que FU{1} est total dans L

Pour démontrer le théoréme 1.1, nous aurons besoin du

Lemme 1.3 . p est un point extrémal de M si, et seulement si, la seule
p es 18, =y 8%, 2% seu-ement Si, -2 9oul9

classe de fonctions geLa>(§,p) telle que : ¥ feF , /fgdp = 0, est la
classe nulle.

Démonstration : 1) Supposons que p soit point extrémal de gp o Soit
geIF°(§,p), essentiellement bornée par la constente ke]O,o00 [, telle que :
¥feF , [fgdp = O . Les mesures pe=(1+ f%)p et p,=(1- f%)p sont des pro-

babilités ( on utilise ici le fait que 1eF ) et appartiemment & Ep .
Comme on a p= %(p1+p2), et que p est point extrémal de QH y On 2 po=p,=
=p, d'ol g=0 p-p.s..

2) Inversement, supposons la seconde propriété vérifiée. Si p admet
la décomposition p= ap1+(1—a)p2 ( «elo,1[, piegp ), alors p,< %p , 0t

donc il existe geL°°(§,p), &< % p=p.s., telle que dp1=gdp Py apparte-

nant & M, on a ¥feF [fgdp = [fdp , ou encore [f(g-1)dp=0. Cela entrai-
ne, d'aprés l'hypothése, g-1=0 p-p.s., et donc By=Ho=h o p est donc un

point extrémal de gp

Démonstration du théoréme 1.1 .

D'aprés le théoréme de Hahn-Banach, F est total dans L1(p) si, et
seulement si, la seule forme lindaire continue £ sur 1! (p), nulle sur F,
est la forme nulle, Or une telle forme £ se représente par

¥ feL‘(p) i(f) = [tgdp avec geIPo(p)
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et la condition de nullité sur F s'éerit ¥ feF , [fgdp=0 . Donc, d'aprés

le lemme 1.3 , F est total dans L1(p) si et seulement si p est un point

extrémal de EP .

1.2 , Nous donnons maintenant des compléments, exemples et applications
du théoréme 1,1,

Le théoréme 1.1 s'applique & la caractérisation des points extrémaux de

sous-ensembles M de gl(X,g) définis de la fagon suivante : soit F un

ensemble de fonctions §-mesurables réelles, contenant la fonction 1, et

soit (cf)feF une famille de nombres réels. Notons

M= { peM (X,X) | ¥ £eF , /|f]ap <@ et /fdp = c, |

Alors on a, avec les notations du théoréme 1.1, M=M (F) pour tout
peg » et donc p est un point extrémal de g gi, et seulement si, F est
total dans L'(p).

Remarquons que, si X=R et si F est la famille des applications x> x"
(ne N ), cette question est liée au probléme classique des moments ( cf.
[19] par exemple ).

Rappelons maintenant 1l'application du théoréme de Douglas faite dans
le livre de Alfsen [17]. Ceci constitue notre premier exemple.

K est un ensemble convexe compact, A(K) désigne l'ensemble des fonc-
tions affines continues sur K, Si pegl(K), on note xp le barycentre de
p, caractérisé par

¥ aeA(K) , a(x)) = Ja(x)ap(x)

gx est l'ensemble des mesures positives sur K, admettant pour barycentre

X . Si p est un point extrémal de M, , p est dite simpliciale . D'aprés
le théordme 1.1, p est simpliciale sg, et seulement si, A(K) est dense
dans L1(p).

Dans le cas particulier ou K est un ensemble convexe compact de n?,
un théoréme de Carathéodory donne une autre caractérisation des mesures
de probabilité simpliciales : peﬂl(K) est simpliciale si, et seulement
si, son support est un ensemble fini formé de points affinement indépen-
dants ( et comporte donc au plus n+! points ). Voir par exemple [17],
proposition 1.6,11 ., Remarquons que dans ce cas particulier, si p est
simpliciale, alors A(K) s'identifie & L‘(p) tout entier, et méme & Lp(p)
pour 1<p<co.

D'une fagon générale on peut se poser le probléme de savoir ( avec
les notations du théoréme 1.1 ) si, lorsque p est un point extrémal de
Mp, et lorsque F est inclus dans gp(p) pour un p fixé , pell,® [(1),

1. Pour le cas p=o0, voir la derniére partie de 1l'appendice.
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alors F est total dans Lp(p). Dans son article, Douglas fournit un contre-
exemple 3 cette assertion, ainsi que des conditions suffisantes pour qu'
elle soit vérifide, Dans le cadre de 1l'étude d'Alfsen, M, Capon a mon-

tré qu'il n'en était pas toujours ainsi [18], Nous donnons ci-dessous

une proposition générale due & M, Capon, avec une démonstration diffé-
rente,

Proposition 1.4 . Soient pe]1,oo[, et p' l'exposant conjugué de p. Soit
F c Lp(p). Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
1) F est total dans LP(p).

2) Pour toute classe gelP () vérifiant g0 et /gdp=1, la probabili-
1€ v=g.p est un point extrémal de M .

1)
Démonstration : 1) => 2). Soit donec geLp (), telle que v=g.p soit une
probabilité, D'aprés le théoréme 1.1, v=g.p est un point extrémal de M,
8l, et seulement si, F est total dans L1(§,V). 11 suffit donc de montrer
que si heﬁxkg,v) vérifie
¥ feF , [fhav=0 , ona h=0 v-ps,

Or [fhdv = [f(gh)dv., D'aprés 1), comme gheLp'(p), on a gh=0 p-ps, et
donc h=0 v-ps,

2) = 1), I1 suffit ici de montrer que si heLp'(p) vérifie :
¥ feF , /fhdp =0 ’ alors h=0 p-ps.

Supposons que h ne soit pas nulle p-ps. Alors, quitte a diviser h par
[|h|ldp , on peut supposer que v=|h|.p est une probabilité. Or si on

note h™ ( resp. h™ ) la partie positive ( resp. négative ) de h, on a
¥ feF , /th'dp = /th™dp , donc v=|h|.p = %((2h)+.p+(2h‘)-u)

v est donc la demi-somme de deux probabilités de M, , ce qui entraine,

d'aprés l'extrémalité de v dans M, que |n|=2h*=2h" p-ps, donc h=0 p-ps

contrairement & notre hypothése.

Notre second exemple est relatif aux images de probabilités ou, ce qui

revient au méme, aux restrictions de probabilités & des sous-tribus.
Soient (X,X), (Yi’zi)ieI des espaces mesurables, et pour tout i,

. 1 . .
soient vie§+(Yi,£i), hi : X —a>Yi des lois et des applications §|¥i—me—
surables. Notons

ﬂ(hiivi'iel)= {pel;gl(x,):() | ¥ iel , hi(}i)=\’i }
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Proposition 1.5, Soit peM(hl’ 1'ieI) p est un point extrémal de MO& yiel)

8i, et seulement si, les fonctions de la forme I ¢j°hj , OU J est une
jed
partie finie de I et ¢jeb(Y ) pour tout j, sont denses dans 1! (p.

Démonstration. Posons F = | ¢i°hi | wieb(gi), iel }. La propriété hi(p)=
= v, est équivalente &

¥ g.eb(Y;) , Jogongdp = fedv,
Avec les notations duthéoréme 1.1, on a donc M(hl’ joiel)_ M, . D'aprés

ce théoréme, p est extrémale dans M(hi’ i'ieI)

est total dans L'(p). 0

si, et seulement gi, F

Cette proposition s'applique de fagon évidente lorsque l'on consi-
dére des probabilités sur un espace produit th(Et’Et) , dont les margi-

nales sur des produits partiels th (Et,Et) » pour une famille (Si,ieI)
N =
de sous-ensembles de T, sont fixées.

Le cas ou l'ensemble d'indices I est réduit & un élément est parti-
culiérement important., Soit (Y,Z,v) un espace de probabilité, et soit
h : X—>Y une fonction X|I-mesurable. Notons

,v= {peM1(X X) | h(p)=v}
et H la tribu engendrée par h, On note X"l la tribu complétée de X pour
Hy et H“ la tribu obtenue en ajoutant & H les ensembles y—négligeables.

Proposition 1.6. Soit pegh’v . Alors p est un point extrémal de gh’vgi,
et seulement si, g“:g“.

Démonstration. Posons F={goh | 9eb(Y)}. D'aprés la proposition 1.5, p
est extrémale si, et seulement si, F ( qui est un espace vectoriel ) est
dense dans L'(p). Or, si Fyest dense, on a x* c B, donc XM=HM.

Inversement, rappelons que toute fonction réelle H—mesurable f g'éerit
sous la forme f=¢oh, oi ¢ : Y— B est une fonction Y-mesurable Donc, si
=g" , F est dense dans ! (). 0

Remarques. Supposons en particulier que 1l'on ait X=BxY, h étant la pro-
jection de BxY sur Y, et X la tribu produit. Soit p la projection sur R.
On a g“:g” si, et seuleme;t si, p est égale p-ps & une fonction H-mesura-
ble, autrement dit s'il existe une fonction réelle g sur Y telle que
x=p(x,y)=g(h(x,y))=g(y) pour p-presque tout (x,y). Cela exprime que p
est portée par le graphe de g.

Les résultats précédents, et cette derniére remarque, retrouvent sous
une forme plus générale les conclusions d'un travail de Mokobodzki [21]
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( avec une démonstration différente, car ce travail est antérieur & 1°
article [20] de Douglaéi). Généralisons la remarque précédente :

Corollaire 1.7 ( ecf. [21], corollaire 2 ). Soit p point extrémal de gh,v
et soit £ ¢ X->R une fonction é—mesurable.

I1 existe AeX, de p-mesure pleine, fel gue

¥ x,y eA , h(x)=h(y) => f£(x)=£f(y) .

Démonstration., D'aprés la proposition 1.6, il existe une fonction Z—me~
surable 9 : Y>B , telle que f=9oh p-ps. I1 suffit alors de poser A =
{ x | £(x)=9(h(x))} pour en déduire le corollaire. [

Dans le cas particulier ou X=Y, Y étent une sous-tribu de Xeth
1'application identique de X, qui est §|£—mesurable, on note
Y,V 1
¥=9 = | Pe§+(X,§)| p]zzv}

et 1'on déduit de la proposition 1,6 le :

Y,v Y,v
Corollaire 1.8 . Soit peg”’ . Alors p est point extrémal de g', si, et

seulement si, §“=£“.

Notre troisidme exemple, dont 1'intérét est essentiellement pédagogi-

que, est relatif aux systémes dynamiques. On y voit en particulier com-
ment varie l'ensemble des points extrémaux de EP ( théoréme 1.1 ) lors-—
que F varie,

Soient (X,X) un espace mesurable et T une bijection bimesurable de
(X,X) . Notons QT l'ensemble des probabilités sur (X,X) invariantes par
T, et I—{AeX | TA=A} la tribu des ensembles T-invariants.

Proposition 1.9. Soit peM . p est un point extremal de M si, et seule-
ment si, 1'ensemble F Ui1§ est total dans L' (p), o

{ £oT-f | feb(X)}
Démonstration. I1 suffit de remarquer que §T={vegl(X,§)| ¥ ¢ef, Jedv=0}

={vey__ll(X,)__{)| ¥oeF ), Jedv=/edp}. On applique alors le théoréme 1.1, avec
F=Fouitl. [
On peut retrouver, i partir de ce résultat, 1'équivalence bien connue
pegT, point extrémal de QT <=> 1 est p-triviale
en remarquant que l'orthogonal de FO dans la dualité (L1,La5 est
LXx, M 0.

1. Voir aussi M.FH. ERéOV. The Choquet theorem and stochastic equations. Analysis
Mathematica 1, 1975, p§259-2T71.
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Considérons maintenant peMT (non nécessairement extrémale). Posons
v=p[1 , et notons ¥T,v= {Ae¥T| A|I=v}. On montre aisément que ET’v est

constitué de la seule mesure de p;obabilité p ( qui y est donc extréma-
le). Remarquons alors que, d'aprés le théoréme 1.1, l'ensemble des fonc-
tions geb(I) et foT-f, feb(g) est total dans L1(p), d'od 1l'on déduit
facilement le théordme ergodique <<dans L%> :

> p(f|I) dans n .

¥orel!(p) ,  L(£+fole.. 480"
n->

1¢3 Nous terminons ce paragraphe par un dernier complément au théoréme
de Douglas : lorsqu'on poursuit 1l'étude de l'extrémalité de p dans

gp s, 11 est naturel de se poser la

Question 1 : Quand a t'on §p={“i ?

En fait, on ne répondra ici qu'a la

Question 1': Quand a t'on gﬂzfyf ?

g' étant ( cf., remarques 1.2 ) l'ensemble des éléments de M = absolument
continus par rapport & p . Si M'={p}, on dit que p est infimale, terme
emprunté 3 un article & paraitre de V. Benes ( relatif au second exemple
ci-dessus, et & ses applications & certains problémes de martingales ).
Avant de continuer, faisons quelques remarques :

= 31 p est infimale, alors p est extrémale dans M .

= Si 1'on note M" = { veM | v~ p ), ona %{§'+ﬁ} cM", et toute pro-
babilité p telle que ga = {p} est donc infimale. Une telle probabilité

est appelée standard par Yen et Yoeurp en [32].
Autrement dit : ( p standard ) <=> ( p infimale ) .

= En conséquence, chaque fois que l'on parvient & caractériser les mesu-
res p extrémales dans M par une condition ne faisant intervenir que
la classe d'équivalence de p - c'est le cas de la proposition 1.6 ( con-
dition g”:g”) et de la proposition 1.9 ( condition de p~trivialité de I )
- on a 1l'équivalence
( p extrémale dans M ) <=> (p infimale )

En effet, 1'implication <= a été vue plus haut. Inversement, si p est
extrémale dans M , tous les points de 1'ensemble convexe M" sont extré-~
maux, ce qui n'est possible que si g;:{pi, et p est standard, donc infi-
male,

Voici maintenant une caractérisation des probabilités infimales

Proposition 1.10 , Soit FCLGD(p). Les deux assertions suivantes sont
dquivalentes :
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1) p est infimale.
2) La seule fonction geL1(p) , bornée inférieurement ( ou : supérieu-
rement ) telle que : ¥ feF , [ fgdp = 0, est la fonction nullel

En particulier, si F est faiblement dense dans Loo(p), p est infimale
( mais ce résultat était évident a priori ).

Démonstration : 1)=>2) . Soit g une fonction bornée inférieurement,
telle que /fgdp=0 pour toute feF, Il existe une constante c>0 telle que
&= -c , et la fonction h=1+ % est positive, d'intégrale 1 puisque 1eF,
La loi v=h.p appartient & gﬁ , donc v=p d'aprés 1l'hypothdse, ce qui
entraine g=0 p-ps,

2)=>1) . Soit v=g.p e M . Alors h=g-1 > -1 vérifie /fhdp=0 pour

toute feF, D'aprés 2) on a g=1 p-ps, et donc p est infimale.

Remarque : Signalons encore, indépendamment du caractére infimal de [T
1'équivalence des assertions suivantes ( en supposant toujours FCLoo(p))
a) La seule fonction geL1(p), orthogonale 3 F, est g=0 ( autrement
dit, F est faiblement dense dans L%® (p)).
b) Pour toute geLl(p) d'intégrale 1, la probabilité v=g.p est ex-
trémale dans M, .

Cette équivalence se démontre en suivant pas & pas la démonstration de
la proposition 1,4,

2, Applications 3 des problémes de martingales.

2.,1. Un probléme général,

Soit (Q, E°, (E%)t>0 ) un espace filtré, dont la filtration (gg) est

continue & droite. On suppose fixé, dans ce paragraphe, un processus
réel (Xt’ >0 ), qui n'est pas nécessairement g%—adapté .

v désigne une fonction d'ensembles, & valeurs dans R, définie sur
les ensembles A X]s,t] © Oxmt , OU A efs_et O<s<t. On note

Moo= M (X) ={ P probabilités sur (Q,F°) | ¥t, Epl|X [l<c0
¥ s<t , ¥ AeF° , [ (X_-X.)dP = v(A x Js,t]) }
=s-’ ) st

1. Nous commettons 1'abus de langage habituel, consistant a parler de
fonctions alors qu'il s'agit de classes pour 1l'égalité p-p.s..
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Supposons que v soit prolongeable en une mesure bornée vV sur la tribu
prévisible de Ox]0,0 [ ; les réunions d'ensembles disjoints de la forme
Ax]s,t] ci-dessus formant une algébre de Boole qui engendre la tribu
prévisible, le prolongement v, s'il existe, est unique. Soit P une loi
de probabilité ; supposons que X soit continu 4 droite et E(P)t-adapté.
Alors la condition Pegv est équivalente 3 1l'ensemble des conditions a)
et b) que voici

a) X est une (P,g(P)t%quasimartingale, autrement dit

n-1
sup,_ { (iEO E[|Xti-E[Xti+1]F(P)ti]| 1+ E[]thl] ] <o

ol sup,. désigne le suprémum sur les subdivisions finies de R+
T= (O=to<t1 00 <‘tn<00)

b) La quasi-martingale X admet une mesure de FSllmer sur la tribu
prévisible de Ox]0,00[, qui est égale & V .

( Rappelons que si l'espace filtré (Q,g°,(£§)) est suffisamment "ré-
gulier" , toute E(P)t-quasimartingale admet une mesure de F¥llmer sur
0x[0,00] : cf. F¥llmer [22] ). En particulier, si v=0 et X est E(P)t-
adapté, PeM signifie que X est une (P,E(P)t)-martingale.

Nous notons €, 1l'ensemble des points extrémaux de M, . On déduit immé-
diatement du théoréme 1,1 une caractérisation générale des éléments de
ev ( nous ne 1'énongons pour un seul couple (X,v) que pour des raisons de
simplicité : le théoréme 1.1 s'appliquerait aussi bien & la détermina-
tion des points extrémaux de g:g Ev (Xi) pour une famille quelcongue
(Xi,vi je1 de tels couples ) i

Théoréme 2.1 . Soit PeM . Il y a équivalence entre

1) Pee .
v
2) Les variables 1 et 1A(Xt—Xs) (s<t, Aegg_) sont totales dans L1(Q,§°,PL

2.2, Densité dans L1 et dans H1.

La loi P restant désormais fixée la plupart du temps, nous ne ferons
apparaltre P dans les notations que lorsque ce sera indispensable pour
la clarté : nous écrirons donc L1, H1, BMO, gt .es pour L1(P),...,£(P)t.
On suppose dans tout ce paragraphe que la tribu 20 est P-triviale :
cette condition permet de simplifier l'exposé, et elle n'est pas diffi-

cile & lever. On suppose en outre que £=¥ Et’

I1 est naturel d'associer & toute feL1 la martingale uniformément in-
tégrable ft=E[f|Et] (supposée cadlag comme toutes les martingales ou mar-
tingales locales que l'on rencontrera par la suite ). L'identification
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de £ & % nous permet d'identifier l'espace L1 3 l'espace de toutes les
martingales uniformément 1ntégrables M, muni de la norme [M|,=E[|M_|].
Lorsque nous considérerons ainsi ! comme un espace de martingales, nous
le noterons I ( 11(P) si nécessaire ). Grace & cette identification des
fonctions intégrables 4 des martingales, nous allons donner une version
du théorédme de Douglas en termes de densité dans un espace de martinga-
les, qui sera l'espace H1.

Si N est un ensemble de P-martingales locales, on définit £1(N) ( ou

¢! (N,P) s'il y a risque de confusion ) corme le plus petit sous-espace
vectoriel fermé de H1, stable par arrét ( i.e. Me£ (N) et T t.a, =>
MTe£ (N) ) contenant les martingales Nl { NeN , T t.2. ) qui appartien-
nent a H1 (+)

Lorsque N est réduit 3 une seule martingale locale X, nous écrirons
simplement £1(X). Nous recopions la proposition 1 de [15], qui permet
de caractériser £1(X)

Lemme 2,2,. 8i X est une martingale locale, on a

1 -] s 2 1/2
£1(x) = { [é H X, | H prévisible, E[({O’m[ Hea[X,x] )/ <o |

Démonstration rapide : l'ensemble de droite est un espace vectoriel V

qui contient toutes les arrétées XTeH1. I1 est stable par arrét. Pour
montrer qu'il est fermé, on consldere l'espace I'‘des processus prévigi-
bles H tels que [JH[ = E[(/ [H d[X X] )1/2]<no, et on vérifie qu'il

est complet pour la norme Uﬂ , aprés quoi on remarque que Hue>{ H aX
0

est une isométrie de 1l'espace I*dans H1, dont 1l'image est V ; celui-ci
est donc fermé, Soit (T,) une suite de t.a. telle que T, 1+ et XTnen’!,
On vérifie que les processus de la forme H1[o ] (neN , H=1A fo}? Aefq

ou bien H-1Ax]s 4] » avee s<t, AeF ) forment un ensemble total dans
r*, et il en resulte sans peine que V est le plus petit espace vectoriel

fermé dans H1

, stable par arrét et contenant les X ° ,

Remarque . go étant P-triviale, on peut distinguer deux cas : si X0=O,
1

£ (X) = {

relatives

HSdXsl...}, ces intégrales stochastiques étant nulles en O,

1'intervalle 10,.]. Si X0, s‘(x)=1c+é‘Hsdxs | ceR,...},

0O~

avec des intégrales stochastiques du méme type.

(+) Si Fy n'est pas triviale, il faut ajouter que £1(§) doit étre sta-
ble par multiplication par 1A , pour tout Aego .
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Si N est un ensemble quelconque de martingales locales, 1'espace £1(§)
est caractérisé par le lemme suivant :

Lemme 2,3. £1(§) est le sous-espace vectoriel fermé dans i engendré

par Uy y ().
Démonstration . Soit K le sous-espace vectoriel engendré par Uy £1(X).

I1 est clair que K est stable par arrét, et il en est de meme de sa fer-
meture K, car l'operatlon d'arrét est une contraction de H K posséde
donc toutes les propriétés exigées par la définition de £ (N), et tout
sous—-espace vectorlel fermé de H1 vérifiant ces propriétés contient K o
D'ou : 5 ! (M.

Remarque . Cette théorie des espaces stables dans H1 est bien entendu
calquée, mutatis mutandis, sur la théorie classique des espaces stables
dans M2, due & Kunlta-Watanabe [1]. Celle-ci sera utilisée plus loin'. De
méme que nous avons défini £ (N), le sous—-espace stable engendré dans H1
par une famille de martingales locales, nous pouvons définir £ (N) comme
le sous-espace stable engendré dans EZ par une famille de martingales
localement de carré intégrable : c'est le sous-espace stable ( au sens
de Kunita-Watanabe ) engendré par les NT (NeN s T t.a. tel que N eM )
(auxquelles on doit ajouter les martingales 1,N,, Aef, ,N /N dP<co

si F, n'est pas P-triviale ).

Rappelons que, si 1l'on identifie une martingale uniformément intégra-
ble X & sa variable aléatoire terminale XCo , on a pour 1<p<w®

1Py = BLIXJ®T < KIP, = Bleup, |%, P12 B, e

ou la dernlere relation est l'1negalité de Doob, de sorte que L (i.e.
IP considéré comme espace de martingales ) s'identifie & HP avec une
norme équivalente., Si p=1, on a seulement H'c 51, avec ”Xﬁo" 1= Xl 1
< +w pour toute martingale uvniformément intégrable X, L H
Le théoréme suivant remédie partiellement & cela. Je remercie J.M.

Bismut, pour une remarque qui m'a permis 4'améliorer une version antéri-
eure de ce théoréme.
Fixons d'abord les notations., Soit A un ensemble de martingales uni-
formément intégrables . Nous désignons par & le sous ensemble de H1
t=8(A) = { Y* | YeA , T t.a. tel que Y'eH'}
(autrement dit, %est l'intersection de H et du stabilisé de 1'ensemble A

1. Dans la seconde partie de 1'appendice.
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pour l'arrét ). Nous désignons par ¥ l'enveloppe convexe de @ , par )
la fermeture faible de ¢ dans H1 ( autrement dit, pour la topologie

c(H1,BMO)), et par ¥ la fermeture de ¥ dans il ¢ comme Y est convexe,

il est inutile de spécifier s'il s'agit de la fermeture faible ou forte,
en vertu du théoréme de Hahn-Banach., Noter que ¥ et Y sont stables par
arrét. La trivialité de EO n'est pas utilisée dans 1'énoncé suivant.

Théoréme 2.4. Soit Y une martingale uniformément intégrable. Supposons que

des martingales YneAﬁ)convergent vers Y dans 31, ou méme seulement
~NeN
pour la topologie faible c(L1,La3).

1

Alors, pour tout t.a. T tel que Ylen , on a 6T .

Corollaire 2,5.1. Pour tout t.a. T tel que YTeH1, yT appartient & 1!
adhérence forte de l'enveloppe convexe Y de & .

Démonstration. Le corollaire résulte immédiatement du théoréme, et des
remarques précédant 1'énoncé.

Pour établir le théorédme, nous pouvons nous ramener au cas ou ¥
appartient & H’, avec T=00: admettons le résultat sous ces hypothéses, et
étendons le a la situation de 1'énoncé. Les opérateurs d'espérance con-—
ditionnelle étant continus dans L1, nous pouvons appliquer le théoréme
)T YT , les variables terminales(Yn)$‘=
EEYE}'ET] convergeant ( faiblement dans L1) vers EEYQ)'ET]=Y£>' Comme

aux martingales arrétées (Y%)" ,

YTeH‘I par hypothése, le cas particulier du théoréme que nous avons admis
nous dit que Y~ appartient & la fermeture faible de 1l'ensemble & relatif
3 la suite (Yn)T, qui est plus petit que l'ensemble ¢ initial.

Nous pouvons aussi nous ramener au cas ou les Y° appartiennent &
H1, de la maniére suiXante ¢ pour tout n, %1 existe une suite de t.a.
sk e ' . Posons (Yn)Sk = Zn, en choisissant k=kn

Zlo"zglo l 1
L

Spto telle que (Y7)

assez grand pour que |[[¥ = “YEJ—E[Y23|£SE]”L1 < 1/n ( la possi-

bilité d'un tel choix résulte du théoréme de convergence des martingales)

Alors nous avons ZneH1 pour tout n , ZE) converge faiblement dans L1
vers Yq) y Car on a pour geLOO

n n n n
| /2y g aP - /Y g dP| < 1200 Yo + | [Ty g aP-/Y g dP |

lell
kﬂ 100

et enfin, 1l'ensemble & relatif & la suite (Z") est contenu dans 1l'en-
semble & initial.

1. On identifie comme d'habitude les martingales Yn,Y 3 leurs variables
terminales ng R Yoo ; cette hypothése signifie simplement que Y appar-
tient & l'adhérence forte ( faible ) de A dans L1 2., Une application de
ce résultat 4 un probléme de contrdle sera publiée ailleurs,
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Ces réductions étant faites, que signifie 1'énoncé ? Nous mettons
H' et BMO en dualité par la forme bilinéaire (L,M)—> E[[L M] ], et
il nous faut montrer

Pour toute suite finie U',...,U0% d'éléments de BMO, et tout >0

il existe un nelN et un temps d'arrét T tels que

¥is1,...,0 [BILEMT, UM ] - B0, vY 1 | <.

Nous prenons pour T un temps d'arrét de la forme

T =inflt ¢ |Uf[+.. 4|03 2k |
ol k est choisi assez grand pour que l'on ait pour i=1,...,d

E[ / |d[Y,Ui] | 1<ce/2

Ctest p05s1ble, car le processus [y, gt ] est & variation intégrable,
Y appartenant a H1 et U1 BMO ( inégalité de Feffer@an ). Ce choix )
étant fait, nous pouvons remplacer & &/2 prés E[[Y,Uljcj] par E[[Y,Ul]T]

= E[[Y,(Ui)T]oo] y et il nous suffit de prouver que ( T restant fixé )
lorsque n—>0 BLL(T™)%,0%1 1 = BL[Y?, (vH)T] 1 — BL[Y, (vH)T]_]

pour i=1,.,.,d ., Or la martingale Ui appartient 4 BMO , et ses sauts

( y compris le ' saut en O" Ul ) sont donc bornés. Comme elle est bornde
sur [0,T[, elle 1'est aussi sur [0,T], et la martlngale(Ul) est bornde.
La martingale locale [Yn,(Ul) ] - Yn(Ul) appartient donc & la classe
(D) - elle appartient en fait & H - et nous avons

E[[Yn(Ui)T] 1 = BlYY U], et de méme E[[Y,(Ui)T]OO}-_-E[Yw vl

Finalement, U appartenant & L, on se trouve ramendé 3 1'hypothése :
YEO converge vers Y _  pour c(L1 ,I9). 1

Voici des conséquences importantes du théoréme 2.4 :

Corollaire 2.5.2. Soit M une martingale locale. Soient (Yn) (Y ) des
martingales uniformément intégrables telles que Y converge vers Y

faiblement dans L1. Si les Y@ admettent des representatlons comme 1n-

tégrales stochasthues prévisibles par rapport a M

/q:”dM

il existe un processus prévisible ¢ tel que Y _/ ¢ dM .

Autrement dit : I n£loc(M) est fermé dans L1

Démonstration : Avec les notations du théoréme 2.4, tout &lément de ¥
admet une representatlon comme i.s. prévisible par rapport 3 M, autre
ment dit appartient a £ (M), D'aprés le lemme 2,2, il en est de méme de
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tout élément de ¥, D'aprés le théoréme 2.4, Y appartient localement &
Y , et le corollaire en résulte immédiatement,

Une démonstration presque identique donne le résultat suivant, qui
s'énoncerait, pour des martingales localement de carré intégrable, en
termes de continuité absolue de crochets obliques <Y,Y> par rapport & 4.

Corollaire 2.5.3. Les notations Yn,Y ayant le méme sens que dans le co-
rollaire précédent, soit A un processus croissant prévisible, et suppo-
sons gue, pour tout n,Y" possdde la propriété suivante

.

pour tout processus prévisible @0 tel que /'deAS=O, on a f.¢de:=O,
= 0 0

Alors,Y posséde la méme propridété.

Démonstration. Il suffit de vérifier cela lorsque ¢ est borné. La pro-
priété passe alors aussitdt des Y* & Y, puis 3 Y, puis & Y par le théo-

réme 2.4, Le caractére prévisible de A intervient dans les applications,
mais n'a pas été utilisé.
On compare maintenant les ensembles totaux dans L1 et dans H1:

Théoréme 2.6. 1) Soit U un ensemble de martingales uniformément intégra-

bles, stable par arrét. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes
a) U est total dans f1.
b) Une' est total dans H1.
c) s'(v) =,
2) Soit UT! tel que £1(U)=H1(U n'est pas nécessairement stable par ar-
rét). Alors 1'ensemble des variables de la forme 1,X, (AeFy , XeU ) et
1,(X,~X ) (eo<t, AeF__,XeU ) est total dans !,

Démonstration. I1 est évident que b)=>a), puisque H' est dense dans i’,
et que b)=>c), puisque £ (U) est fermé et contient unt', Pour voir que
a)=>b), nous remarquons d'abord que UnH' est dense dans U pour la topo-
logie de T ( c'est immédiat par arrét ), de sorte que nous pouvons Sup-
poser U'CH1 sans perdre de généralité. Soit V le sous-espace engendré par
U, D'aprés a), pour toute martingale Yer! i1 existe des martingales Y'eV
convergeant vers Y dans T. D'aprés le corollaire 2,5.1, il existe des
martingales Zn, combinaisons convexes d'arrétées des Yn, qui convergent
vers Y dans H1. On conclut en remarquant que les z appartiennent encore
& V., Noug rejetons & la fin 1l'implication c)=>a), pour laguelle la tri-
vialité de F, est nécessaire.
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Passons au 2), en supposant d'abord UCH1. Nous identifions systéma-
tiquement ici les martingales uniformément intégrables et leurs variables
terminales. D'aprds les lemmes 2,3 et 2,2, les variables de la forme

(*) / 94X, ol X parcourt U
[0y0l ¢ l'espace T (X) des processus prévisibles tels

que E[({O,a)[ ¢§d[X,X]s)1/2] <

forment un ensemble total dans H1. D'autre part, les processus du type

P = 1AX{O} (Aelio) et (P=1Ax]s’t] ( s<t, AGES_)
forment un ensemble dense dans I (X), d'ol la possibilité de considérer

seulement des variables (*) associées & de tels processus, et un ensem—
ble total dans H1 formé des variables

R ( AeF ,XeU ) et 1A(Xt—XS) (o¢s<t, AeF _, XeU ) .

Mais EO est P-triviale : les variables du premier type sont simplement
les constantes ) . On conclut en remarquant que i est dense dans 1!
(immédiat par arrét ).

Passons au cas ol USL! ., Soit V 1'ensemble des arrétées X° (XeU, T
t.a. ) qui appartiennent & H1. On a £1(V)=£1(U)=H1, et le résultat pré-
cédent nous donne un ensemble total dans L1, formé de variables

T T
1%y (Aefg , XeU ) et 1, (X -X7) ( s<t, AeF__, XeU, T t.a.)

Nous obtenons encore un ensemble total en restreignant T & étre borné

( remplacer T par TAn , et faire tendre n vers 1l'infini ). Nous pouvons
aussi remplacer T par TVs, Finalement, soit Tn la n-iéme approximation
dyadique de T ; lorsque n =00 1A(th_xsn) converge dans L' vers

T
T ,T . . . n P .
1A(Xt-Xs), et 1'on vérifie sans peine que 1A(th'Xs ) est combinaison
lindaire finie de variables 1B(Xv—Xu) (u<v, Begu).

Reste 1'implication c¢)=>a) du 1). Nous continuong & identifier les
martingales & leurs variables terminales. La stabilité de U par arrét
s'interpréte alors comme stabilité par les opdrateurs E[[ET]. En par-
ticulier, prenant pour T un t.a. de la forme 1A.s+1Ac.a>(Ae£S) , nous
voyons que

XeU => 1AXs + 1,cX e U pour AeF
Remplagant s par t>s sans changer A, et prenant une différence, nous
voyons que

XeU => 1A(Xt-Xs)eU
D'autre part, si £1(U)=H1, il existe au moins un XeU tel que XO¢O, donc
par arrét & O, EO étant P-triviale, nous voyons que U contient une cons-
tante non nulle, Finalement, compte tenu de la partie 2), nous voyons
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que U contient un ensemble total dans L', et 1'on a bien que c)=>a). [

Remarque, Si EO n'était pas triviale, il faudrait dans la partie 1)
ajouter la stabilité de U par la multiplication par 1A (Aego), seulement

pour 1l'implication c)=>a). La partie 2) est rédigée de manidre 3 s'éten-—
dre sans modification.

On peut noter d'autre part que la conclusion de la partie 2) est
vraie d8s que U est un ensemble de vraies martingales ( non nécessaire-
ment uniformément intégrables ) : il suffit d'appliquer la partie 2) &

1'ensemble des martingales arrétées X° (XeU, ne IV ),

2,3, La propriété de représentation prévisible.

Revenons 3 1'énoncé du théoréme 2,1, en supposant que X est adapté 3
(F°), que v=0 ( donc que X est une vraie martingale), et que P est ex-
trémale. On vérifie 1mmed1atement que FO est P-triviale, La condition 2)
du théoréme 2.1 entraine que £ (1,X) est dense dans ! ; comme il est
stable par arrét, le théoréme 2.6 nous dit que £ (1,X)_H1, et ceci
revient & une propriété de représentation prévisible : tout élément de
H1 peut s'écrire sous la forme c+ f ) dXs , avec ¢ prévisible tel que

E[(f g d[X X] )1/2]<©o Ainsi, grace au théoréme de Douglas et au théo-

reme 2.4 ou 2.6, nous avons déduit de 1l'extrémalité de P une propriété
de représentation prévisible. Nous allons développer cette remarque.

Soit N un ensemble de processus cadlag adaptés & (Eg). On note
- My 1l'ensemble des probabilités P sur (Q,E°), telles que tout XeN
sgit une (E(P)t,P)—martingale locale ,
- &y l'ensemble des points extrémaux de 1'ensemble My .
Quelques remarques évidentes : d'abord , EN n'est pas nécessairement
convexe, mais cela n'interdit pas de parler de ses points extrémaux.
On ne change pas gN si 1'on stabilise N pour l'arrét, et pour la multi-

plication par 1, =(Aego). Enfin, la tribu P, est P-triviale pour tout
PeeN .

Le théoréme suivant compléte le théoréme 1.5 de [14], ol figure
1'équivalence 1) <=> 2).

Théoréme 2,7. Soit PeM . Leg assertions suivantes sont équivalentes
1) PeeN .

2) By est est P-triviale, et & (NU{1},P)=H'(P).

Si en outre tout élément de N est une vraie martingale pour P, ces
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assertions sont aussi équivalentes 3

3) Les variables 1 et 1A(Xt"xs) (<s<t , AeFS , XeN ) sont totales
dans L1(£°,P).

Remarque. Soit g le stabilisé de_§U{1} pour l'arrét aux t.a. bornds de la
famille (gg) . Nous verrons aussi que 1) est équivalente &

4) P, est P-triviale, et Eﬁi1(P) est total dans 31(P).

Démonstration., Compte tenu des résultats obtenus plus haut, nous n'avons
pas besoin de nous référer & [14]. Nous pouvons supposer que 1elN.

I1 résulte de la remarque qui suit le théoréme 2.6 que 2)=>3), si
N se compose de vraies P-martingales. Dans tous les cas, 2) entraine que

RnE' (P) est total dans H'(P), donc a fortiori dans T'(P) ( th. 2.6, b))
et a fortiori 4) , et il est clair aussi que 3)=>4) si N se compose de
vraies martingales. Enfin, 4)=>2) : c'est 1l'implication a)=>c) de 2.6.

Pour examiner 1'équivalence avec 1), nous allons remplacer N par un
autre ensemble L : & toute martingale locale XeN , nous associons une
suite cr01ssante (Tk) de temps d'arrét de la famille (F°), telle que

Tkt+oo P-p.s., et que X 1{T >0} soit une vraie martingale pour P

(si X est déjd une vraie martlngale pour P, nous prenons T _+oo) Alors
L est 1l'ensemble des processus X Tk ainsi construits. Posons

= { Q probabilités sur (0,F°) | ¥ XelL , X est une Q-martingale}

On a PeM] par construction. D'autre part, d'aprés le théoréme 2,1 avec
v=0, étefidu ( sans aucune difficulté ) au cas ol X est remplacé par un
ensemble g de processus, nous avons

( P extrémal dans M ) <> ( les v.a. 1 et 1A(X =X ), AeF ,o<t, Xel
= forment un ensemble total dans L1(P))
qui est la condition 3) pour g , et équivaut & 2) d'aprés la premiére
partie, car £1(H,P)=£1(;,P). I1 nous reste seulement & vérifier ( cf [15])
(P non extrémal dans M —) P ( P non extrémal dans My )

1) Supposons que P ad;ette une représentation rQ+(1-r)Q', avec O<r<il,
Qegi R Q'egi , Q#Q'. Pour XeN , les temps dtarrét Tk associés plus haut
3 X tendent~vers +oo P-p.s., donc p.s. pour Q et Q', donc X est une
martingale locale pour Q et Q', ces mesures appartiennent & EN , et

P n'est pas extrémal dans My . C'est 1'implication => . =

2) Inversement , supposons ~ que P=rQ+(1-r)Q’, QeMy ,Q'ely , QAQ'.

Toute XelL est une martingale locale pour Q et Q'.” Le processus (Xs)s<t
appartient & la classe (D) pour t+ fini relativement a4 P, donc aussi
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relativement & Q et Q'., Donc X est une vraie martingale pour Q et Q',
et P est non extrémale dans M . C'est 1'implication <= . [

Remarques . a) En [14], il est montré que si N est constitué d'un nombre
fini de processus, il y a identité entre points extrémaux et points infi-
maux dans My . Cette question reste ouverte lorsque N est infini,

b) Le théoréme 2,7 est en fait une extension du théoréme de Dou-
glas ( th., 1.,1.). En effet, avec les notations du théoréme 1.1, intro-
duisons la filtration

= {X,f} pour O<t<t , Fo=X pour 1

et associons a toute v.a. feL1(X,§,p) le processus adapté

~

f, = Jfdp si Ogt<t , £,

Le processus (f ) est une A-martingale ( ou méme simplement une A-mar-—

tingale locale ) si et seulement si f est A-intégrable et ffdA—/fdp .

D'autre part, le sous—espace engendré par les variables 1 et 1, (ft'fs)
s

=T si t>1

est le méme que le sous—espace engendré par 1 et f, Il suffit donc 4
appliquer le théoréme 2.7 en prenant E:{f, feF},

Quant aux démonstrations des deux théorémes, elles reposent toutes
deux sur le théoréme de Hahn-Banach et la connaissance explicite d'un
dual (L1)'=L°° pour le théoréme 1.1, (H1)'=BMO pour le théoréme 2.7.

est réduit & un proces-
est point extrémal de

Nous nous restreignons maintenant au cas ou g
sus réel X ., D'aprés le lemme 2,2, si Peglx* , P

{X} si et seulement si

(1) toute martingale locale M peut s'écrire Mt_c+f H dX , avec celR,
0

H prévisible tel que ([ Hsd[X,X]S)1/2 soit localement intégrable.
0

Si X vérifie cette propriété, on dit que X a la propriété de représenta-

tion prévisible ( en abrégé : (RP) ) par rapport a& la filtration (Et)=
(E(P)t).

On déduit aisément de cette caractérisation des résultats de densité
dans IP pour 1<p<w , résolvant ici par 1l'affirmative la question généra-
le qui précéde la proposition 1.4.

Proposition 2.8. Soit 1<p<oco. Soient X un processus cadlag réel g%—adap—
té, et PGE{X} tel que : ¥ t30, E[lthp] < 0. Les deux propriétés suivan-—
tes sont équivalentes
)Pe8 }o
2) Les variables 1 et 1A(X -X ) ( s<t, AeF° ) sont totales dans P,
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Démonstration., Le résultat est déja connu pour p=1 ( théoréme 2.1 avec
v=0, ou théoréme 2,7 ). Supposons donc p>1 .
2)=>1). 1P est dense dans L1, donc les variables de 1'énoncé sont

totales dans L1, et on est ramené & la situation connue.

1)=>2) . Soit YeLP , D'aprés (1), la martingale ?}:E[Y[g(P)t] admet
une représentation prévisible
it =c + ét P AX
D'aprds 1'inégalité de Doob, cette martingale appartient & HP, L'inégali-
té de Burkholder-Davis-Gundy entraine alors que ¢ appartient & 1l'espace
r°(X) des processus prévisibles H tels que
DD, = BL(/HAIX, XD 2P <o

Les processus prévisibles étagés H = 2? Ai1 Aiem,

(s;<s.
Aix]si,si+1] N iSPi+1?
A eF? ) étant denses dans I'’(X), choisissons une suite ¢ de tels pro-
=8 +
cessus qui converge vers ¢ , et posons Y: = c+/ ¢§dXS . Les martingales
~ 0
(Y%) convergent dans HP vers (Yt) , donc leurs variables terminales con-

vergent dans P vers Y00=Y. I1 reste seulement & remarquer que Yg) ap-
partient & 1l'espace vectoriel engendré par les variables du 2).

La suite du paragraphe est consacrée a 1l'étude de la propridté de
représentation prévisible (RP). Nous supposons dans tout ce paragraphe
que la filtration =_I‘_‘t=£(P)t est quasi-continue & gauche. En fait, nous

commengons par réduire le probléme, en remarquant que pour la propriété
(RP), les parties martingale continue et somme compensée de sauts de X
jouent des rdles trés différents, ainsi d'ailleurs que les espaces ggoc

et ggoc‘

Nous cherchons d'abord & représenter les martingales purement discon-
tinues comme intégrales stochastiques ( en abrégé : i.s. ) par rapport
3 une martingale locale fondamentale Meﬂ%oc ( on appliquera cela & M=
si la propriété (RP) est réalisée ). Cette question est étudide dans les
deux propositions suivantes , la premiére concernant des i.s. optionnel-
les, la seconde des i.s. prévisibles.

Proposition 2,9, Soit Meﬂioc . Les trois assertions suivantes sont

équivalentes ( sous l'hypothése de trivialité de Ey).
1) Toute martingale locale Leﬂ%oc peut se représenter comme inté-

grale stochastique optionnelle
L o=c+ /" HANM (ceB, HeD)

0
ou le processus (ftHid[M,M]s)”2 est localement intégrable.
0
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1') Méme énoncé en remplagant martingale locale par martingale bornée
2) Le graphe de tout t.a., totalement inaccessible est contenu, 4 un

1
ensemble évanescent prés , dans 1l'ensemble I={(s,w) | AMs(m)ﬁol.

Remarque., La martingale locale M étant quasi-continue 3 gauche, l'ensem-
ble I={aM£O} est toujours ( indépendamment de tout théoréme de représen-
tation ) une réunion dénombrable de graphes de t.a. totalement inacces-
sibles.

Démonstration. Il est clair que 1)=>1'). Pour vérifier que 1')=>1),

nous remarquons a) que les martingales bornées forment un ensemble
dense dans H1, donc ( l'application Nh—>Nd étant une contraction de H1)
que les martingales bornées sommes compensées de sauts forment un ensem-
ble dense dans H1d . b) Que l'ensemble des martingales LeH1 admettant

la représentation de 1l'énoncé est fermé dans H1 ( ef. démonstration du
lemme 2,2 , en remplagant "prévisible" par "optionnel" ; la propriété
d'isométrie est préservée pour les processus optionnels, parce que la
famille (F ) est quasi-continue & gauche ). Cet ensemble est donc g'd
tout entier. c¢) Que 1l'on passe immédiatement de g'd 3 ﬂ%oc par arrét.

Montrons que 1)=>2). Soit(At)le processus croissant I{T<¢} associé

& T, t.a. totalement inaccessible, et soit (Bt) sa projectian duale pré-
visible. La martingale uniformément intégrable C=A-B vérifie {aC£0}=[[TIL
Or par hypothése il existe un processus optionnel H tel que

t
Cy = /" H_aM ( sans addition de constante, car Cy=0)
0 S S
D'ol 1=ACn=H,MMy; sur {T<o} , et finalement [T J <1 .

Enfin, montrons que 2)=>1). Soit Leggoc . D'aprés 1'hypothése, on
sait que {MM=0} < {AL=0} 3 un ensemble évanescent prés. On peut donc
écrire . AL
AL = HM , ou H est le processus optionnel EM1{AM£OI

Le processus (/tHsd[M,M]S)V2 =(z (AL )2)1/2 étant localement inté-
0 s<t
grable, la martingale locale - K / H dM est bien définie. Comme

EO est P-triviale, I est p.s. égale & une constante c, et les mar-
tingales locales L et c+K sont des sommes compensées de sauts ayant
méme valeur initiale et mémes sauts, et sont donc indistinguables. [

1. Contrairement 3 1l'habitude, nous ne tenons pas compte ici du"saut en
on AMO=MO , qui n'est évidemment pas totalement inaccessible. Si EO nt

était pas triviale, ¢ devrait étre remplacée par une variable P ~mesura-
ble quelcongue. -
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Proposition 2,9'. On utilise les notations de la proposition 2.9. Les
trois assertions suivantes sont équivalentes
1)

mémes énoncés respectifs qu'en 2.9, en remplagant optionnel par pré-
1% visible.

2) Le graphe de tout t.a. totalement inaccessible est contenu dans I,

et _de plus Q:gvc(l).
De plus, si ces propriétés sont vérifides on a, pour tout t.a. T,

1'égalité Fp = Frp .

Remarque. Le dernier résultat de cette proposition affirme que les tri-

bus ET- sont aussi grandes que possible ( i.e. égales 3 FT ) 3 ceci est
encore clairement une propriété d'extrémalité i rapprocher de la propo-
sition 1.6.

Démonstration. L'équivalence 1)<=>1') figure explicitement en [14]
@roposition 1.2, p. 87 ). Par ailleurs, la démonstration donnéde plus haut
s'étend sans autre changement que le remplacement de "optionnel" par "pré-
visible".

Montrons que 1)=>2)., La premiére partie de 2) provient de la proposi—
tion précédente. D'autre part, considérons le processus croigsant Qt

ii (AM )1{|AM ]<n} 3 11 est & valeurs finies, et & sauts bornés par n2,
s_

donc il est localement intégrable, et admet une projection duale prévisi-
ble que 1l'on note AR, D'aprés 1l'hypothése il existe ™ prévisible tel
que

t
n n _ n
Q - A = é £ M

et donc AM21{|AMl§n} = M ou M 1Hml§n¥ = fn1{AM;éO§

Posons f = lim % si cette limite inférieure est finie, et O sinon ;
f est prévisible, et nous avons &M = f 1{AM¢O} .

Soit ensuite L une martingale de carré intégrable ; la partie somme
compensée de sauts de L admettant une représentation de la forme [ ngMS
avec un processus prévisible g, on a AL = gtM = gf 1{AM£OI = gf.1I .

La tribu O est engendrée, aux processus évanescents prés, par les
projections optionnelles des processus mesurables de la forme X (w)=
a(t)b(w) ( a borélienne sur B , bel? ), autrement dit par les processus
de la forme a(t)Lt(m), ot L est une martingale de carré intégrable., Les
processus de la forme a(t), ou Lt_(w), et les processus évanescents,
étant prévisibles, on voit que O est engendrée par g et par les proces-
sug AL , ol L est une martingale de carré intégrable. La relation Al=
gf1; vue plus haut montre que O est engendrée par P et 17 .
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Montrons que 2)=>1), D'aprés la premiére partie de 2) et la propo-
sition 2,9, toute martingale locale Leggoc admet une représentation
comme intégrale optionnelle +

Lt=c+fHdM
OSS
Puisque g est engendrée par g et 1I , 11 existe un processus prévisible
K tel que K=H sur I={MM£0} ; M étant une somme compensée de sauts, on a
alors [ H M, = /'stMs , car ces deux martingales locales sont des
0 0

gommes compensées de sauts ayant les mémes sauts, et nulles en O. D'ol
la représentation Lt=°+j stMs de L comme i.s. prévisible,
0

Enfin, soit T un temps d'arrét. D'aprés [27], chap. III, T41, il exis-
te un élément A de Fn_ , contenu dans {T<w }, tel que TA soit totalement

inaccessible et TAc accessible ( donc prévisible, puisque la filtration
est quasi-continue & gauche )., Le graphe de TA passe alors dans I, celui
de TAC dens IS,

La tribu ET ( resp. ET—) est engendrée, rappelons le, par les varia-

bles Hy , ou (Ht)Ostgnb est un processus optionnel ( resp. prévisible ).

Si 1l'on a 9=2V0(I): il existe pour tout processus optionnel H deux pro-
cessus prévisibles K et L tels que H=K1; +L17c 5 ici nous aurons donc

HT = 1AKT + 1ACLT
donc HT est Fp-mesurable, et Fo=Fp_ 0

Revenons & la propriété (RP) par rapport 3 X , et décomposons X en
sa partie continue x° , €t sa partie somme compensée de sauts M=Xd.Toute
martingale locale somme compensée de sauts se représente comme intégra-
le stochastique prévisible par rapport 4 M, et 1l'on peut donc appliquer

a M la proposition 2,9'. De méme, toute martingale locale continue peut
8tre représentée comme i.s. par rapport & X°, Mais on ne posséde pas dans
le cas général ( c'est a dire, lorsque X° est distincte de X ) de résul-
tats intéressants découlant de cette derniére propriété ( 1la encore, les
parties martingale continue, et somme compensée de sauts, jouent des ro-
les trés différents ).

Nous terminons ce paragraphe par quelques remarques sur les démonstra-
tions traditionnelles de la propriété (RP) pour le mouvement brownien,
que nous allons présenter sous une forme un peu plus générale. Donnons
nous comme plus haut (Q,E%,...) et deux processus continus X et A adap-
tés 3 (Z%) , tous deux nuls en O pour fixer les idées, le second étant
croissant. Désignons par E la famille des processus



288

A N
Yt = exp(?\Xt - 2—At) (AeR)

Soit P une loi sur 0, Rappelons que les deux propriétés suivantes sont

équivalentes
i) ¥ ek , > est une P-martingale locale ( autrement dit, PeMN )
ii) X est une P-martingale locale et A=X,X> ( autrement dit, ATet X
étant continus, PeM(X %2 -4) )

Autre remarque : soit Pe s, e} soit QeM tel que Q<<P . Comme X est
continu, il n'y a pas 11eu de distlnguer X,%> et [X,X], donc le pro-
priété ( A=<X,X> sous P ), qui signifie que certaines sommes de carrés
convergent en probabilité vers A, entralne (A=<X,X> sous Q ). Autrement
dit, avec les notations introduites en 1. 2,

Si PeM(X X2 -A) ? on a M {Qe |Q<<P} < M(X X2 -4)

Dans ces conditions, on a les équivalences suivantes

Proposition 2,10 , Avec les notations ci-dessus, soit PeM(X X2 -a) °

propriétés suivantes sont équivalentes

1) X posséde la propriété (RP) sous P .
2) P est point extrémal de M

P i =] .
3) P est point extrémal de Mix,x2-a)"

Démonstration . Nous savons que 1)<=>2) ( th, 2,7 et lemme 2,2 )., Il
est évident que 2)=>3), car E(X,Xz-A)C My . Inversement, on a My <

E(X,XZ-A) , donc 3) entraine que P est extrémal dans gk , donc dans gX

(remarque 1.2 ). [
Dans le cas du mouvement brownien, ou AtEt y, on sait que la loi brow-
nienne est le seul élément de M(X XZ—A) ( lorsque Q est 1l'espace de tou-
- ?

tes les applications continues avec sa filtration naturelle ). Alors 3)

est satisfaite et la propriété (RP) du mouvement brownien en découle.
Une autre méthode pour prouver la propriété (RP) pour le mouvement

brownien X est de montrer ( c'est facile } ) que les variables

UM% exp( 2, A (X, <X ) -+ 2, A%(s...-s.) )

= O iy AL sy7 T2 =t M SieTSy

(nelv ,Aiéﬂ,,o=(s],...,sn+1) avec 8,<S,..<s

seulement dans L

1 ) sont totales dans 12 (ou

d'aprés le corollaire 2, .2 ) et peuvent s'écrire comme
intégrales stochastiques par rapport & X. De fagon générale, pour établir
la propriété (RP) de X sous une loi PeM(X xe_ A)° telle que les YA soient
de vraies martingales, une méthode generale ( aussi voisine que possible
de la méthode précédente pour le mouvement brownien ) consiste a prouver
3) en cherchant un ensemble total dans L1(F° ,P) formé de variables de

la forme 1 et H (Y A) (AeB, s<t, H F°—mesurable )e On établit alors
3) par le theoreme 2 7, et 1) en résulte comme ci-dessus,
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3, Le cas markovien et le probléme des martingales1

301 Avant d'aborder les questions de représentation de martingales
qui se posent dans le cadre markovien, faisons quelques rappels
et préliminaires,

En [1], Kunita et Watanabe ont établi le résultat trés important
suivant, concernant les martingales relatives & la filtration naturelle

d'un processus de Markov,

LY

Soit (Q, F, (zt), (Px)er ) un processus de Markov droit 3
valeurs dans un espace 1. c d E, (Et) désignant la filtration natu-
relle de X convenablement complétée et rendue continue & droite., Soit
(R )p>0
bornee g , la fonction h_Rpg appartient au domaine du générateur infini-
tésimal L du processus, et on a Lh=ph-g . D'ol les martingales suivantes

- - t
Kg’g = B[/ ®e psg(Xs)ds|Et] =e pth(Xt) + /e psg(xs)ds
0 - 0

la résolvante correspondante. Pour toute fonction univ, mesurable

cfcl = (/;“ePSng'g = h(X,)-h(Xy)- ét(ph—g)(xs)ds
Les KP*€ sont de carré intégrable, et les ch de carré intégrable sur
tout intervalle compact Le résultat de Kunita-Watanabe affirme que les
ch engendrent MO(P ) au sens des martingales de carré intégrable, pour
toute loi initiale p toute martingale de M (P ), nulle en O et ortho-
gonale aux martingales 0 , est nulle.

En fait, l'ensemble des thpg ( g universellement mesurable bornée )
ne dépend pas de p>0 : on peut donc se borner & un p>0 fixé. Puis,
pour chaque loi initiale p, on voit qu'on peut se limiter aux g borélien-
nes . Enfin, un argument de classes monotones montre qu'on engendre
le méme sous-espace stable en faisant parcourir & g un ensemble G de
fonctions boréliennes bornées, stable par produit, et engendrant la

tribu borélienne.

On dit que le processus de Markov admet un opérateur carré du champ
si, pour toute martingale ch , le crochet oblique <C Ch> est absolu-

ment continu par rapport i la mesure dt ( et on peut alors ecrlre ar
aprés le théoréme de Motoo <Ch Ch t =/ f(XS)ds , ou £ est une fonctiaé
positive sur B ; l'application qui & h associe f est une forme quadra-
tique sur le domaine du générateur, que l'on appelle carré du champ ).
D'aprés le résultat de Kunita-Watanabe rappelé ci-dessus, pour toute

loi P et toute martingale M de carré intégrable nulle en O, le crochet
<1,M> satisfait alors & d<dM,M> << dt.

1., Ce paragraphe a été modifié aprés des discuss1ons avec P,A. Meyer.
2. £ est définie & un ensemble de potentiel nul prés.
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Le probléme se pose donc de calculer le crochet <Ch,0h>. Plutdt que
de reprendre cette question dans le cadre des processus de Markov, nous
en présentons une version relative & un espace (0,2,(£t),P) général

(voir aussi [26], ol le méme point de vue est adopté ).

De quoi s'agit-il ? Soit & un processus croissant prévisible, nul en
0, & valeurs finies, On considére 1'ensemble SQ des semi-martingales Z
localement bornées ( donc spéciales ), admettant une d écomposition cano-
nique Z=Z,+M+A ( MeM, . nulle en O, AeY nul en O ) telle que dA <<d$,.

Z étant localement bornée ainsi que A ( car AeV ) M 1'est aussi, et en
particulier <M,M> existe.

Lemme 3.1 , 1) Soit ZeSQ . Alors ZZeSQ si et seulement si ( avec les
notations ci-dessus ) on a d<M, M> << 48, .

2) S est une algebre si et seulement 8i, pour toute martingale lo-
cale. nulle en O MeMl on a d<M,M>t << dd

L .
Démonstration. 1) Notons X=Y la relation d'équivalence "X-Y est une mar-
tingale locale nulle en O", On se raméne aussitdt au cas ol 2y=0, et on
éerit Z=M+A comme ci—dessus. Alors

= (M+A) = M,M> + 2MA + A
Or on a A _/ (A+A_)dA , et MA‘é M _dA d'aprés un lemme dii & Ch, Yoeurp

( voir [23]) Mais alors Z° = MM + [ (2M_+A+A_)dA , qui est absolu-
0
ment continu par rapport & & si et seulement si d<M,M>t << d@t .

2) Soit M une martingale bornée nulle en O ; on a MeS§ , donc M2eSQ
si S; est une algébre, donc d<M, M> << d% . On passe de 13 par densité
aux martingales de carré 1ntégrab1e, puis aux martingales locales locale-
ment de carré intégrable par localisation.

Dans le cas des processus de Markov, on applique ainsi ce lemme :
s0it h appartenant au domaine du générateur L du processus. Prenons Q =t.
Alors la semi-martingale h(X ) = h(X ) + Ch + f Lh(X )ds appartient & S
et elle est bornee. On a donc d<Ch Ch >y <:<d§t
semi-martingale h (Xt) appartient 3 S§ . 11 est évident que cette condi-

tion est satisfaite si h2 appartient au domaine de L, et cela nous suf-

si et seulement si la

fira pour la suite.

Remarques. Revenons & la situation générale, Il est peut étre intéres-
sant de mettre ces résultats sous une forme ol les crochets obliques
n'interviennent pas.

i) Disons qu'un processus prévisible H est #-négligeable si foﬁHs[dQS
= 0 p.,s.. Disons qu'une semi-martingale Z est #-a.c.p. ( absolument
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continue sur les prévisibles ) si 1'intégrale stochastique H.Z = 6.HsdzS
(0 est exclu du domaine d'intégration ) est nulle pour tout processus
prévisible borné ¥-négligeable H, Cela ne dit rien sur ZO'

Lemme 3,2, Les propriétés suivantes sont égquivalentes

0) S, est une algébre.

1) Pour toute martingale bornée M, nulle en O, on a d<M,M>t << dit.

2) Pour toute martingale M de carré intégrable nulle en O, d<M,M>%<Kﬂ§t.
3) Toute martingale de carré intégrable est ¥-a.c.P..

4) Toute martingale locale est $-a.c.p..

5) Pour toute martingale locale M, [M,M] est &-a.c.p..

Démonstration. Nous savons que 0)<=>2) (lemme 3.1 ). Il est clair que
4)=>3)=>2)=>1), Supposons 1) satisfaite. et soit H prévisible borné
$-négligeable., L'ensemble des martingales locales M telles que HeM=0
contient les martingales bornées, puis par densité tout H1, puis toutes
les martiggales locales par localisation, Enfin 4)<=>5), car (é'HSdMS=O)
<> (é’ HOd [M,M]S=O) .

La définition de SQ est aussi encombrée de restrictions que l'on peut
lever, Désignons par S§ l'ensemble des semi-martingales Z telles que

pour tout processus prévisible borné #-négligeable H,

H*Z soit une martingale locale.
Alers une semi-martingale spéciale Z=ZO+M+A ( Megloc’ Aezp) appartient
& 8, si et seulement si dA,<<d® . De plus

Lemme 3.3. Les conditions &quivalentes O-5 sont encore équivalentes &
6) §§ est une algébre.

7) Pour toute Zeég, le processus [Z,Z] est #-a.c.p..
8) Toute Ze§§ est $-a.Ce.P..

Démonstration : 5) => 6). En effet, soit Zeéi et soit H prévisible borné
$-négligeable, Le processus I=1{H£O} est prévisible borné $-négligeable,
donc I.Z est une martingale locale, donc [1.2,1.2] est &#-a.c.p. d'aprés
5), et He[Z,2] = He[I.Z,1.2]=0. Puis on écrit Z2=2Z_-Z+[Z,Z], donc Hez?=
2He(Z_eZ)=2Z_+(H.Z), qui est une martingale locale, et on a Zzeég.
6)=>7) : Soit Zeé§ , et soit H prévisible borné positif et &-négli-
geable, Comme Z2e§§ ’ Hez%= 2H-(Z_-Z)+H-[Z,Z] est une martingale locale.
I1 en est de méme pour He(Z_-Z)=Z_.(H.Z), et, par différence , de H.[2,2].
Par conséquent, H.[Z,Z] est constant sur [0,0[, et [Z,Z] est &-a.c.p..
7)=>8) : Soit Zeéq et soit H prévisible borné $-négligeable, Comme
[2,2] est croissant, |H|-[Z,Z] ne peut 8tre une martingale locale que
si |H|.[2,2]=0, et alors aussi Hgo[Z,Z]=O. La martingale locale H.Z
satisfait alors & [HZ,H.Z]=0, elle est donc nulle, et Z est #-a.c.p..
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Enfin, 8) entraine évidemment 4), car les martingales locales appar-
tiennent a Sg -

Remarques = Il y a encore une derniére propriété équivalente que l'on
peut noter

9) Toute Ze3; est %-a.c.p..

En effet, si Z=2HN+A ( décomposition canonique ) appartient & Sg s Aest
¢-a.c.p. par définition, et on voit que 4)=>9). Inversement, 9)=>1), car
les martingales bornées appartiennent & SQ .

= I1 est peut étre intéressant de noter que l'ensemble des
semi-martingales #-a.c.p. est toujours une algdbre . En effet, si Z est
$-a.C.P.y On a pour tout processus H prévisible borné é-négligeable

H.Z=0, donc [H.Z,H.Z]=0, donc H2-[Z,Z]=O, donc |H|.[Z,2]=0

et finalement H.[Z,2]=0, On écrit alors comme plus haut H-22

= 2Z_¢ (H'Z)
+H.[2,2] , donc H.Z%=0, et 22 est 8-a.c.p. .

ii) Montrons que les propriétés équivalentes 0)-9) sont préservées
bar changement de mesure. Soient P et Q deux lois de probabilité équi-
valentes ; la propriété ¥$-a.c.p. a alors le méme sens sous P et sous Q.
Supposons que les propriétés 0)-9) aient lieu sous Q, et soit Z une
P-martingale bornée. Soit N la P-martingale fondamentale, cadlag et
telle que N, = %%|£t pour tout t ; d'aprés le théoréme de Girsanov, Z'=

Z- % ¢ <Z,N> est une Q-martingale locale. 2' est alors $-a,c.p., d'aprés

la propriété 4). Mais alors, si H est prévisible borné é-négligeable, la
décomposition canonique ( sous P ) de HeZ' doit étre nulle, et comme cette
décomposition s'écrit HeZ' = HeZ = %-<Z,N> y on a HeZ=0 , Cela signifie
que Z est $-a.c.p. .

362 Nous revenons maintenant au point de vue adopté dans le paragraphe
2, en étudiant les solutions extrémales du "probléme des martinga-

les® sur B" , Nous désignons par Q ( ou Qd' OC si la précision est néces-

saire ) l'ensemble des fonctions continues & droite et limitées 3 gauche

( continues dans le cas de Qc ) de m+ dans Rn, par X le processus cano-

nique défini sur Q, et par gg la famille de tribus naturelle de X, ren-

due continue & droite. Soit L un opérateur lindaire de ggkﬂn) dans gb(ﬂp).

On note 8, (L) 1l'ensemble des lois P sur (Q,E&)) telles que P{Xo=x}=1

et que

t
¥eC® |, Cf = £(X,)-£(X,) - [ Lf(X_)ds soit une P-martingale.
=c t t 0 s

§x(L) est un ensemble convexe, et nous désignerons par 8X(L) 1'ensemble
de ses points extrémaux, Le théoréme 2,7 nous domne le critére suivant :
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Théoréme 3,4 . Soit PeS, (L). Alors Pee (L) si et seulement si F,
P-triviale, et si les varlables 1 et 1A(Cf-0f) (AeF° , feCQ) s<t )
sont totales dans 1! (F° ,P).

Maintenant, nous remarquons que C est une algébre . Par conséquent
pour toute loi Pegx(L) , et toute fng), <C C > est absolument conti-
nue par rapport & §t=t , et nous pouvons méme reprendre le calcul fait
plus haut, et obtenir

<f,cf>, = / r(£,£)(X,)as en posant I(£,g)=L(fg)-fle-glf (f,geCy)
Cela nous montre tout de suite que l'opérateur L ne peut étre arbitrai-
re : si S (L) est non vide, la fonction continue I'(f,f) doit &tre positi-
ve en X, Donc si Sy S. (L) est non vide pour tout x, L doit satisfaire i la
condition de '"type positif"

pour tout £eC®, I(f,f)= L(£?)-2fLf 3 O

Supposons maintenant que P soit extremale . 801t M=1 (Cf—Cf) (s<t,

o | 1
AeEd_ ). La martingale E[M]F 1= M vaut 1A(CtAu s)1{s<u} , d'ot 1'on
tire d<M,M>h = 1A§<C ,C >h1{s§u§t} << du , Appliquant alors le corollai-
re 2.5.3 et le caractére total dans L1 des variables considérées, on

voit que les conditions équivalentes 0-5 du lemme 3.2 sont satisfai-
tes. Ainsi

Corollaire 3.5.1. Si Peé (L), et si M est une P-martingale de carré in-

tégrable, on a d<M,M>t << dt .

3.3. Nous considérons maintenant un processus de Markov, solution du

probléme des martingales : c'est & dire une famille de mesures (P )xeﬂn
telle que P eS (L) pour tout x, et que (Q, Eo . X, (PX)) soit un pro-
cessus de Markov droit. Nous désignons par (P ), (Rp) le semi-groupe

et la résolvante correspondants, par (Et) la famille de tribus complétée
pour toutes les lois Pp , usuelle en théorie des processus de Markov,

Soit fegg) ; comme Cf est une martingale pour toute loi PX , nous
avons £ £ t
B [c 1=E_ [Cyl=0 , soit P f(x)—f(x) = / P Lf(x)ds
et comme Lfer , cela signifie que le domaine du générateur infinitési-
mal ( faible ) du processus contient C , et que le générateur coincide
avec L sur ng

Notons la conséquence suivante du corollaire 3.5.1 :

Corollaire 3.5.2 . Si Pxeex(L) pour tout x ( en particulier s'il y a

unicité du probléme des martingales : §X(L)={PX} pour tout x ), le pro-
cessus admet un opérateur carré du champ.
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D'autre part, toutes les solutions du probléme des martingales pos-
sédent la propriété suivante :

Lemme 3.6,1 . Soit Pegx(L), et soit T un t.a. prévisible. On a
P{O<l<o0, XKy } = 0

Autrement dit, les sauts de X sont totalement inaccessibles.

Démonstration.. Le "autrement dit" est un résultat bien connu de théorie
générale des processus. Quitte & remplacer T par (TAn)V1/n, on peut sup-
poser T strictement positif et borné. Soit fegg); la semi-martingale

foXt s'écerit foXO+C£ + éth(XS)ds ; cf étant une martingale, et le der-

£(%p_)

nier processus étant continu, on voit que E[f(XT)]ET_] = (f(X))T_
puisque f est continue., D'od pour toute fonction g E[g(XT_)f(XT)]
E[g(XT_)f(XT_)], et cela entraine que la loi du couple (XT-'XT) est
portée par la diagonale,

On en déduit, pour les processus de Markov, solutions du probléme
de martingales, les propriétés :

Lemme 3,6,2 , 1) La famille de tribus (gt) est quasi-continue & gauche.

2) Pour tout x et toute geggD(En\{x}) posons A(x,g)=Lg(x). Alors A(x,.)

A n 2 g
est une mesure de Radon positive sur B \{x} ( que nous considérerons sou-

vent comme une mesure positive, non de Radon, sur Rn, ne chargeant pas

{x} ). L'application x+—> A(x,.) est un noyau ( noyau de Lévy). Si f est

une fonction positive borélienne sur Rnxﬂn, nulle sur la diagonale, la

projection duale prévisible de la mesure aléatoire Z..0 f(XS_,XS)es est

la mesure aldatoire A(Xs,f)ds, ou A(x,f)=/A(x,dy)f(x,y).

Signalons tout de suite un piége : nous n'avons pas affirmé que les
EEE%§ temps d'arrét totalement inaccessibles étaient les temps de sauts
de X, de sorte que le gystéme de Lévy ci-dessus ne nous permet pas de
compenser toutes les mesures alédatoires ponctuelles a sauts totalement
inaccessibles.,

Démonstration . 1) Il s'agit de montrer que pour tout temps prévisible
T, que 1'on peut supposer borné comme ci-dessus, on a ET-=£T . Or Xo=
XT_ P.S. est ET_-mesurable, en vertu du lemme précédent. La propriété
de Markov forte entraine alors que E[UIET]=E[U|£T-] P.S. pour toute
variable U, donc ET-=£T aux ensembles négligeables prés.

2) est essentiellement un résultat classique d'Ikeda~S.Watanabe ( cf.
J.M. Kyoto, 1962 (1)). i gegg)(ﬂn\{x}), on a Lg(x):limt_>O %Ptg(x) >0,

d'od l'existence de la mesure positive A(x,.). Pour montrer que A est un

1. Voir aussi le séminaire de Strasbourg I, p. 160,
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noyau , on considére des fonctions gn(x,y) de classe gG) sur B°xE®, nul-
les au voisinage de la diagonale, et croissant vers 1 hors de la diago-
nale. Alors si feg? est positive, on a pour tout x

AM(x,f) = lim [A(x,dy)g (x,y)f(y) = lim) L(fg, (x,.))

qui est bien borélienne ( en fait, on peut montrer que A(.,f) est s.c.i.
si f est continue positive ). Nous ne donnerons pas le reste de la dé-
monstration, qui est trop long .
Remarque. Si fegg)est positive et nulle en x, il existe des fneggjnuls
au voisinage de x et positifs, croissant vers f. On a alors Lf(x)szn(x)
=A(x,T ), donec Lf(x)zA(x,f). En particulier

/A, dy)(g(y)—g(x)) < ® pour toute gegg)
On peut pousser cette discussion beaucoup plus loin : J,P, Roth [30] a
montré que les opérateurs L : gg)(ﬂn)L_>.gb(Rn) tels que L1=0 et que
gx(L)£¢ pour tout xeB” sont nécessairement de la forme

L2(x) = 3% a3 ()g5sy aXa(x) + 7, b (03 (%)

+ In(x,ay) ( £(y)-2(x)-z;n (y-x)3Z ()

ol h eCa>coincide avec la coordonnée xl au voisinage de O, On retrouve
donc & peu de chose prés les opérateurs considérés par Jacod-Yor en [1417.

Le lemme suivant est analogue au précédent, mais concerne les solutions
extrémales du probléme de martingales au lieu des solutions markoviennes.

Lemme 3.6.3. Soit Peﬂx(L), et soit (gt) la filtration (E%) rendue
(ga},P)-compléte.

1) Pour tout t.a. T, ona Fn = Fp Vc(X iT<@d)

2) Les seuls t.a. totalement 1naccess1bles sont les temps de saut de X,

3) La tribu zo est P-triviale.
4) La filtration (gt) est quasi-continue & gauche.

5) Si T est un t.2., on a 1'équivalence
P{Xqp#Xp_ ,0<T<o0 }=0 <=> T est prévisible .

Démonstration . D'aprés le théoréme 2.7, la loi P étant extrémale, les
propriétés suivantes sont satlsfaltes :

a) Les variables 1 et 1A(C -C ) (AeF°_ , U<v, feC ) sont totales
dans 1! ( assertion 3) du theoreme 2.7 ) Noter que 1A(C ~cf )—U s'éerit

aussi f H dCf , ou H est le processus prévisible 1A1 ] ; la martin-

Ju,v
gale a35001ee U,=BE[U|E;] vaut donc / H dCf .

b) Fo est P-triviale ( assertion 4) de 2.7), ce qui régle ici le 3).
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Démontrons alors 1) : il suffit de prouver que pour des variables U
formant un ensemble total dans L1(P), on a
E[UIET] est p.s. mesurable par rapport & Fp VG(XT1iT<xo})

C'est trivial pour U=1, Lorsque U est de la forme ci-dessus, U—f H dCf

on a avec les mémes notations
E[UIF 1= Up = + HT((f(XT)—f(XT__))

H étant prévisible, HT est ET_—mesurable, et 1'énoncé en découle.

Démontrons 5) : nous savons que si T est prévisible, T“XT P.S. SUr
{O<T<® }. Inversement, si T posséde cette propriété, toutes les martin-
gales Ut=E[U|£t] , ol U=1 ou bien U est de la forme ci-dessus, sont
continues 4 l'instant T. Comme ces variables U forment un ensemble total
dans L‘, toutes les martingales uniformément intégrables sont continues
a 1l'instant T, On montre alors en théorie générale des processus que
T est prévisible, et que FTzFT .

En particulier, cela entraine que FT_FT pour tout temps prévisible,
ce qui équivaut a 4).

Enfin, soit T un t.a. totalement inaccessible ; le t.a. T{X =X ,T<co }
T~ "T-*

est totalement inaccessible, et prévisible d'aprés 5), donc il est p.s.
égal & +o, et P{Xy=X_, T<oo }=0 ., Donc T est un temps de saut de X et
2) est établie.

3.4 Dans quels cas peut on affirmer que la loi P, appartient & e (L) ?
Sans pouvoir apporter de réponse, nous voudrions faire quelques remar-

ques & ce sujet. Soit U 1l'ensemble des martingales Ci , avec fegg), et
soit V 1l'ensemble des martingales

h

Cp = h(Xg)= n(Xo)- [T (ph-g) (X )ds , h=Rg , eeC?’.

D'aprés le théordme 2,11 et le theoreme 2.7, on a P e€, (L) si et seule-
ment si £k1,U#H (P ). D'apres le résultat de Kunlta—Watanabe rappelé en
3.1, on a toujours ¢ @ VW_H (P ). En définitive, tout revient & prouver
que £1(V)C£1(U). Voici alors les remarques :

Remarque 1. Les propridtés suivantes sont équivalentes

i) Tout temps totalement inaccessible est un temps de saut de X.

< 1
ii) Toute somme compensée de sauts appartient localement 3 £ ().

Cette condition est satisfaite en particulier si R (COO)Cgb(mn),

I1 nous suffit de démontrer que pour toute h=R 08 (geC ), la martin-
gale (Ch)d appartient localement & £ (U) Cette martlngale étant de carré
intégrable sur tout intervalle fini, nous la décomposons suivant le
sous—espace stable ( au sens de Kunita-Watanabe ) engendré par U, et une
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martingale(Mt), nulle en O, de carré intégrable sur tout intervalle fini,
orthogonale aux C8 (gegg)). D'aprés Kunita-Watanabe, (Mt) est une fonc-
tionnelle additive, et il existe une fonction borélienne m sur B°xR",
nulle sur la diagonale, telle que M, = m(Xt—’X ) - c'est ici qu'inter-
vient 1'absence de sauts de M autres que les sauts de X. En particulier,
M étant de carré intégrable sur [0,t] pour tout t fini, on a

E[ Zg mz(Xs_,Xs)} < © . Soient geggj, k borélienne bornée sur B, écri-
vons que M est orthogonale & l'intégrale stochastique é'k(Xs_)dCE ; il
vient que

o)  BLZS k(X )n(X X)) (g(X,)-g(X; )| 1< @

B)  BISH k(X _)m(X,_,X.)(g(X,)-g(X )] = 0

Prenons jeg? , et appliquons ces formules avec gj au lieu de g. Il vient
en développant
t .
BL £ k(X Im(X _,X Xe(X,)-g(X  ))J(X ) +
t : i _
+ I3 k(X m(X_, X X3(X)-3(X _))e(X )] = 0
Le dernier terme a une espérance nulle d'aprés B). I1 reste donc
t X ~
v)  Elzg k(Xs_)J(Xs)m(Xs_.Xs)(g(Xs)—g(Xs_))]—0

un raisonnement de classes monotones justifié par «) avec k=1 nous per-
let de remplacer k(XS_)j(XS) par u(XS_,XS), ol u est borélienne bornée
sur BB . Prenant u(x,y) = san(m(x,y)(g(x)-g(y)), il est immédiat de
démontrer que m est nulle, et M aussi.

-

La démonstration de ii)=>i) est semblable & celle de 1l'assertion 2)
du lemme 3.6,3 : si T est un t.a. totalement inaccessible, le t.a. S=
T{X =X, ,T<w } est aussi totalement inaccessible, et il existe donc une
mar%ingﬁle uniformément intégrable M qui est une somme compensée de
sauts, et qui admet un saut unité & 1l'instant S. D'aprés ii), M apparti-
ent & £1(U), donc M est continue & 1'instant S puisque Xg=Xgy . Donc 3=
+00 PeS., €t T est un temps de saut de X,

Enfin, si h=R_g est continue pour gegg), les martingales Ch ne sautent
qu'aux instants de saut de X, et d'aprés le résultat de Kunita-Watanabe,
il en est de méme de toutes les martingales. D'ou la derniére assertion,

La remarque suivante est malheureusement d'une généralité insuffisante,
Remarque 2 . Supposons gue Rp(gSJ)C gz(mn). Alors Pxeex(L) .

1. Plus exactement, d'aprés [31], car Kunita-Watanabe utilisaient 1'
hypothése (L). Notre démonstration revient & un passage des représenta-—
tions optionnelles WX(pu-v) aux représentations prévisibles ( th. 1.7 de
[14], p.92 ), mais avec plus de généralité ( on a séparé le cas purement
discontinu ).
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Le processus (goXt) étant une semi-martingale pour tout gegg), le
processus X lui-méme est une semi-martingale vectorielle, Mais alors la
formule 4'Ito entraine que (hoXt) est une semi-martingale pour toute
fonction de classe 02, avec une décomposition

4 .
hoXt = I, f %% (XS_)dxé + termes & variation finie

Dol la partie martlngale contlnue de la semi-martingale (hoX ) e

oh iyc
Si la résolvante appllque Ca) dans 92, nous pouvons appliquer cela

avec h-Rpg ( geCa)) ; les seml—martlngales h(X) et ch ayant méme partie
martingale continue, nous voyons que (C ) est une somme d'intégrales
stochastiques par rapport aux xte

Or nous savons d'aprés la remarque précédente que toute martingale
locale purement discontinue appartient localement & £1(U). Soit gegg);
la martlngale C® appartient 3 U, la martingale (Cg)d appartient locale-
ment & £ (U), donc (Cg) appartient localement é 5! (U). Par localisa-
tion, on voit que @Z)C appartient localement 3o (U). D'aprés ce qui
précede on a le méme résultat pour (C )C puis aprés addltlon de (Ch)d
pour ch . Mais alors avec les notations du début on a ! (V)CI (U) et c'est

terminé,

Notre troisiéme remarque consiste & montrer que si l'on n'a pas pour

tout x PxeBX(L), alors il y a non-unicité du probléme des martingaleSen
un sens terriblement fort : il existe une infinité de processus de Markov

distincts, solutions du probléme de martingales pour tout X. On peut rap-
procher cela de la proposition 4.4 de [14], ol 1'on exhibe un opérateur
L et une infinité de semi-groupes de Feller distincts vérifiant tous
P ee, (L) pour tout x .

Supposons donc que P ¢e (L), et choisissons h—Rpg (geCoo) telle que
¢ty 'appartienne pas localement & £1(U) pour P_ . Dlstlnguons deux cas.

1) (Ch)d n'appartient pas localement & £1(U). Alors ( remarque 1 )
il existe un temps terminal totalement inaccessible de la forme

T = inf{ t>0 :|(hoX,) ~hoX, |>¢ , thxt_}

fini avec probabilité positive pour P . Soit (T ) la suite des itérés
de T, SOlt p la fonctionnelle addltlve qul compte les T <t ;s on a
62pt < [C oh ]t , et la fonction E [(C ) ] est bornée, donc E.[pt] est
bornée, et la fonctionnelle addltlve Mt compensée de Py est telle que
E [exp(AJM |)] soit bornée pour A assez petit, d'aprés 1'inégalité de
John—Nlrenberg. On sait qu'alors la fonctiommelle multiplicative e(AM),

qui est positive si O<A<!, est une vraie martingale d'espérance 1 sur
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[0,1] pour A assez petit, mais encore >0, Par multiplicativité, on voit
que c'est une vraie martingale d'espérance 1 sur [0,00[, et comme M est
une somme compensée de sauts qui ne saute pas en méme temps que X, M

( donc &(AM)) est orthogonale aux C® , gegg). Mais alors les mesures Q

telles que %%§|£% = e(MVI)t sont toutes des solutions du probléme de
martingales, et correspondent & des processus de Markov distincts.

2) Toute (Ch)d appartient localement 3 £1(U). Alors on est dans le
cas de la remarque 1, et il existe h telle que (Ch)C n'appartienne pas
localement 3 £1(U). Soit M la martingale fonctionnelle additive continue

obtenue en retranchant a (Ch)C ga projection sur le sous-espace stable
( au sens de Kunita~Watanabe ) engendré par U, On a E [Mi];E [(Ch)§2]

qui est bornée, et on raisonne comme plus haut, sur &€(AM).

3.5 Nous terminons ce paragraphe en dégageant une autre connexion
entre la propriété (RP) et la propriété de Markov.

Soit (Xt)t>0 un processus & valeurs dans un espace mesurable (E,E),
défini sur un espace (Q, F ,P) ; on désigne par (gt) la filtration natu-
relle de (X,), rendue continue & droite et complétée, et on suppose que
E=£¢>’ et que (X ) vérifie la propriété de Markov simple par rapport &

(F ), non necessalrement homogéne dans le temps.
Rappelons tout d'abord la notion d'ensemble plein de fonctions, in-

troduite par P.A, Meyer en [24].

Définition., Un ensemble F de fonctions réelles borndes E-mesurables est
dit plein si la seule mesure bornée A telle que

¥ feF , [fdv = 0
est la mesure nulle.

Lemme 3.7 . Si F est plein, et si p est une probabilité sur (E,E), alors
1) F est_total dans Lp(g,p) pour tout p, 1<p<® .

2) On a o(F):E aux ensembles p-négligeables preés.

Démonstration., La seconde assertion découle classiquement de la premiére.

Pour montrer la premiére, il suffit de remarquer que si p' est 1l'exposant
' ~

conjugué de p, l'orthogonal de F dans 1P est réduit & O,

On peut maintenant énoncer le :

Théoréme 3.8 ., Soient F un ensemble plein de fonctions, M une martinga-

le locale sur Q, nulle en O, Les propriétés suivantes sont équivalentes

1) ¥ £>0, ¥feF , f(X ) = E[f(X )] + f HfdM , ol B est un processus

prévisible tel que E[/G%H ) d[M M] ] < o
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2) Méme énoncé en remplagant F par b(E).
3) M vérifie la propriété (RP) relativement 3 (E ).

Démonstration . 1)=>2)., Soit geb(E). 8i t=0, et si ro=Xg (P), nous avons
f-/fduo p-p.s. pour les feF, qui forment un ensemble total dans L1, et

E est donc po-degeneree. Soient t>0, et My la loi image X (P). D'aprés
le lemme 3.7 toute feb(E) est limite dans Lz(pt) d'une sulte dr'élé-
ments fn de 1l'espace vectoriel engendré par F, admettant donc des repré-
sentations

f(X)=E[f(X)]+/Hn <
Les variables £, (X ) convergent vers f(X ) dans 12 (P), et on vérifie
comme dans le 1emme 2,2 que les H® forment une suite de Cauchy dans 1!
espace r? (M) des processus prévisibles H tels que [H[=E[/ sz[M M] ]1/2
<, d'ol existence d'une représentation pour f(X ).

2)=>3). Il suffit de montrer que toute variable Y ( bornée, P-mesu-
rable ) peut s'écrire sous la forme Y=E[Y]+/ HdM, ol H est prévisible
et vérifie E[/a) 2d[M M] ] <mo. Or les vargables qui peuvent se repré-

senter ainsi forment un espace vectoriel qui contient les constantes,
stable par limite dans L2, donc par limite simple bornée. Par applica-
tion du théoréme des classes monotones, il suffit donc de traiter le

cas des variables Y =T [ f£.(X, ), f.eb(E), t,<t,...<t_. Nous procé-
Ny 1 ti i = 1772 n
done par récurrence sur ~ n . La variable fn(Xt ) admet une représen-

®
tation c+/ K dM  ; on peut alors écrire

|

[¢]

+
~
Nb
&

fn_(x )_E[f (X )]F 1 =
n

i}
e}
+
-
Ll
4]

[
=

E[f (X, )I|F ]

ntty ’tn—1 0
D'aprés la propriété de Markov ( noter que 1l'homogénéité dans le temps
n'est pas nécessaire ) cette derniére variable s'écrit g(Xt ), avec

geb(E). Par différence, nous avons donc n=

fn(th) = g(th_1) + j K dM
n—1
Portons cette valeur dans 1'expression de Yn . Nous avons en notant
Y _4 le produit étendu jusqu'd n-1
Y Y (X ) fooK'dM
n n-1 tn—1 0 s s
ou Ké = Yn_1 {t <s§tn§ est prévisible, puisque Yn_1 est zt
rable., Quant au premier terme, il est du méme type que Yn’ mais ne fait

intervenir que les instants t1,...,tn_1, et 1l'hypothése de récurrence
permet de conclure.
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Une variante du théoréme 3.8 consiste a remplacer M par une famille
N de martingales locales, 1l'hypothése étant
pour tout feF, tout t>0, la martingale E[f(X )IF ] appartient & s! (X)

et la conclusion
5 ((B,),P) = £ ().

Les modifications & apporter dans la démonstration précédente sont
élémentaires,

Illustrons ce théoréme en reprenant le probléme des martingales étu—
dié plus haut en 3.4. Notons (P ) le semi-groupe du processus de Mar-
kov de lois (Px)x gh » et prenons comme ensemble plein F—C . Pour toute
fegg), la martingale E[£(X,)|E ] vaut

Mt’f = P, f(X ) si Ogs<t , £(X) si szt

Prenons pour N 1l'ensemble des martingales c8 (geCOO) Ltextrémalité
de P dans S (L) équivaut & la condition H1(P ) = ¢! (N,1) 5 d'aprés

le théoréme 3.8, cela équivaut encore 3 1'appartenance des martingales
mtof 3 £1(§,1), pour fegg).

Lorsque h est une fonction sur R:xﬂn de classe C1’2, le processus
h(s,XS) est une semi-martingale d'aprés la formule d'Ito, et la for-
mule d'Ito nous permet méme ( lorsque h est bornée, par exemple, de sor-
te que la semi-martingale est spéciale ) d'en écrire la décomposition
canonique. Explicitons en la partie martingale, qui vaut

z; / h(u xu)a(xl + W¥(p=v)
avec les notations de [14] : p est la mesure aléatoire sur R+xmn
plw 3 dtxdx ) =s§0 e(s,AXs(m))(thdx)1{AXS(w)#O}

et v sa compensatrice prévisible, donnée par le systéme de Lévy A :
v(w ; dtxdx) = th(X (w),dx) ., D'autre part, W(w,s,x) est la fonction
mesurable sur (QxB*)xR PxB(&"))
Ww,s,x) = h(s,x+Xs_(m))-h(s,XS_(w))
Supposons maintenant que (t,x)+—> Ptf(x) soit de classe o2 pour fegg>.

Appliquant cela & h(s,x) = P £(x) pour sel[0,t[, nous arrivons & écrire

explicitement les martingale: SMt’f . Malheureusement, les représenta-
tions que 1l'on écrit ainsi sont des représentations optionnelles, non
prévisibles, et il reste encore un peu de travail & faire pour en dédui-
re, & la manidre de [14], 1l'extrémalité de P. Celle-ci se déduit plus

simplement de la méthode des remarques 1-2 du 3.4 .
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APPENDICE
( M, Yor et J. de Sam Lazaro )

1.Martingales homogénes et propriété (RP)

Soit (MJc)t>O une martingale nulle en O ( cadlag ) sur un espace de

probabilité filtré (Q, B, t,P) On dit que (M ) est homogéne si, pour
tout h>0 , les processus (Mt)t>0 et (Mh) (Mt+h-Mh) ont méme loi. Souli-
gnons 1'importance des martingales homogenes en théorie des flots. On se
propose de déterminer toutes les martingales homogénes qui possédent la
propriété (RP) relativement & leur famille de tribus naturelle.

On peut évidemment se transporter sur l'espace Q des applications
cadlag de B dens B , muni de ses applications coordonnées (Xt) , de
sa filtration naturelle (E%) - on pose FO=F9 - et d'une loi P pour la-
quelle le processus X est une martingale. L'homogénéité de la martingale
X signifie alors que la loi P est invariante par Gh pour tout h>0, ou
Gh est l'application de Q dans lui méme définie par

¥ weQ , Xt(ehm) = Xt+h(w)—Xh(w)

Enongons le résultat

.o

Théoréme 1. Supposons que, sous P, X soit une martingale homogéne pos-

sédant la propriété (RP), Alors X est un mouvement brownien, ou la mar-

tingale compensée d'un processus de Poisson.

Démonstration. Il est bien connu que le mouvement brownien ( de paramé-
tre quelconque @ ) et le processus de Poisson compensé ( d'intensité A
quelconque ) possédent la propriété (RP). Par ailleurs, ce sont les
seuls processus 4 accroissements indépendants, réels et centrés, pour
lesquels la propriété (RP) est vérifide. Voir i ce sujet l'appendice de
[9] . Ce résultat peut également &tre retrouvé & partir de la représen-
tation des martingales des processus & accroissements indépendants com-
me intégrales stochastiques optionnelles ( cf. par exemple le paragraphe
3 de [16]). Le théoréme 1 sera donc prouvé si nous montrons que X est un
processus & accroissements indépendants.

Nous désignerons par g% la tribu engendrée par les variables Xs+h-Xh’
O<s<t.

X ayant la propriété (RP), toute variable ZeLZ(E&),P) admet une re-

présentation ® .
= EB[z] + [ ¢,dX  , ol ¢ est prévisible, et
0

2
E[Cj)"0 ¢alx,x]1.] < .

Appliquons 1l'opérateur Gh I1 est trés facile de vérifier que le pro-
cessus @h défini par s (w) =% h(ehm)1{s>h} est prévisible, et que 1l'on

a
(c/) 940X )08 =£ X
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En effet, ces propriétés sont immédiates si ¢t=1A1]u v](t) (u<v, AeEa ),
, =

et on passe des processus prévisibles élémentaires aux processus prévi-
sibles ¢ tels que E[/q>¢ alx, X] J<o par le procédé habituel, en utili-

sant l'invariance de P sous 6, . On a donc finalement, le processus ¢
étant nul sur [O,h[

E[(é“%sdxs)oehlgh] =0

ou encore
E[zoehigh] = B[2]

Paisant parcourir i Z une algébre de fonctions bornées engendrant 380'
Zoeh parcourt une algébre engendrant gﬁ), et par conséquent

gg) et Eh sont indépendantes pour tout h>0
ce qui entraine en particulier que (Xt) est 4 accroissements indépen-
dants.

Remargue. Nous n'avons pas résolu ici le probléme qui se rencontre
réellement en théorie des flots : celui-ci concerne en effet 1l'espace

Q) des applications cadlag de B tout entier dans B , nulles en O, avec
le méme processus canonique (Xt)’ et la filtration EP définie pour tek
par F° o(X —X sy ust, vgi). P étant une loi sur Q, on dit que X est
une martlngale s1 E[Ith] < o pour tout teR , et si pour tout u et tout
t>u on a E[Xt—Xu|£&]=O. la martingale est dite homogéne si P est invari-
ante par les opérateurs 6, comme ci-dessus, mais la propriété (RP) s
éerit 2
¥ Zel (F° ) il existe (<Pt)tem prévisible tel que E[f ¢2d[X X] J<o

et que Z=E[Z] + / 9 ax
‘oo S s
ou encore, si l'on préfére travailler sur [O,o0[

¥ ze12 (ES,) 1l existe (tpt)t o Prévisible tel que E[f ¥ d[X X1 J<oo

et que Z= B[Z|F3] + / ¢ AX

2., Existence d'une martingale totalisatrice

Soit (Q, F, t,P) un espace de probabilité filtré vérifiant les condi-
tions habituelles, et de plus les trois conditions suivantes

@) F = Y T

B) L2(Q,E,P) est séparable

Y) P, est P-triviale.
On se pose la question de savoir s'il existe une martingale Zel\__’l2 qui
ait la propriété (RP) par rapport a (gt). Une telle martingale, si elle
existe, est dite totalisatrice, & cause de la terminologie analogue
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employée dans la théorie des algdbres de Von Neumann, et des liens
étroits existant entre cette théorie et celle des intégrales stochasti-~
ques { voir & ce sujet Dellacherie et Stricker [29]). A 1l'aide des résul-
tats de [29], 1'un de nous a indiqué en [16] une condition nécessaire et
suffisante pour qu'il existe une martingale totalisatrice ( cf. [16],
théorémes 4 et 5 )., Nous allons donner ci-dessous une autre condition
nécessaire et suffisante.

A toute martingale Megl2 , on associe la mesure positive bornée sur
la tribu prévisible

pM(dsxdw) = d<M,M>s(m)dP(w)

Si M et N sont deux éléments de gz sy On a py<<py si et seulement si,
pour presque tout w, on a d<M,M>t(w) << d<N,N>t(w) ; de méme les mesures
py et py sont étrangdres si et seulement si d<M,M>£(w) et d<N,N>t(w)
sont étrangéres sur R+ pour presque tout w.

Voici nos résultats :

Proposition 2. Soient M et N ége, nulles en O et non nulles., Les pro-

priétés suivantes sont équivalentes

a) py et py sont étrangéres

b) Les martingales M et N gont orthogonales et £2(M,N)=£2(M+N).

Théoréme 3. Sous les hypothéses «,B,Y les propriétés suivantes sont

éguivalentes :
1) I1 existe une martingale totalisatrice.

2) Pour tout couple (M,N) de martingales orthogonales de gg’ les mesures

Py et py sont étrangéres.

Remarque. D'aprés la proposition 2), on peut remplacer 2) par
2') M et N sont orthogonales si et seulement si Py et Py sont étrangéres.

Démonstration de la proposition.

On utilise la notation usuelle H-M pour 1l'intégrale stochastique fH dM .
a)=>b). Py et Py étant étrangéres, il existe un ensemble prév1sigle A
portant pl‘,I un ensemble prévisible B portant Py tels que ANMB= =@. On a
alors M_1 M, N~1B N , donc <M,N>=1 1B<M N>=0, et M et N sont orthogo-
nales. Alors £ (M,N) est constitué des martingales de carré intégrable
de la forme H-M+K.N avec H,K prévisibles, et on a

H.M = H1,(M+N) , KN = K15 (M+N) , d'od b).
b)=>a)., D'aprés b), il existe H et K prévisibles tels que M=H.X, N=K.X
en posant X=M+N, Comme <M,N>=0, on a O=(HK).<X,X> , donc HK=0 py-p.p..
Alors l'ensemble A={H#£O} porte py , et A® porte Py .
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Démonstration du théoréme.

1)=>2) , d'aprés la démonstration précédente de b)=>a), en prenant ici

pour X une martingale totalisatrice.

2)=>1) , D'aprés l'hypothése B , il existe une suite (finie ou infinie)
de martingales de carré intégrables ® nulles en 0, non nulles, deux &

deux orthogonales, telles que g% soit égal & £2(Xn,neim). Quitte & rem-
placer = par Ath , avec des An#O convenables, on'peut supposer que

la série Zan converge dans ¥2 vers une martingale X, Pour montrer que

X est totalisatrice, il suffit de montrer que toute martingale Y ortho-
gonale & X est nulle, Or d'aprés 2), py est étrangdre 3 Py= I, an .

Donc elle est étrangére a chaque p n ¢+ Y est orthogonale & X™ pour tout
X

n, et finalement Y est nulle,

3. Densité dans 1% (u) pour le probléme de Douglas.
Densite dans [

3.1. Rappels
Si (X,g) est un espace mesurable, on note, en suivant Dunford et

Schwartz [33] , ba(X,g) - ou simplement ba - l'espace des mesures addi-
tives bornées sur g : il est constitué des applications A : é —> R,
iel IK(Ai)|<KD’
v parcourant 1l'ensemble des partitions finies X-mesurables T -r=(Ai)ieI
de X . T

Toute fonction f, X-mesurable bornée ( on note : feb(g)) étant limite
uniforme de fonctions étagées, on définit A(f) pour Aeba et feb(X) par
lindarité et continuité, aprés avoir posé A(1A)=A(A) pour AeX . On a bien
sir [A(D)] = [l 171+

simplement additives sur X , pour lesquelles |A|l = sup, =

Si p est une probabilité sur (X,g), 1'espace
ba(p) = { Aeba | ¥ AeX ,(p(A)=0) => (A(4)=0 )}

s'identifie comme suit au dual de L® (p) ([331, p.296 ): si feL™(p),
on pose A(f)=A(f') pour toute f'e b(X) appartenant & la classe f. Alors
1'application (A,f)~>A(f), bien définie sur ba(p)xLOOQD, est la forme
bilindaire qui met ces deux espaces en dualité.
Enfin on a ([33], pages 98-99 ) , avec des notations évidentes
ba = (ba)’-(ba)* ; ba(p) = (ba(p))*-(ba(p)™ .

3,2 Revenons maintenant au probléme de Douglas ( voir le paragraphe 1 ).
Soit F un ensemble de fonctions g—mesurables bornées ( nous laissons
au lecteur le cas ou F est un ensemble de classes pour 1'égalité p-p.s.).
Nous posons comme au paragraphe 1

g# = { v probabilités sur (X,X) | ¥ feF [fav=/fdp }
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Alors, il est immédiat que 1 est extrémale dans Hp si, et seulement si,
elle 1l'est dans
o= Aeba’ | ¥reF , A(£)=p(f)}

La proposition suivente est 1'analogue de la proposition 1.4 :

Proposition., Avec les notationg ci-dessus, les deux assertions gsuivantes
sont équivalentes
1) F est dense dans L°¥p).
2) Toute mesure additive Ae(ba)+(p) est extrémale dans
gk = { veba® | ¥feF , v(£)=A(f) } .

Démonstration . 1)=>2) ., Soit Aeba+(p), de la forme A=QA1+(1—Q)A2, avec
A1,A2 e gk , ae]0,1[. Noter que Al est majorée par A/«a, donc appartient
a ba+(p) , et alors, d'aprés 1), A et A! induisent 1la méme forme lindaire
sur Loo(p). En particulier, A(A)=A1(A) pour tout AeX , donc A=A1=A2, et
A est point extrémal de ﬁh .

2)=>1), Comme (Loo(p))'zba(p), il suffit de montrer que la seule
Aeba(p) telle que : ¥feF , A(f)=0 , est la mesure nulle. Soit A une
telle mesure additive, et soit A=AT-AT 1a décomposition de Jordan de A
([33], pages 98-99 ). On a alors |A|=A+TA' e(ba)+(p) et

NS T -
I}\l —-—-—-—--—2 H 2\ ’ 2N € l\zal}\l

D'aprés l'hypothése, on a donc : 2A+=2A-=|A[, done A=AT-A"=0 .
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