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UNE VERSION PROBABILISTE D’UN THEOREME D’INTERPOLATION

DE G.STAMPACCHIA.

(Par Maurizio PRATELLI).

Université de Strasbourg

Séminaire de Probabilités 1976/77

Dans cet article nous nous proposons de démontrer une version

probabiliste du théorème d’interpolation de GLStampacchia (théor.

4.1 de [8] cf.aussi [1] ). Cette version probabiliste constitue,

comme nous le montrerons dans le paragraphe 3,une effective géné-

ralisation du théorème de Stampacchia.

Quand cet article avait déjà été rédigé,nous avons appris par

P.A.Meyer qu’un résultat analogue avait été démontré(par des mé-

todes complètement différentes)par STROOCK. En effet le théor.1.2

de [9*] est une forme légèrement plus faible de notre théorème 2.1.

Il faut cep;aant signaler que les techniques employées par Stro-
.ock sont valables pour des martingales à temps discret et qu’elles

ne semblent pas susceptibles d’être adaptées au cas continu.

0.NOTAT IONS ET CONVENTIONS GENERALES.

Dans toute la ~t),P) désigne un espace probabili-

sé complet,muni d’une filtration satisfaisant aux "conditions ha-

bituelles" de [7] .

Pour tout nombre réel désigne par simple-

ment par MP,l’espace constitué par les variables aléatoires X pour
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lesquelles le nombre

1
~ 

est fini. (,)

Il est bien connu que l’on a 2( ~X~ MP 
+ ))YJ( MP )

et Lp ~ Mp ~ Lp
r 

En outre on vérifie facilement que,pour toute variable aléatoi-

re X appartenant à MP (1  p oo) et pour tout ensemble mesurable

A,on a

(0.2) 

où q désigne l’exposant conjugué de p.

En effet,en supposant trouve

E[tx) 1 

= j rp(A)’P P(A) dt+ 
r~~ 

. 
t’Pdt = q 

’0 P

ce qui démontre l’assertion.

On complète la définition des espaces MP en posant M" = L .

Toute martingale M considérée dans la suite sera supposée à

dans toute la suite,une variable aléatoire est consi-

dérée en réalité comme une classe d’équivalence de variables aléa-

toires p.s.égales. De même un processus est considéré comme une

classe d’équivalence de processus indistinguables.
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trajectoires p.s. continues à droite et pourv ues de limites à gau-

che(avec la convention MO-=0):plus précisement,elle sera la pro-

jection optionnelle d’un processus (constant par rapport au temps)

du type H est une variable aléatoire intégrable.

Cette variable aléatoire,qui coïncide avec la variable aléatoire ter-

minale M~ de la martingale,sera parfois confondue avec la martin-

gale elle-même. Ainsi on dira que H appartient à BMO au lieu de di-

re que M appartient à BMO,et on écrira au lieu de .

BMO 
’ BMO

On rappelle que BMO est l’espace constitué par les martingales M,

de carré intégrable,qui satisfont à une condition du type

l ‘~ T.I 
(pour tout temps d’arrêt T),où k est une constante réelle positi-

ve indépendante de T. La plus petite des constantes possédant cet-

te propriété est,par définition,la norme de M dans BMO. Dé façon

équivalente,cette norme peut être aussi définie comme la borne su-

périeure des nombres de la forme

E (M~’MT_ ) 2 ~ P 1 T  °°~
où T parcourt l’ensemble de tous les temps d’arrêt tels que

0. On a par conséquent,pour un tel temps d’arrêt T,

BMO’
et donc aussi
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(0.3) E 
BMO

pour tout temps d’arrêt T.

1.INEGALITES PRELIMINAIRES.

Nous commencerons par un lemme purement analytique.

(1.1)LEMME Soit f une fonction décroissante,définie dans R+,à

valeurs dans [0,1] ,et soient p,q deux éléments d3 tels

que Supposons qu’il existe une constante réelle positi-

ve k telle que l’on ait

j~
(1.2) s f(r+s) ~ k f(r)q

pour tout couple r,s d’éléments de R+.On a alors

sup tP f(t) ~ (e p k)P

DEMONSTRATION.Pour tout et pour tout À tel que 0  J~  1,

en appliquant l’inégalité (1.2) au couple r=at,s=(1-a)t,on trouve

1

_ 
E

d’où,en multipliant les de ux membres par 

1
(1-a)ap-1 tP f (t ~ k 

Posons g(trtP f(t).L’inégalité précédente s’écrit alors
1

(1-~)ap 1 

ou encore

1
où .
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En itérant,on obtient,pour tout entier n~l,

1 n-l 1 
’

. TT g (t) ~ g (À t). 
j=O 

~ q .

Or,t étant fixé,on a,dès que n est assez et donc

n-l ~

c
j=0

(1.3) 1 qj log c03BB  (1-1) 1 log cÀ=log cp.
j=0 

On vérifie immédiatement que, lorsque 03BB varie dans ,cÀ

atteint son minimum pour a=ae= q 1 . . On a en outre

c - k p p (1+ 1 p-1)p-1  k p e.

L’inégalité (1.3) fournit donc,pour À=Àe, g(t) (kpe)p,ce qui

démontre l’assertion.

Le lemme suivant peut être considéré comme une version probabi-

liste du Lemme 3 de ~5~ (qui en est un cas particulier).

(1.4)LEMME.Soit M une martingale,et supposons qu’il existe un

nombre réel p>1 et une constante réelle positive k,tels que l’on ait

(1.5) ~E I 

pour tout temps d’arrêt T.Dans ces conditions,la variable aléatoire

M’= sup IMt’ appartient à MP,et l’on a

t 
"
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DEMONSTRATION.a)Démontrons d’abord que l’on a

(1.6) 

pour tout couple S,T de temps d’arrêt avec T~ S.

Grâce à l’hypothèse (1.5),il suffit pour cela de démontrer la

relation

1 [ p.s.,

ou encore la relation non conditionnelle

E ~E 

Or cette dernière relation est évidente puisque le processus

est une martingale par rapport à la filtration~=~~.
b)Etant donnés les nombres réels positifs r,s,considérons main-

tenant les temps d’arrêt T,S ainsi définis:

On a alors par conséquent

= C 

d’où

’ I{M*>r~s}~!~S-~T-!~{M">r}- °

Il en résulte,compte tenu du fait que l’ensemble

appartient à ~,
~E [E ~~] ]
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La relation (1.6) entraîne donc

1

ce qui,grâce au lemme (1.1) (appliqué à la fonction f(r)=P{M">r}),

démontre l’assertion.

(1.7)REMARQUE. Dans la partie b) de la démonstration,on n’a ex-

plo.ité que la relation (1.6).Le lemme reste donc valable pour un

processus (Mt) quelconque (à trajectoires càdlàg) possédant la pro-

priété (1.6).

(1.8)REMARQUE. Le lemme (1.4) permet notamment d’obtenir une dé-

monstration très simple de l’inégalité de JOHN-NIRENBERG. Remar-

quons à cet effet que,si X est une variable aléatoire positive,on

a,pour tout nombre réel positif À,

E[e03BBX]= dP(03C9) X(03C9)-~ À e03BBt dt = j /’ -0153 °° À e03BBt P{X>t} dt

1+ À S P{X>n}.
n=0

Soit maintenant M une martingale telle que

sup [ E |M~-MT-|| JT]k.T

En appliquant le lemme (1.4),on trouve,pour tout r>,0 et pour

tout p>1,

(epk)P.
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En particulier,pour r=p=n,

Or la série

ce ce

Z; e~ ~ 
n=2 n=2

converge pour et À assez petit. Si ces conditions sont rem-

plies,on a donc l’inégalité de JOHN-NIRENBERG:

E [ eÀM ] ~ c(À,k)
(cf.,pour plus de détails, 

L’inégalité suivante peut être considérée comme l’analogue

"f aible" de l’inégalité classique de DOOB (cf . ~6~ , p, Z ~ ) .

(1.9)LEMME.Pour toute martingale M et pour tout nombre réel

p> 1 , o.n a

où q désigne l’exposant conjugué de p.

DEMONSTRATION.Etant donné le nombre réel r0,considérons le

temps d’arrêt désignons par A l’ensemble

On a alors

1
P(A)q (cf. (0.2))

Il en résulte 
1

r.P(A)P ,

ce qui démontre l’assertion.
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2.LE THEOREME D’INTERPOLATION.

Considérons un opérateur U défini dans l’espace des variables

aléatoires étagées sur valeurs dans l’espace 

On dit que U est sous-linéaire s’il vérifie la relation

1

pour tout couple X,Y de variables aléatoires étagées.

On dit que U est de (p,q étant deux éléments

de si,pour toute variable aléatoire étagée X appartenant à

LP,la transformée U(X) appartient à Ma et vérifie la relation

où k est une constante réelle positive indépendante de X.La plus

petite des constantes possédant cette propriété est appelée la nor-

me (p,q)faible de U.

Si l’on remplace,dans la définition précédente,Mq par 

obtient la notion d’opérateur de type(p,q)fort.

Soient des éléments de avec 

Etant donné t avec 0tl,considérons le couple p,q

déterminé par

1 _ t + l-t 1 - t + 1-t .

P Pi P2 q al a . 
°

Le théorème classique d’interpolation de MARCINKIEWICZ 

pag.l12) affirme que,si U est un opérateur sous-linéaire qui,pour
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chaque i=l,2,est de type(p.,q.)faible,avec une norme égale à ki,

alors U est de type (p,q)fort avec une norme k qui dépend seulement

de 

En utilisant ce résultat,ainsi que les inégalités du paragraphe

précédent,on peut démontrer le théorème suivant:

(2.1)THEOREME.Soit U un opérateur linéaire défini dans l’espace

des variables aléatoires étagées,à valeurs dans LI. Supposons que

l’on ait

(2.2) ~X~p1
(2.3) Il k2 Il X~p2

où sont des éléments de tels que 

~t où kl,k2 sont des constantes positives indépendantes de X.

Dans ces conditions,pour tout élément t de ]0,1[ ,l’opérateur

U est de type(p,q)fort,où les nombres p,q sont determinés par les

relations

1 p = t p1 + 1-t p2, 1 q = t q1.
En outre la norme(p,q)forte de U dépend seulement de t,pi,qi,ki

DEMONSTRATION.Pour simplifier l’écriture on supposera PI=ql et

Dans le cas général il suffira de faire des modifications

purement formelles.
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Soit T un temps d’arrêt.On désignera par UT-(X) (resp.U*) l’o-

pérateur qui,a toute variable aléatoire X étagée,associe la varia-

ble aléatoire M désigne la martingale projection

optionnelle du processus (t,w) 

On désignera en outre par UT(X) l’opérateur (sous-linéaire)

ainsi défini:

L’hypothèse (2.3) entraîne alors (cf.(0.3))

On a en outre

(2.4) + UT-(X) 1

 E +U~(X) .

En appliquant le lemme (1.9),on trouve d’autre part

I " !ju(x) ’

ainsi qu’une inégalité analogue concernant E .

Il en résulte

~ UT(X) ~Mp1  4p1(p1-1)-1 ~ U(X) ~Mp1  4k1p1(p1-1)-1 ~X~p1 .

Soit maintenant p tel que Puisque l’opérateur UT

est à la fois de type et de type (~,~)faible,le

théorème de Marcinkiewicz entraîne qu’il est de type (2p,2p)-
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fort :

~UT(X)~ 2p  k ~X~2p,

où la constante k ne dépend pas de T.

D’après le lemme (1,4),on a donc

de sorte que U est de type (2p,2p)faible. Une nouvelle appli-

cation du théorème de Marcinkiewicz fournit alors

)N!p’ .

(2.5)REMARQUE.La démonstration précédente ne s’étend pas

aux opérateurs sous-linéaires.En effet,si U est un opérateur

sous-linéaire, il en est de même de la différence

n’est pas forcément sous-linéaire.

On remarquera que,dans l’énoncé Précédent,l’exPosant q- est

assujetti à la condition q.>l. Pour q-.=l,on a un résultat un

peu plus faible:

(2,6)THEOREME.Soit U un opérateur linéaire défini dans l’e-

space des variables aléatoires étagées.à valeurs dans 

suppose que l’on a

~~ 
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avec Dans ces conditions,pour tout élément t de ~0,1~ ,

l’opérateur U est de type (p,q)fort,où ~- = t + 
, 
1 = t.

P PZ q

DEMONSTRATION.La démonstration est tout à fait analogue à

celle du théorème (2.1). Seule la vérification du fait que UT

est de type (1,1)faible exige un argument légèrement différent.

On a encore

1 ~E[ !u(x)H I ~] + 
Or le premier terme appartient évidemment à LI.

Pour le deuxième terme,on a,d’après l’inégalité de D00B

(cf. 

.

La conclusion en résulte immédiatement.

3. LE CAS DES MARTINGALES DYADIQUES.

Dans l’espace Rd considérons un cube Q,par exemple unitaire:

i=l,..,d }.

Soit f une fonction intégrable sur Q,et posons

f = Q° 
fex) dx

pour tout cube Qe contenu dans Q.

On dit que la fonction f est à oscillation moyenne bornée au sens de

l’Analyse (cf. ~5J ) si l’on a
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(3.1) sup 1 mes(Qs) Qs |f(x)-fQe |dx +~

Les fonctions f possédant cette propriété forment un espace vectoriel

que l’on désigne par que l’on munit de la norme ainsi définie

(3.2) ~f~=sup 1 mes(Qe) Qe |f(x)-fQe|dx+~f~L1(Q).
Particularisons maintenant les hypothèses du paragraphe 0.Prenons

Q=Q et désignons par P la mesure de Lebesgue sur Q;pour tout entier 

désignons par J°n la tribu engendrée sur Q par les cubes dyadiques de la

forme

(3.3) Q, = { x: i=l,..,d },

où les k. sont des entiers tels que Désignons en outre par ‘~’n
la tribu engendrée par et les parties négligeables de Q,et posons

Jt= Jn pour ntn+l, , J=  = V Jt.
Il est bien connu que,dans le cas particulier envisagé,une martingale M

appartient à BMO s’il existe une constante réelle k telle que l’on ait

(3.4) 

pour tout n. En outre la norme de M dans BMO est équivalente à la somme de

la norme de M dans Ll et de la borne intérieure des constantes k qui véri-

fient la relation (3.4).

Par conséquent une fonction f intégrable sur Q appartient à BMO si elle

vérifie la condition (3.1),où la borne supérieure est prise lorsque Q, par-

court l’ensemble des cubes contenus dans Q de la forme particuliè re (3.3).
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L’espace  est donc contenu dans l’espace BMO. On vérifie d’autre

part que l’inclusion est stricte:en effet, pour d=l, et Q= j- on

peut démontrer (cf. [3] ,pag.20S) que la fonction f définie par

log t pour t>0

f(t)= ~ 0 pour t=0L -log(-t) pour t0

appartient à BMO mais qu’elle n’appartient pas à ~~~:

Notre théorème (2.1) contient donc comme cas particulier le théorème

de G.Stampacchia ( ~1~ ),dont il constitue une généralisation effective.

4.APPLICATIONS

Revenons maintenant au cas général et considérons une contraction li-

néaire V sur L2(S~,’~,P). En accord avec la terminologie de f3],on dira que

V est un opérateur de contraction su r les martingales si, pour tout temps

d’arrêt T,les deux conditions suivantes sont remplies:

(4.1) E V(H) ~ ~T = V(E H~’~T ) p.s.

(4.2) si A Ii ’JT et si p.s.

Avec les notations du paragraphe 2,l’égalité (4.1) peut s’écrire sous

la forme

VT(H)=V(HT) p.s.

La condition(4.2) entraîne dkautre part,pour tout élément A de ~’T,

A 



16

Par conséquent, si V est un tel opérateur, on a

(4.3) E [(V(H)-V~(H))~~] ~E T~] .
Remarquons d’autre part que, pour toute martingale M de carré intégra-

ble et pour tout temps d’arrêt T,on a

E[(~-~!Tr] = E [(M~)~j ~ 
où 

Il en résulte que,si l’opérateur V de contraction sur les martingales

vérifie,pour tout temps d’arrêt T,la condition supplémentaire

(4.4) ,

alors il vérifie aussi l’inégalité

(4.5) 

de sorte qu’il est de type (p,p)fort pour (cf.théor.(2.1)).

Si l’on a des conditions qui assurent l’inégalité

M 

(par exemple,dans le cas discret,si l’on a 

cf. [3] pag.207) l’opérateur V est (compte tenant du théorème classique de

Marcinkiewicz) de type (p.p)-fort pour Kp~2..

Dans le cas particulier des martingales dyadiques,on vérifie facile-

ment que les propriétés (4.1) et (4.2) suffisent déjà à assurer les proprié-

tés (4.5) et (4.6). On peut alors conclure que tout opérateur de contraction

sur les martingales est du type (p,p)-fort pour Kp+oo.



17

Considérons maintenant,dans le cas discret,l’opérateur U

ainsi défini:soit e une suite de nombres tels que e2=l,etn n

soit
08

(4.7) U(M)= n=0 em ,
où m n =M n -M n-1 ...

Puisque les accroissements de la martingale M sont ortho-

gonales,on reconnaît immédiatement que U est une isométrie

de L2 dans L2 et de BMO dans BMO. On déduit alors du

théorème (2.1) l’inégalité

(4.8) 
n 11 Mllp

pour D’autre part l’opérateur U est’ auto-adjoint dans

LZ;on a donc aussi,pour 

(4.9) 

où q désigne l’exposant conjugué de p.

Appliquons ce résultat aux bases de Haar.

Considérons,sur un espace probabilisé (Q, 3,P),une base de

Haar (m ) associée à un système de Haar ( Tt* ) (voir [11] ,pag.51)

On sait que (m ) est une base orthonormale de 

et que toute fonction f appartenant à Lp(03A9, J , P)

peut s’écrire sous la forme

(4.10) f = ~ a m ,
n n

où la série converge p.s. et dans LP.
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En appliquant les inégalités (4.8),(4.9) à la martingale

M = É ak mk ,on trouve alors que pour la base de

Haar (m ) est une base inconditionnelle de que

dans la représentation (4.10) on a convergence dans L de la sé-

rie ~ e a m pour tout choix des signes e -1 1.
n n n n n
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