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UNE REPRESENTATION INTEGRALE POUR LES MARTINGALES FORTES

par R. Cairoli

Université de Strasbourg

Séminaire de Probabilités

Soit W = z E R~} un processus de Wiener à deux para-
mètres, défini sur un espace probabilisé complet (~ë, ~, P) et,

pour tout z E R2, soit 3’ la tribu engendrée par {W , ~ ~z} et
+ z ~,

par les ensembles négligeables Comme d’habitude, (s,t) -~

(s’,t’) signifie ici s ~ s’et t ~ t’.

Nous dirons qu’un processus est adapté, s’il est adapté

à la famille {~ , z E ~2} . Nous poserons ~ ~ - 
et ~ = 2 z. Nous désignerons en outre par R le rec-

tangle [0,s] x [O,t] et par J3 la tribu borélienne de R.

Suivant [1], nous dirons qu’un processus 

est une martingale forte, s’il est nul sur les axes, adapté, inté-

grable et si

(1) Mst~~s ~/~~t} - 0

pour tout (s,t) ~ (s’,t’ ).

Il a été démontré dans [1] (théorème 8.1) que toute mar-

tingale forte de carré intégrable est représentable sous la forme

d’une intégrale stochastique, par rapport à W, d’un processus
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adapté. Dans le présent article, nous étendons cette représenta-

tion aux martingales fortes dont le carré n’est pas intégrable.

Comme l’intégrale stochastique d’un processus adapté est continue

(cf. [4], [5]), un corollaire du résultat est que les martingales

fortes admettent une version continue. Cette conclusion ne paraît

pas surprenante, compte tenu du récent résultat dû à J.B. Walsh

(cf. [3]), selon lequel toute martingale forte relative à une

famille croissante de tribus continue à droite admet une version

continue à droite.

L’instrument de base est la représentation intégrale don-

née dans [2]. Nous allons d’abord l’étendre aux 2-martingales

locales. Par 2-martingale locale nous entendons un processus M =

{M , nul sur les axes et tel que, pour tout s E E+ fixé,

t E R+} est une martingale locale ordinaire relative à

Théorème 1. Soit M = {M , une 2-martingale locale

adaptée et mesurable. Il existe un processus a = {a(z;s): z 

s E ~+} tel que

(a) (z;s;co) --> a(z;s;cù) est 2 x x J-mesurable,

(b) a(u,v;s) est à sv -mesurable si u , s et = 0 si u > s,

(c) pour tout (s,t) 

et pour lequel on a

(d) 
st
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pour tout (s,t) 

Démonstration. Les martingales de carré intégrable rela-

tives à t admettent une version continue (cf. [2]),

donc aussi chacune des martingales locales t E R+}, s 

En posant , pour tout (s,t) ~R2+,

lim M si la limite existe,
N 

v-)-t sv

Mst =  ~ 0 autrement ,

nous obtenons donc une version M de M qui est mesurable et telle

que, pour s fixé, t -~ Mst est p.s. continue. Cette version sera

encore notée par M. Posons, pour chaque n,

n} si { } ~ 0,
~ 

co Si { } -~,

et, pour chaque m,

j 2m si j-1 2m  Tns(03C9)  j 2m, j = 0,1,2,...,
Tnms

(03C9) = ~ si Tns(03C9) = ~.

A noter que Tn est un temps d’arrêt relatif à la famille 
t E R+} et que converge en décroissant vers quand

n + co. Posons

Mnst(03C9) = lim 
Ms,Tnms(03C9)^t (03C9) si la limite existe,0 autrement.

Le processus Mn ainsi défini est adapté et mesurable. En outre,

pour s fixé,
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t ~ Mst est indistinguable de t ~ M 
ce qui implique, en particulier, que Mn est une 2-martingale de

carré intégrable. D’après le théorème 1.3 de [2], il existe donc

un processus a = {a (z;s): z E R2, s vérifiant (a) et (b),

tel que et que

(2) Ms,Tns
nt 

= = 

Rst 
pour tout (s,t) Nous allons maintenant vérifier que les an

peuvent être collés ensemble de manière à produire le processus

a cherché. A cet effet, remplaçons t par T) 1/~t dans (2) et fai-

sons ensuite la même substitution dans (2), écrite pour n-1 à

la place de n. Du fait que Tn 1 , Tn, les premiers membres des

deux relations obtenues coïncident, donc les deux derniers aussi

et nous en concluons que, pour s fixé, p.s.

an(~;s) - a n- 1(t;;s) pour p.t.(presque tout) 6 E R n-1’
Posons alors

a(u,v;s) = a~(u,v;s) si 

= a (u,v;s) si n;2,
n s s

= 0 autrement.

Compte tenu du fait que TS converge en croissant p.s. vers l’in-

fini, quand n + ce, il est facile de voir que le processus a ainsi

défini répond aux exigences du théorème.
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Théorème 2. Si M = z est une martingale forte,

il existe un processus 03C6 = z adapté et mesurable,

tel que  03C62(03B6)d03B6  ~ p.s. pour tout z et pour lequel on a

(3) 

zz
pour tout 

Démonstration. Les martingales relatives à la famille

{z, z ~ IR2+} étant continues en probabilité, elles admettent une

version mesurable, d’après le théorème de Doob. Quitte à redéfi-

nir Mst comme au début de la démonstration du théorème 1, nous

pouvons donc supposer que M est mesurable et que t + Mst est p.s.
continue pour s fixé. En particulier, M est alors une 2-martin-

gale locale adaptée et mesurable et il existe, d’après le théo-

rème 1, un processus a vérifiant (a) - (d). Posons, pour s  s’

fixés et pour chaque n,

n = 

inf{t: Rst z ni si i i # o,
Tn = 

~ 
st "s’t 

si { } = 0.si { } = 03C6.

Alors Tn est un temps d’arrêt relatif à la famille t 

et, d’après (d), qui est encore valable lorsque t est remplacé

par un temps d’arrêt borné relatif à cette famille, si t  t’ et

r est quelconque,

(~) - 

t 
X ~ - 

t 

D’autre part, toujours pour s  s’ fixés, (1) implique que
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{Ms’t - R+} est une martingale relative à la famille

t ~ R+}, donc, d’après le théorème d’arrêt de Doob,

(5) E{M
s ’, Tn ^t’ - Ms,T n^t’ - Ms’,T n^t + Ms, Tn^ t |t} 

= 0,

où est la tribu des F E tels que 

pour tout v E Par conséquent, en introduisant l’expression

du deuxième membre de (4) dans (5), nous obtenons

(6) E{ |t} = 0.

Mais en raison du choix de Tn et des propriétés de l’intégrale

stochastique,

E{ f C,

t’ t’ RS,TnlBt)

ce qui fait que (6) s’écrit aussi sous la forme

E{ t} = 0,

ou encore (cf. lemme 9.6 de [1])

f 0. °

Rs~
Il s’ensuit que, pour p.t. (u,v) 

(7) a(u’v’s) ) ~~t} - o.

Considérons un (u,v) E tel que v > 0 et que (7) vaille pour

tout t et t’appartenant à un ensemble dénombrable dense deR
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et faisons tendre t en croissant et t’ en décroissant, le long

de cet ensemble, vers v. Nous obtenons

w} _

= I 
{v , T n } (a(u,v;s’} - a(u,v;s}) - 0.

En faisant tendre alors n vers l’infini, il en résulte que, pour

s  s’ fixés,

~ 

a(~;s’} - a(~;s} pour p.t. ~ ( Rs~,

d’où nous concluons que, pour p.t. (u,v) E IR2, a(u,v;s) est une
fonction p.s. essentiellement constante de s > u. Posons, pour

tout (u,v) 

r u+1/n
lim n J a(u,v;r)dr si l’intégrale
n’~°° u et la limite existent,

[ 0 autrement.

Le processus cp ainsi défini est adapté et mesurable et nous

avons, pour p.t. (u,v) E ~2,

(8) a(u,v;s) = pour p.t. s > u.

Par conséquent, pour p.t. s ( ~+, l’égalité dans (8) a lieu pour

p.t. (u,v) ( Rs~ et nous voyons donc que, grâce à la propriété
(c) du théorème 1,

03C62(03B6)d03B6  ~ p.S, pour tout z ~ IR2+.

De plus, si s est hors de l’ensemble exceptionnel, l’égalité p.p.
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des intégrants a et 03C6 implique

(9) Mst = 

Rst 
= 

Rst 
pour tout t ( H . Mais le premier et le dernier membre sont

continus en probabilité, donc ils coïncident pour tout (s,t) ( 

et le théorème est démontré.
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