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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1975/76

Théorie générale et changement de temps

par Nicole EL KAROUL
Gérard WEIDENFELD

Ce travail prolonge une étude faite par le premier des auteurs
sur la théorie générale par rapport aux tribus changées de temps par 1l'in-
verse d'un processus croissant adapté, continu,et exposéepar MEYER dans

le présent volume.

L'essentiel de la généralisation au cas d'un processus adapté
quelconque a &té fait par le second des auteurs. Toutefois la rédaction

de cet article a été commune.

Cet article est divisé en trois parties d'importance inégale.
La premiére n'a rien de probabilisteet essaye de décrire de fagon minu-
tieuse les propriétés de l'inverse i droite jt , d'un processus crois-
sant continu & droite, limité a gauche, défini sur R » C- C'est assez

fastidieux, mais indispensable.

Dans la deuxiéme partie, on suppose que Ct est un processus

croissant aléatoire adapté i une famille Ft , satisfaisant aux conditions

habituelles.

I1 est alors aisé de montrer que jt est un Ft temps d'arr@t.
On est alors en mesure de décrire les opérations de projection par rapport
aux tribus Ej , des processus et des mesures aléatoires'en fonction des
. PR - . . P
meémes opératlonis par rapport aux tribus Et.le corollaire en est &videmment
la description de tous les processus Fj optionnels et prévisibles, ainsi
=t
que de tous les processus croissants F. optionnels et prévisibles.
=3¢
Dans la troisiéme partie, on applique l'é&tude précédente au
processus croissant adapté Lt =sup {sgt, (W, s) EM , oi M est un
fermé optionnel, dont 1l'inverse i droite est D= inf {s > t;(w, s)éiﬂb
ce qui permet de préciser 1'étude commencée par B. MAISONNEUNE dans [3 ]

sur les tribus F_ .
:Dt
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I - Changements de temps sur R+.

On considére une fonction de répartition , Ct , définie sur
R+ , 3 valeurs dans R+ croissante (non strictement nécessairement)
et continue 3 droite. On prolonge C 2 i; en posant
C = 1lim C R
o]
At 8
mais on n'exige pas que C0 soit nul, ni que C soit partout finie.

2z désignera le premier instant 3 partir duquel C est

infinie, c.3.d.

[€)) (1) z=1inf { t ; t€ R, ,C, = m} . On a alors c, = Qx
La fonction C; définie par CE = lim C, » pour tyo
sthe
s<t

dans R+, sera notée Bt , et prolongée en zéro en posant Bo =0 .

Bt est alors croissante, continue a gauche, pour laquelle B = C
© ©o

mais pas nécessairement BZ = Cz.

Nous allons associer & C deux changements de temps:

le premier jt est 1'inverse a droite de C . Il est défini par :

(2)

j, = inf {s ; c, > t} si t est fini

jt est alors une fonction croissante, continue 3 droite, définie sur R+.

-

(3) mais prolongée 4 1'infini, en posant j_ = lim js =2z
S 4o
(bien faire attention & la convention : j n'est pas défini 3 partir

de la formule (2). Il serait alors toujours infini). Le second it

est 1'inverse 3 gauche de C . Il est défini par

i = . i _* i =
(4) 1t sup {s ; Cs < t} si t€R+ , et i )

-
it est une fonction croissante’continue a gauche sur R,.

L'identité suivante sera d'un usage fréquent :

(5) agcC <= i gb (a€R, , bER)
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Elle montre en particulier que it peut aussi €tre défini par:

(6)

ce qui entralne 1l'égalité

e
n

inf{s|Cs;t} (t€R+) ,

i,=2z=1i,

Une conséquence importante de cette relation est que
i = lim j (t€ER® , et que j. s'interpréte alors
t t t +7 t

s
pour t fini comme le sup { s I CS <t}

Le couple (i, j) jouit donc de propriétés analogues au
couple (B, C). La similitude de notation aidera peut-&tre 4 s'en souvenir3:

i est a la "gauche" de j,6 de méme que B est a gauche de C.
g 1,

Si 1'on étudie 3 leur tour les inverses de

i 4 on remarque que
) C, = inf { s | jS > t} est l'inverse 3 droite de j
(8) B = inf { s | js > t} est l'inverse 3 gauche de j.

Nous essaierons d'exploiter au maximum cette dualité. En

particulier:',. notons que :

(9) si.'z"=inf{t|t€R+,jt=+°°},j_=jw=z et

jt est fini si et seulement si t ¢ Z.

Par contre la caractérisation de {t I it< oo} est

moins aisée/car il faut tenir compte de 1l'extrémité gauche du palier

éventuel de C , 4 savoir it
20 z
(10) fi, <@} = {£ <2 U {t =2} N fig <)

Quant 3 1'identité (S), elle se traduit par :

2

aan ag jb < B b , ou encore ja <b <= By > a

a
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I1 est clair que les inverses que nous venons d'introduire
ne sont pas de véritables fonctions inverses. Nous allons préciser ce f“'t,”l

étudiant leurs compositioms.

z .

(12) D = jC = {inf {s | c >c} si t<z
s1 t 2>z

Dt est le premier instant de croissance de C aprés ¢t ,

arrété en z.

(13) z3>D >th z (t €E+) , et pour que Dt soit fini, il faut

et il suffit que 2z soit fini ou que si 2z est infini Ct <C,

La fonction D, est continue 3 droite, limitée & gauche, arrétée en z.

Regardons maintenant ce qui se passe sur la gauche en dé-

finissant :

(14) L. =1i sup {s | c, < Bt}

inf {s | c, > B}

€'est une fonction continue a gauchelqui satisfait 4 la relation:

(15) 'Q't Sth z avec  égalité si t >z

SLt désigne 1'extrémité gauche du palier de C en ¢t :

Que représente l'ensemble {Dt > thAe} ?

D'une part t appartient 3 un palier de C (nécessairement
fini) ; d'autre part, puisque iC = inf {s | CS > Ct} est toujours
t
inférieur & tAz , t satisfaitda t <z et th >t :i.Ct .

Ct est donc un saut de j (1orsciue de plus Ct =7Z , alors z est un

saut de C et Dt = z) . Nous pouvons résumer ceci dans la relation :



(16) 1 = 1. .
<t<
{p, > t Az} sER, i se<i}
. E . . - s
Notons que si t [ls, JS[ » D=3
De méme {£t<tAzk={iB <tAzSJ'B} et
t t
17) 1 = I 1 . . .
{R,t<tAz} S€R+ {i <t\<Js} et si i <t$JS,
L =1 .
t s

Notons que les paliers de C correspondent aux sauts de j

et réciproquement.
Nous introduisons maintenant deux fonctions Rt = Dt -thz

et St =zAt - 9“t qui mesurent,respectivement,la longueur du palier

de C (arr@tée en z) qu'il reste a parcourir aprés t , et celle parcourue
avant t . Pour que R/ soit fini il faut et il suffit que 2z soit fini
ou que t < i(C) si z est infini. Par contre St est fini pour tout

t fini. En utilisant la dualité de C et j , il est naturel d'intro-

duire les processus duaux de D, &, R, S :

(18) D, =, ={{mf s l3g> 3,y st e<z
Je -
= yA sinon
(19) z 3D, > thZ (t€R))
(20) E't - B, ={{sup {s | ig < 1t} si i >0
t
(o] sinon
21) Et < thz avec égalité si t >z,

L'ensemble {D—t > t Az} se décrit aisément comme

— ] 0 - ' .
séJR+ {Bs £t< CS} et 1'ensemble {,Q,t < thz} s'exprime comme

V)
_ {Bg<esc §.
sER+
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Les fonctions Rt et St sont définis respectivement par

—_— = - - - e = o-bA - . - . . . .
Rt Dt tAZ et St zZN t Q,t Pour que Rt soit fini, il faut

et il suffit que t soit strictement inférieur 3 Bz si zZ =+

Si M désigne l'ensemble (fermé) des points de croissance
de C, c'est d dire le support de C , on peut encore interpréter

les ensembles {Dt = tAz} et ‘l!lt =tA zk :

{Qt = tA z‘ = G = 1'ensemble des points de M, qui sont points d'accu-

mulation & gauche de points de M .

i,

tA z‘ =R = 1'ensemble des points de M, qui sont points d'accu-
mulation & droite de points de M .
De méme on définit M , e s R a partir de j . Les relations

suivantes sont alors immédiates :

(22) teR»cteﬁ , tGT{—‘-'thR

(23) thz €G=>BtAz€G s tAz€G=>1tA-Z€G

Remarque : Le lecteur familier de la théorie des ensembles "aléatoires"
admettra que nos notations sont justifiées par le fait que :

D, = inf {s| s>t , seEM Az

R,t=sup {s|s<t,s€M}Az

Nous allons maintenant &tudier les effets des changements

de temps sur les mesures. Si Y est une mesure positive sur (R:, BR”)
+
de fonction de répartition kt , nous lui associons deux mesures sur

(Rr y BR') définies par les relations :
+

(24) gy (£) Jf(jt) 1{°<J. «w} K¢ (£€b By
St +

Jo,o

(25) ug () Jf(it) Hoci <o} I (£€b Bpo

Jo,of
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Nous nous proposons de déterminer les fonctions de répartition

kd et k& de ud et ug . Utilisant la relation (5) , on obtient :
g = = = -
(26) k°(t) = J ‘{o<is$t}dks = jl{CO<s$Ct}dks kct kCo
Jo,d 1o,

La relation (26) équivaut alors & la formule de changement

de variable :

(27) j f(it) ]{o<i <m}dkt = jf(t)d(kc) . f€ (BR:_)
10,9 t lo,o t

Pour déterminer kd’ on a d'aprés la relation (12)

Hy(lo, tl) = Jl{osjsq}dks = jl{ossqat}dks = kB—t
Jo,oof

(28) et kg= lin () = kI HD, > thz} + k

1{D_ =t A z}
S\t s Ct Ct t

est la relation(24)se régerit

(29) J £(j )k, = ff(t)dkg (f € b B
.

lo,z[ lo,z[

Enfin par la dualité de C et j , on obtient aussi les

relations :

(30) j f(Bt) ]{O<Bt<°°}dkt = j £(t) d(kj)t (fGBR:)
Jo,o lo,o

et

@an j £(c)dk, = f f(t)dk,  od
To,z[ Lo,z

-

~ - - -
k= lim (ki ) =k, I{Dt >tAz} + k. l{Dt = tAZ}
e It It
I1 résulte des relations (23) et (24) que 1l'on peut
parfois préciser le support des mesures déduites de k , connaissant

le support de k . En particulier nous utiliserons plus tard le fait que :
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(33) Si k a son support inclus dans Gnﬂo ) z]J , kt = kD
et le processus kj a son support inclus dans En]lo, _z]J. Il satis-

fait donc a k. =k, .

En effet, si k est i support dans Gh]]o, zl}, & &tant

1'inverse a gauche de D , l'ensemble {® 5 t<s Dt} est iden-

tique a2 {s ; Lot < s} et n'est donc pas chargé par k .

Le processus kj = 'Et a son support inclus dans EAJIO, -z")]

t
et satisfait donc 3 k= k- .
t Dt
En effet 1= - c(s)dk. = 1= -, € dk
JGnlo,ZI ig JGAIO.ZI (B) s

or si S‘GGn]]o,z]] , Bg € En]]o,z_]]

donc ces intégrales sont nulles.

(34) De méme si k a son support inclus dans R"l[‘c:, 2{f, kg = k,Q,—
t
<d . - . -
et le processus kt: - élm ki a son support inclus dans Rnﬁb, -z'[[
&t s
et satisfait donc a k, = k=
't
t

La démonstration est analogue & condition de remplacer G
et B par (ﬁ et C).

IT - Théorie générale du processus changé de temps.

Nous considérons comme donné une fois pour toute$ un espace

oy F, P)) muni d'une filtration (Ft) " satisfaisant aux condi-
= = te
+

tions habituellesla laquelle nous adjoignons une tribu supplémentaire

permettant de définir la prévisibilité emn o |, Fo.
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Si Ct est un processus croissant, continu & droite, =F_ adapté,
tous les résultats de la premiére partie subsist:ent) en remplagant toutes
les fonctions qu'on y a définigpar des fonctions aléatoires dont nous
allons maintenant préciser la mesurabilité.

Tout d'abord/les va z,J et it sont des temps d'arréts

des tribus (Et) (ce que nous noterons F t. a.) puique débuts d'ensem-

bles progressivement mesurables.

On peut alors définir les tribus F_, F. .
=2 =Jt lt
poserons _—Et = Ejt et F =1V =_1~_‘t . La famille Ft _est croissante
c.a.d. et complété, Notons que puisque jt sz , E CF.

Le processus jt est un processus croissant E adapté,

c'est donc un processus F optionnel.

De méme le processus i est _f‘_ adapté cag’donc F prévisiw—

ble. Si nous appliquons la dualité de C et j , on constate que z,

C, et B_ sont des E temps d'arréts et que S, définie par -.F-C est
- - g

une famille croissante continue i droite et compléte de sous tribus de

F, » deplus F CG Yt€ER.

La va Dt est le début de l'ensemble F progressivement

mesurable {CS > Ct} , c'est doncun F t a. Mais le processus crois-

sant Dt n'est pas F.adapté, il est seulement G - adapté.

De meme, Bt est un f t.a et le processus croissant b_t = C.

est lui i—adapté .

Le processus croissant Q't est F.adapté cag , donc F.pré-

visible ; et de méme Et est :_FT_ prévisible.
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L'ensemble M des points de croissance de C est un fermé

aléatoire progressivement mesurable donc F optionnel.

L'ensemble G = {(w, t) | SLt

Par contre,1'ensemble R = {(w, t) | D,

tAz} est lui. F. prévisible

tAz} est G.optionnel

mais seulement F.progressif.

Dans [ ], MEYER a montré qu'il existait un ensemble r°
o . A
contenant R , tel que R = R ne contienne aucun graphe de temps d'arrét.
Ce qui entraine en particulier que tout processus F.optionnel nul sur

R, est nul sur RC.

L'ensemble M des points de croissance de j est E—op-
tionnel.

L'ensemble G = {(w, t) , %
1'ensemble R = {(w, t) , Bt

e = ¢t Az} est i-prévisible et

t Az} est F-optionnel , car _Et est un

processus E—optionnel.

Nous sommes maintenant en mesure de '"faire de la théorie générale"

par rapport aux tribus Ft'

=

* Nous remercions P.A. MEYER de nous avoir signalé et aidé a
corriger une erreur des précédentes versions,qui utilisaient implicitement

le fait que R &tait optionmel .
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Premiére partie : Projection des processus.

Comme d'habitude en théorie générale nous appelerons Sf la
tribu des processus F optionnels (resp g’celle des processus Ej-op—
tionnels) et _g la ;ribu des processus F prévisibles (resp. E celle
des processus E prévisibles). La projection d'un processus z , mesura-

ble, F. optionnelle est notée z° (resp. E optionnelle : zo)/ celle
= o =

F.prévisible sera notée z (reps E._prévisible : zp).

Remarquons tout de suite que si =z est un processus dépen-
dant d'un paramétre réel u , z(w, t, u) , B(R+) ® g«@B(R+) mesurable,
il existe un unique processus B(R+)G)g' mesurable, zo(w, t, u), (resp.
B(R+)8)g mesurable , 2P(w, ¢, u)Lqui est pour tout u , la projection

Fo optionnelle (resp. F prévisible) de z(., ., u).

En effet, ces propriétés sont &videntes si z est de la forme
g(u)y(t,w) et s'étendent aisemment par classe monotone & tous les proc-
cessus.

Nous introduirons encore une notation : si (r est un

PP

processus croissant 3 valeurs §+ , pour tout processus (Zt) nous
tgoo

P u
désignerons par r o Z le processus 2 et par r o Z 1le processus
r

Z(rt - u)t

Commengons par établir le petit lemme suivant :
Lemme 1 : a) si z est F._optionnel joz est ji-optionnel
b) si z est F.prévisible ioz est E..prévisible

¢) en particulier,si M est une martingale bornée cadlig

telle que M;'= 0, les processus (ioM) et (joM)-, définis respecti-
. _ . —_5limM

vement par (10M")t = Mz(t) et (JoM)t = ot ds

s
o t=o0

si t>oo



(GoM)_ = £ 1 Mo+ M, 1, 4
t o (B<tsC} Tu T i {tguls, c I}

M ‘{fthz} * Mit ‘{it - t A%}

sont prévisibles.

=1

Ces processus peuvent &tre distincts car i n'est pas

strictement croissant.

Démonstration :

a) la tribu :(Z étant engendrée par les processus z cadlag

!

adaptés, le processus joz est _f_ adapté et cadlag donc appartient a

b) De méme la tribu 2 étant engendréepar les processus.

|

7 cag adaptés, ioz est F adapté et ca uisque i 1l'est, donc iozg¢
g F g P ¢

il

c) Il en résulte que ioM est f prévisible et puisque joM
est __F_ adapté cadlag, le processus (joM)_ est _F__ prévisible. Il est
alors naturel de se demander si tous les processus _:E—_..optionnels (resp.

F-prévisibles) sont de la forme joz (ze_Q’) (resp. ioz, zc—;g).

Dans le cas général la réponse est négative.

. P + N - .
En effet, le processus identité sur R , qui est a la fois
F . prévisible et _f_- optionnel ne peut s'écrire sous la forme zj(t)

si j n'est pas strictement croissant.

D'autre part,le fait que it ne soit pas strictement croissant

montre)si on se refére au lemme l.c)) que les processus de 2 ne s'expri-
ment pas uniquement i 1'aide de ceux de P . Nous allons voir qu'on peut

toutefois décrire complétement les tribus’ T et

1+

Les propriétés suivantes des temps d'arréts des tribus T

sont fondamentales.
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Proposition 2 :

1

Démonstration :

Seuls les points a) et b) sont

un temps fixe a) et b) ont déja été énoncés.
Supposons T étage : T=)Z o, ls si
. 1 A.
i=] i
+ © sinon
b —
iz = .Z iy, ]K. si weuv Ai
i=1 1 1 =
z sinon
est F. F

mesurable car Fa

) €F, Vi
T i 7

a justifier. Si T

a) Si T estun F ta,j,= estun F.ta et T est F,
) ) = =i
mesurable.

b) Si T est un E ta prévisible 'iT est un F.ta, (ce
qui n'est pas nécessairement lecas si E n'est pas prévisible) et
T est F. - mesurable.

Le ta. défini par El = {f si gf = o0  est _f_.prévisible

= + o sinon
et i- est prévisible.
1

c) Si T est un g.ta/CT est un E.ta et T est SCT
mesurable.

Si T est un G.ta prévisible ou seulement un F ta ,

BT est un ___lf ta.
Le ta T, =T si ST =0 est G prévisible
+ ® sinon si T est G prévisible
et alors B, est -E prévisible.

est

weUR; » & S

est un F.ta et la va jT
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Soit maintenant une suite de ta &tages 7.[‘.“, qui décroit

vers T : j'f décroit vers ji‘: qui est donc un'_f_ ta et la propriété
n =
de mesurabilité est conservée} par suite de la continuité i droite des

tribus Ft'

Il reste 3 montrer b) : Soit Sn une suite de E ta annon-
gant T , i(T) = 1im j§ est un g ta et T = lim gn es‘—t_ donc
L n
3
_:F]"'f mesurable.
Supposons maintenant que S==o , T est alors point d'ac-
cumulation de points de croissanc%gj sur {T g %} , ce qui entraine

que < iz et im = lim j§ sur 1'ensemble {T ¢ z}N(T < =}
n

Iz T T
n

qui d'aprés 1'égalité (11) contient {i(T) < =} . Ceci prouve le ré-

sultat énoncé.

Corollaire 3 :

Si Y_ est un processus F adapté A I Y 1 (t),, -
t z e S B S ]
n n
est F prévisible, et I Y_ 1 (9 est F optionnel.
= n Tn [BT ’ CT[ =
n n
En effet, d'aprés la relation (12) si A€ Fr
="n
= : €T T .
Aﬂ{BTn < s} Aﬁ{Tn < j(s)} :Fs . Donc YTn est FBT mesurable
n

Corollaire 4 :

a) Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une v.a. T

'f‘w mesurable soit un F t.a. est que jT soit un F t.a. et que T soit

F. mesurable.
:J'i:

b) Une condition nécessaire et suffisante pour qu'unev.a. -'fj

Ils'ﬁl

mesurable /inférieure a 'z" soit un F t.a. prévisible est que :

1) iT soit un F.t.a., tel que T soit _F_‘].__ mesurable.
= T
2) le t.a. S défini par iy si TLT =TAz , Z si

iT <TAZ est F _prévisible.
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Démonstration :

e e

Les conditions nécessaires résultent immédiatement de la

proposition 2. Etablissons les conditions suffisantes.

a) Ona 1.z, = l;._ Iy 1+ I 1z 1 T)
“Tst} {JT$t} {RT—o} o {T<t} LBTn’ CTJE

et d'aprés le corollaire 3, le processus I‘TLtS est E optionnel.
LT

b) Soit (Un) une suite de F.t.a annongant S . La suite

CU croit strictement vers Bi- sur 1'ensemble li = T, car
n T
alors ii est point d'accumulation 3 gauche de points de M . Mais sur

cet ensemble Bi = T . Par suite, la suite de if.t.a CU croit stric-
7 =

—_ n
tement vers T sur Yfi =T . Par ailleurs :
9= < T} = <Tg
1{2T T} 5 1{BT T<Cp }
n n
= i- =T <Tcg
I iz =T} B, <TsC }
n n
T &tant Fi- mesurable, il existe un processus optionnel Y F.q Yi- =T
T

Par suite le processus :
%= < T < = < < 3 P
]{QT Tt} E l{BT <Y, LG } l{YT <t} est F prévisible,
n n n n
d'aprés le corollaire 3, ce qui prouve que la v.a Tz,définie par T2='T

si 2T <T, =+o sinon, est un E.t.a prévisible. Il existe donc une
suite (Tﬁ) qui annonce T2, en croissant strictement vers T sur QT < T

La suite cqg{ki =T} + T l{li < T} annonce donc T qui

est bien ’fprévisible.

Corollaire 5 :

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une v.a T F

mesurable, inférieure 3 z soit un F.t.a totalement inacessible est que :

a) le graphe de iT soit disjoint de tout graphe de
temps d'arr@t F-prévisible.

b) {ZT < T} est vide p.s.



94

Démonstration :

I1 suffit d'établir la condition nécessaire b), le reste

découlant de la caractérisation des F t.a. prévisibles du corollaire 4.

0r Iz g53= L 1 (M et si P{T-<T}>o0
{ag < T}~ By » Cr ) T ’
n o
il existe n tel que P{BT <Tg CT } >0 Cp étant ?..prévisible
n . n n -

T

on aurait aussi P{B_, < T < Cp }>0 et U= T sur {BT <T<Cp }

serait un F

car

n n n n
+o ginon

.a. prévisible tel que P(T =) > o,

t
VU est _f““, - mesurable: en e“'-t, ‘:'\I "‘&U'J"T , Aur frez et Test fi-.-"’"““"'“"

Théoréme 6 :

Considérons un processus &. positif , B(R+)®?m mesurable

arrété a z ’ défini pour {t = =}

a) Pour obtenir la projection f_optionnelle de Z,2°, on

peut procéder de la maniére suivante :

On construit le processus y(w, t, u) = (Z .
<
(Ct—u)vBt) (w) si t<z(w)

=7 si t2z(w)
(Bt+u) ACt

puis on prend sa projection F optionnelle, lf(w, t, u)

Le processus y°(., jt,Rt)l{jt<z} + y"(.jt,tACz—Bz)l{tACz > Bz}

est la projection F optionnelle de Z.
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De plus, tout processus Z , F optionnel , nul sur t >z,
2 5 . . - +
se représente 3 1'aide d'un unique processus y, O’®B(R ) - mesurable,

nul si t > z , satisfaisant aux conditions suivantes :

Le processus y(., t, o) est nul sur le complémentaire de R°

enveloppe optionelle de 1'ensemble R = {Dt =t Az}, ainsi que sur t > z.

Le processus y(w, t, u), pour u > o est nul sur 1l'ensemble

{(w, t) 3AC () < u}

b) Pour obtenir la projection _}-: prévisible,on procéde de méme %

on forme le processus X(w,t,u) = ( ))(w) si t £ z(w)

ZCt (Bt+u
A

=2z, (W si t > z(w)

(o]

puis on prend ses projectionsﬁoptionnelle X°® et F-prévisible xP
P, T = o + T =
Le processus X ('1t’°) l{St o} + X (.1t,St) I{St > o}

est la projection f.prévisible de Z.

De plus, tout processus 2Z , f_prévisible, nul si t >7Z , se
. . — +
représente 3 l'aide d'un unique processus B(R+)®}_3‘_,1®B(R ) mesu-

rable y satisfaisant aux conditions suivantes :
y(.t,0) est F. prévisible, nul sur {Zt < tAz}

y(.t,u) est F _optionnel, nul sur {ACt < u} si u est stricement

positif.

Démonstration :

Remarquons tout d'abord qu'il suffit d'é&tablir le théoré&me
(sauf pour l'unicité) lorsque Z est de la forme £(tAZ)M , ol
ME bfw et beB(R+) , le théoréme de classe monotone permettant alors
de conclure.

Nous notons Mt la version cadlag de E(M/Ft) et Mt_

sa version cag.
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a) Le processus y(w,t,u) vaut alors :

y(w tyu) = f(Ct - uvBt) M si t<z

f(Bt + uACt) M si t>z
et y°(w,t,u) = £f(C_ - M 1{t<z} + £(B_ + u,C )M 1{t > z}
: £ TUyBe .t t © YA z

car B, Ht >z}, € et M sont F, mesurable. Plus précisément,

il existe un processus que nous noterons Mz tel que M = M;

Le processus

y (m,Jt,Rt) = f(Cjt—Rtht)th = f(tAz)th si

° . _ - _ _ L.
y (w,Jt,tACz Bz) f(Bjt+(tAcz Bz)A C M f(tACZ)M si j z

est manifestement F - optionnel.

De plus si T est un E‘- - t.a, TAZ est Fj mesurable.
= = t
E(T<+of (TAz)M) = E[ j <z ;f(TAz)th] + E[B_ST<C,; £(thZ)M + E[G§T<+o £(Qa)M]
= E[T<+> y° (w,jt,it] , ol on convient que
i—t =tAz -B si Bz Lte<C, , ce qui prouve le résultat.

b) La projection _:F_- - prévisible du processus Z est égale 3

£(t AZ) lim M2 = £(tAZ) M‘i’ {8, = o} + £(cAz)M] 1{‘s’t > o} si tgz
sttt Is t t

f(z) M sit > z.

ce qui s'écrit encore

P = P S = r o o . . <
Z, f(Bit+0 Acit)Mit 1{st o} + f(Bit+StACit)Mit l{st >0} si i gz

f(CZ)M; 1{z < it}

!.e résultat sur la projection prévisible est alors établi.
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c) Il reste a établir les résultats d'unicité.
Dans le cas optionnel, formons (w,(Ct-u)vBt) si t<z.

C'est un processus de la forme y|[ m,jB , Cj —(Ct—u)vBt] ol y
t

By

est (J@QB(R&) - mesurable.

Le processus y(w,t,0) ]{Dt=t} 1{u = o} + y(m,jB , u) l{ACt > u}
t

est gal a 1{u = o}l{Dt =t} Z(w,Ct) + l{AGt >u > o} Z[w,Ct - u] e¥

est unique, car si deux processus optionnels coincident sur {Dt =t}
ils coincident sur R°®° , 11 satisfait aux conditions du théor&me car

1{cj =t} Z(w,Cj ) I{JC. =jt} + 1{cj >t} l{Cj >cj —t+BL }zZ (w,t)=2Z(w,t)

t t i t t t t

Si t =2 j _ _ e _
Bz+uACz =2z et z(w,Bz+uACz) =y (w,z,Bz + uACz Bz)

De méme la v.a. y°(w,z, u) ]{ACZ > u} égale d z(w,u + Bz)

satisfait a l{jt=Z} y° (w,z,tAZ - Bz) I{ACZ > thz - Bz} = z(w,t) l{jt =z}
La démonstration dans le cas prévisible est tout & fait ana-
logue, bien que plus simple.
Corollaire 7 :
a) Si T est un F t.a. les tribus F,,- et F, sont égales
= =TAz =ip
b) Si T est un G t.a. les tribus G et F coincident
= =TAz =Cp
c.a.d. G, =F .
=T :DT
Démonstration :
Tout élément de la tribu Fj est de la forme Z. ol Z
= T T .
est optionnel arrété a z , car jT < z. , et tout €lément de FT est de

la forme  y(w,j .cj -TAZ) 1{jT <z} + y(w,z,TAz - B) l{jT > z}
T

v.a. qui est manifestement Fj mesurable car TAz est F. mesurable.
=7 =T
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Corollaire 8 :
a) Si T est _:f‘_ t.a. prévisible, inférieur ou égal a =,

de graphe contenu dans {E,T = T} 1les tribus j%' est F,- coincident.
= =ig

b) Si S est un G t.a. prévisible inférieur ou égal a =z

de graphe contenu dans {RT = T}, les tribus _F et G_ coincident,

s S
ce qui entraine que G-=F

=8 2

S

Démonstration :
Si T est un E t.a. prévisible, tout &lément de AFT‘ est de
la forme, "Z_T ol Zeb? si de plus {ET = T[\i} , alors il existe

beP.t.q. zZ =vy.
- T lT

La tribu :F.‘,I; est ‘donc incluse dans F;-—

La réciproque est &vidente.

Remarque :

On a toujours F, si T est un F.t.a. prévisible.

Projection duale des mesures dont le support est inclus dans 1'ensemble

{§—t > o} ou {R_t > o}

Nous nous intéressons maintenant aux projections duales des

processus croissants par rapport aux tribus Ft'

Tous les processus considérés satisfaisant a KE = Kz‘ =K,

Dans un premier théoréme, nous étudierons les projections
prévisibles (resp. optionnelles) des processus croissants dont le support

est inclus dans {2.,5 = sAz} (resp. ITS = sh Z).
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Théoréme 9 :
a) Si bKt est un processus croissant, satisfaisant a Ké =K,

-Eo = 0 , qui ne croit que sur l'ensemble {ES =8} =G , la projection

duale f—prévisible de X, notée PR s'obtient de la manidre suivante :

on regarde le processus croissant Kt = KCt qui satisfait identiquement
a Kt = KDt (cf. (33)) . Sa projection duale g—prévisible, PKt , satis-—
fait 4 la méme relation. Le processus croissant PK, est alors égal au
processus pKi . Il est donc :F_vprévisible et c'es‘t: la projection prévi-
sible duale ge T(-t.

b) Si Et ne croit que sur 1l'ensemble {Bt =t} , on regarde

le processus croissant continu 3 gauche K,- . Appelant K , le processus
g PP P
t

rendu continu & droite, et °K sa projection optionnelle, on vérifie que

°Kt' = °K2- . Le processus °Ki‘ , égal 3 °K.- , rendu continu i droite
t - t It

est la projection duale F - optionnelle de K.

Démonstration : duale olun prowssvs ceoinvant KgJ
a) La projectm prévisible(est 1'unique processus croissant

E prévisible, PR , satisfaisant pour tout F.t.a. T , a
F -%) = (PR - P% -
E(K, - Xp) = ECR, - PRy)

Or K:I' = K]-)_ = K= , 4 cause de l'hypothése sur le support de X

T b
E®,-%) =E (R, -Ks _ ) =EK, -K, =) oi K =K
C. = 0 T t
(D) i Ce
j(T) est un F.t.a. par suitel = E(me - Py, )
= J T
or Kt=KC =KC. =KC =KD
t JC Dt t
t
2 Py P Ef d’kg =E/ dKg
Dt étant un _E_.t.a. , on a encore Kt KD Icar 1t.D.] t.D.]
t t t
et Px, =Pg, = Pg, = Pg, car t$C, £C,
Je e, Ic. e v e
Je L
Le processus Py, = 1)Ki est donc F-prévisible, et satisfait a
t t =

= = _.®. _p
E(K, - Kp) = E( ij KjT).
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b) La projection F optionnelle duale d'un processus croissant

est 1'unique processus croissant F-adapté satisfaisant pour tout

I‘".t.a. T a:
= ’ /

E(K, - K& = ECR, - °Kg)

Or d'aprés 1'hypoth&se faite sur les supports K KB KB
_ o IR
car B, <t d'oi E(_ - K2 = E(K_ - - ) =
e " ® KBi(T) KB(T)
Une difficulté certaine apparait ici)du fait que iT n'est
par un F.t.a. en général. Comme i- est majoré par le F-temps d'arrét

T
jf » nous introduisons le temps d'arrét S , défini comme le P-ess inf

de tous les temps d'arrét qui majorent i le processus 1{S & t} est

T t
est alors manifestement la projection optionnelle de l{iT < t} et
E(R, - K- ) = E(K, - Kﬁ;) = E(K, KB )
i=
T
Juq\c. umssn L3
Notons °H 1la projectionYoptionnelle du processu , défini

par Ht'= KB;

E®, - ¥y~ ) = ECH, - "B = ECH, - °H, ) = ECH,, -
1f T

car {S gt} est la projection optionnelle de {iT < th

Le processus croissant °K défini par °E£‘= °Hi est alors
t
la projection duale ?}optionnelle de K et satisfait manifestement
a °R- = °K- -
Il reste a &tudier les projections des processus croissants, dont
les mesures associées ont un support inclus dans {i; < tAZ} ou

{it > t AZ}.

Théoréme 10 :

a) Si Kt est un processus croissant, satisfaisant a K% =K,

et Ko = & qui ne croit que sur 1l'ensemble {E- < Az}
’

On considére les processus croissants

o =
K = :21 Hr <t} (‘KCT K ).
nAu nAu
g/w
les projections optionnelles KB permettent de définir une
tAu

P +
mesure de transition N(w,t,du) de C}'vers B(R ) de support contenu

dans ]]Bt’»ctﬂ telle que les proceé;hs
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g l{Tn <t} N(m,Tn,]o,u]) soient les projections optionnelles duales

de Kz » La projection duale prévisible de égale a

‘E; est alors

Pos
K, = 2 N[w, T, 1B , C 11
t n n TnAt: TnAt

b) De méme pour le cas optionné, si K ne charge que gﬁ; > tAES

B = IZI l{Tn < t} (Ré -T{B' ) , admet une projection duale
T

t

TnAu nA u
F-optionnelle définie par g l{Tn <t} N (w, Tn,] o,u] ) , oi N est
une transition de CY vers B(Rf) de support inclus dans rﬁt, Ct[

Le processus °K~ est alors égal &

°k*= % Nw, T, I[B » C D)
t n n TnAt TnAt

Démonstration :
Tous les processus prévisibles sur gf; < tﬁig sont de la forme

Z = 2w, T, t =B ) oi ZcU@BR)

Z_ = L 1
t 1B C
n ’
1By > Gy
Par suite si ﬁt désigne la mesure sur les E;prévisibles associées a

n
-
K;

gfabB(R+) une mesure Y définie par

TI(Z)=ZEjZ(w,T,t-B)1 ) AR = wlz)
k n T ]BTn , cTn-l t g

elle induit sur

n
. P . / - .
Considérons pour u fixe,les mesures aléatoires

u
= < -
k.= I M1 <t} (KCT KBT )
niu niu
Tn étant une suite de F.t.a. , la projection duale optionnelle de cette
P N - u
mesure est égale 3 °K:’= z ]{Tn < t} WTR
ou Wz = (KC -KB g
thu thu

Si u croitles projections optionnelles sont croissantes et
peuvent &tre choisies continues 3 droite ; on définit ainsi une mesure de

s + _ . . 5
transition de S?Jvers R , notée N(t, w, du) satisfaisant a

wo il =
QA XY

o) o
- £ 8 1=§
. &L §
2, L2

g %

Iz
1
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E[ N(T: w, f) s, T < +°°] =E|l (u) f(u) dK gL T est un f (‘..q)
)BT > CT] u ’

et méme plus généralement si z€ Ol®B(R+)

E(T < +o /Z(T, w, u) N(T’ w, du)) = E{T < +°°} Z(T,w,!l) 1]B (u) dKu
T ?

CT]

En quticuliu,

Si 2(s,w,u) = 1{u¢]Bs, C‘]’ il vient E(T < +°°jl (u) c N(T,w,du)= 0
]BT s CT]

uE(Z) = IZ; Ejz(m., Tn, t - BTn) 1]13.1. (t)CT I N(Tn, w, dt)
n n

Le processus croissant, défini par pl_(t =Z MNs,w,o,t]]
s

est associé i mesure iﬁ'

P = -
or K tzl ]]BT <tg CT ] [N(Tn,w,t) N(Tn,‘“, BT )l

n n n

) l{cT <t} [N(T_,w,Cp ) - N(T_,w,Bp )]
n n n n

est la somme de deux processus prévisibles. Il est prévisible et c'est la

projection duale prévisible de T(t.

b) Le cas optionnel se traite sensiblement de la méme fagon.
Si Z est un processus F-optionnel, nul sur Bt = thz ,

. . +
Z se représente de fagon unique 3 1l'aide d'un processus y€ _C_7® B(R)

z, =y, i, R)Mi, <z} + y@, 2, thz - B} 1{j, =2}

t’

Si nous notons encore TJE » la mesure sur les processus
E—optionnels associés 3 K , c.3.d.
Mg (@ = E( gjy(w, T cTn -t} l{Tn < z} K, 1{13Tn <t< cTn}

+ E(Jy(w, z, €Az - Bz} 1{13Z Lt< cz} th

- . . . . +
nous définissons ainsi sur O)QB(R ) une mesure uE
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- PP u _ < - _ -
U étant fixé, les processus H/ T l{Tn <t} l{Tn z} (Xg Ky ™)
n thy tAu
+ Hz gt} K5 - Kg))
ont une projection duale optionnelle égale a

u u
Hr ¢t} Hr <z} v+ Hzce}l ¥

~ u - - o wu - -\0
ot Y = (K - ) et ¥ = (K7,= - )
t CtAu KBtAu z ullz KBz
Le méme procédé de régularisation permet de construire une
o +
transition de Ef vers B(R') , N(t, w, du), telle que WE = N(t,w,losd)

On montre alors aimément que
EQN(T, w, £); T <4=)=E |1 () F(u) dk, pewr four Eta T,
) [BT CT[ u

. A, R o + .
relation qui s'étend 3 tous les éléments de QQE B(R') et qui permet

d'établir que N(t, w, du) a son support dans [Bt’ Ct[ et que

up ) o= E E.ng(w, T cTn -t} 1{BTn gt< CTn} N(T , , dt)

+ E Jz(w, z, thz - Bz) l{Bz £t< Cz} N(z, w, dt)

On conclut alors comme en a) en vérifiant que le processus

= é N(., s, [0, t1) est continu 3 droite . Or il est égal a

1
=]5e

T

1{B,, £t< Cp } N(T, [BT , tl)
n n n

+ I 1{cT £t} N(T_, [Bp » Cp [
n n n

Cette décomposition prouve donc qu'il est Efadapté.
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III - Un exemple important.

La situation que nous allons décrire compléte les travaux de

B. MAISONNEUVE sur le balayage, dans une optique "théorie générale".

Considérons un fermé aléatoire M optionnel. On pose
Lt(‘-’) =sup {g gt , (s, weEM L, est fini p t fini.
C'est un processus croissant, F-adapté continu 3 droite, dont 1'inverse

3 droite est D, = inf {s ; L, > t} = inf {s > t ; (w, 8) EM}

Les tribus FD sont encore notées _(_;t.
—_— t -

Nous pouvons établir tous les résultats de théorie générale

par rapport aux tribus Gt en utilisant 1'étude précédente. Remarquons que

= i <+
LD Dt s1 Dt 0
t
= Lw s1 Dt = 40
Les processus lt =sup {s <t, (s, w) EM} est continu &

gauche et L; = % . De méme 1l'inverse 3 gauche de Ls est

t
Dt‘= inf {g >t (0w, g) €M}

Le processus SLD_ = sup {s < Dt’ , (w, §) €M} est égal a
t
3 < - . D = T =
Qt car si t <u Dt , (Wy,u) €M . On a donc Dt DtALoo et Q't ILt
' ~ _ R - .
L'ensemble 'Dt > tALw} est alors égal a ks}[g'.;’ Ls[ LsJ[Dls’ DQ,[

' =
et 1'ensemble {!?,t <t} LsJ ”’s’ Ls]

Les proposition 2 et corollaires 3, 4,5 s'énoncent alors ainmsi.

Proposition 11 :

Soit T wune v.a. G -mesurable, inférieure a L

a) Une condition nécessaire et suffisante pour que T soit

un G.t.a. est que DT soit un F.t.a. et T soit FD - mesurable.
- = =T



105

b) Une condition nécessaire et suffisante pour que T soit

G.t.a. prévisible est que :

- D7 soit un F.t.a. et T soit F --mesurable
T = :DT

- le temps d'arrét S , défini par S =T si & =T, +

sinon est F prévisible.

c) Une condition nécessaire et suffisante pour que T soit

un G.t.a. totalement inacessible est que :
- 1'ensemble {[TI) soit disjoint du graphe de

tout temps d'arrét F_prévisible.

- {RT =T} p.s.

Théoréme 12 :
+ — o Y
Soit Z un processus B(R)® F_-mesurable, arrété a L,,,fo-“t‘f-

a) Pour obtenir la projection G-optionnelle de Z, on cons-

truit y(w, t, u) = ZLt w v , puis sa projection F-optionnelle y°
- ¢ =

Le processus y°(w,Dt,Dt -t) H{e <L }+ y°(w,L,”tAQm~Lm)l{t > Lw}

est la projection G-optionnelle de z .

De plus si Z est gfoptionnel, nul si t>1L_,

D_ - t) . Le processus - orn°““‘h

Z(w, t) = y°(w, D, 4 D,

y°(w, t, o) ]R°(t) + y°(w, t, u) l{Lt - 2t > u} est unique.

b) Pour la projection gfprev151b1e, on forme X(w,t,u) = Z(£t+u)ALt

et on regarde sa projection F-prévisible Xp, sa projection F-optionnelle
x°, - B
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Le processus

Xp(w,lt,o) I{R.t =t} + X° (w,D't, t - Q,t) 1{e > J?,t} est la projection.

G-prévisible de Z . Notons que il est F-adapté, et méme

F-prévisible si {lt =t}

De plus, si Z est G-prévisible nul si t>L_  , le

processus X (w,t,0) l{lt =t} + X°(w,t,u) I{Lt - lt > ul est unique.

Théoréme 13 :

Soit K un processus croissant G _-mesurable satisfaisant a

a) Si K a son support inclus dans l'ensemble {t = R,t} alors

K satisfait a K_= = car =K
t KDtAL KD: KL"’ *

0

= car DO £ D
KLt Lt

$a projection duale G-prévisible est alors égale & sa pro-

jection duale g—prévisible et est évidemment 3 support dans {t = 'Q't}

}

. . . =
b) Si K ne croit que sur 1'ensemble  {tAL_ DtALw

i it i T = o= - = K~ <
K satisfait a Ko KQ KD KD _ car SLD < t.
t t t t
Sa projection duale G-optionnelle est alors identique a sa
projection duale F-optionnelle et est &videmment d support dans
{eAL = DtALm}

c) Si K a sont support inclus dans {SLS < s}

On regarde la projection F-optionnelle du processus [KL - KQ' 1
- thu thu
qui définit une mesure de transition de _Q/ vers B(R+) , notée

N(w, t, du) 3 support dans l'ensemble ”’t’ Lt]
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Le processus croissant é l{JLs < LS} N, S, 1 2gpes Lgpe ] est

la projection duale G-prévisible de K.

d) Si K a son support inclus dans 1l'ensemble {DtAL > tALm}

(e
(sont encore {Dt > t} puisque K ne charge pas [L, +°°[)
On regarde la projection F-optionnelle du processus
(KL' = KQ"' ) qui est un processus croissant en u , continu & gauche

s \u s fu

- . e +
permettant de définir une transition N1 de 0 vers B(R) par

Nl(u, sy [0, ul = (KL"‘ - K, )° de support inclus dans [SLS, Ll
shu shu

La projection duale G-optionnelle de K est alors égale a

-"-Kt'= I N(w,s,[2
s

sAt’ LsAt [)
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