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CHANGEMENT DE TEMPS D'UN PROCESSUS MARKOVIEN ADDITIF

par B, Maisonneuve

Soit (X,S) un processus markovien additif ( CINLAR [2]) dont la com-
posante additive S est positive, et soit Ct= inf{r : Sr>t}. Dans son
article [4], CINLAR exprime la loi du quadruplet

Z, = (xct_, t=Sq _ , X5 sct—t )

t t

en fonction d'un systéme de Lévy de (X,S) et du potentiel de (X,8S).
Nous nous proposons d'abord de donner une démonstration simplifiée

des résultats de CINLAR, Nous montrerons ensuite que les processus

markoviens additifs fournissent des exemples de systémes régénératifs

( dans un sens légérement élargi ) et nous en tirerons la conséquence

suivante : si l'ensemble aléatoire SR est p.s. sans point isolé, le

processus (XC ,SC -t) est fortement mirkovien ; lorsque S est une fonc-

tionnelle addltlve continue du processus X, la composante S -t est
nulle si C £<® et on retrouve un résultat connu, & savoir q&e le
processus (X ) est fortement markovien. Le paragraphe III est consacré
a quelques fo%mules concernant les subordinateurs, et est traité de
maniére indépendante du reste.

I, DEFINITIONS , HYPOTHESES

1. Soit (X,8) = (Q,M Mt’ 4 S, t,PX) un processus markovien additif
(P.M,A.) au sens de CINLAR [2]. On suppose que X:(O,M,gt,xt,gt,Px)
est un processus de Hunt, & valeurs dans un espace E et & durée de vie
infinie, La famille (M ) peut &tre plus grosse que la famille naturel-
le ( diment complétée ) du processus (X ). On suppose que la quasi-con-
tinuité & gauche de X a lieu pour les temps d'arréet de la famille (M ).
S est une fonctionnelle additive parfaite & valeurs dans R+ et adaptee
a (gt). Pour tout temps d'arrét T de (gt), tout t€R, , toute fonction

borélienne positive f sur EXﬁ et tout x€E on suppose que l'on a
B[ £(Xy,S )06y | Mp ] = E T[f(X 5,)] sur {T<oo}

égalité qui reste vraie si 1l'on remplace f(Xt,S ) par une fonction de
toute la trajectoire du processus (Xt’st)t>0 .
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2. Nous supposerons que le processus S est quasi-continu & gauche par

rapport a la famille (M ). D'aprés CINLAR [3], il existe alors un
systéme de Lévy (H,L) pour 1e P.M.,A. (X, S)( ) ¢ H est une fonctionnelle
additive continue de X ( i.e. adaptée & la famille de tribus (F ) asso-
ciée au processus X seul ), et L est un noyau de E dans Exﬁ 3 pour
toute fonction F borélienne positive sur ExR xExR on a, en posant
J={t>0 x ;x ou 5, #8,}

X
(1) E [ P e F(X 1S5 0X,5) ]
s<t
t
X
= B [ é dH éx]o,oo] L(Xs,dz,du)F(Xs,Ss,z,SS+u) ]

Dans cette égalité nous avons posé F(y,u,y',u')=0 si u=+oo . D'une
maniére générale, les fonctions f sur Exﬂ+ considérées par la suite se-
ront étendues & Exﬁ; en posant f(y,u)=0 si u=+oo .

3. Soit A la partie continue de S, D'aprés CINLAR [3], A est une fonc-
tionnelle additive de X. Quitte & remplacer H% par Ht+A +t et & mo-

difier le noyau L, nous pouvons supposer que A<H , donc que dA ~a(X )dH

ol a est une fonction borélienne sur E comprise entre O et 1. Qultte en-

suite & effectuer le changement de temps strictement croissant T4 t

sur le processus (X,8), on peut supposer que Ht_t Ce changement de

temps n'affecte pas le quadruplet

ol C,= infir : Sr>tl s et ol par convention X, =X, =23, 3 étant un

point hors de E. Nous poserons E, = EU{a}.
4. Pour en finir avec les notations, nous définissons le potentiel
de (X,8)
lee}
U(x,f) = EX[ é £(X,,8,)dt 1, xeB
pour toute fonction f borélienne positive sur Exﬂ+ ( rappelons que par
convention f(x,+m )=0 ). Pour t=+w la formule (1) peut donc s'écrire

X
(2) E*[ Zoeg F(XS_,SS_,XS,SS)]

=/ TU(x,dy,ds)/ I(y,dz,du)F(y,s,z,s+u).
B, x10,00]

(*) On trouvera en appendice une nouvelle démonstration de ce résultat.
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II, 10I DU QUADRUPLET Zt=(xct-'t"sct- ,xct,sct_t) .

Proposition 1 . Pour tout x€E , tout t>0 et toute fonction borélienne
positive f sur Exﬂ+xExﬁ+ on a

(3) Ex[f(zt)1{30t>ﬂ] =

= U(xydﬁhds)/ L(y,dz,du)f(y,t-s,z,stu-t)
Ex[0,t] Ex]t-s, o ]
Démonstration., Sur {SC >t} on a Ct>0, car SO=O, et on a aussi Ct<mo, de
sorte que le premier mgmbre de (3) est bien défini, On a

£(2,)1 £ (X _,t-8,_,X ,8,~t)I

s€d

En effet, tous les termes de la sommation sont nuls, sauf si Ss_gt et

Ss>t, c'est 3 dire si s=Ct et si Sy >t. L'égalité (3) n'est autre que
t

{sct>t! = {ss_gc,ssyc} .

1'égalité (2) écrite pour F(y,s,y',s'):f(y,t--s,y',..'=.'--'l7)1{s<._t7 s'>t§.
<0y

C.Q.F.DO
Remarque. Le méme argument permet d'établir que
EX[£(2,)I 1=/ U(x,dy,ds)/ L(y,dz,du)f(y,t~s,z,s+tu~t)
88, <t Thxlo,60 ) Ex[t-s,00] ’

( on convient que f(y,s,d,s')=0, de sorte que f(Zt)=O si ct=+°°)'

Au paragraphe III nous déduirons de la proposition 1 quelques formu-
les concernant les subordinateurs, La proposition 2 qui suit renseigne
sur ce quil se passe sur l'ensemble {Sc =t}. Rappelons que a désigne la
densité de A=S® par rapport 3 (Ht)=(t)§

Proposition 2, Soit x un point de E.

1) Pour toute fonction g positive bornée sur E, la mesure U(x,ag,.)
( c'est 4 dire 1'application Bi—> /U(x,dy,dt)a(y)g(y)IB(t)) est absolu-
ment continue par rapport & la mesure de Lebesgue et admet pour densité

(4) wylme) = Flal Tig ] (s(2)=0) .

2) Pour presque tout t ( %u sens de Lebesgue ) on a Xy =X, €
{fa>0lufal et Sg =1 P*-p,s. sur 1'ensemble {SC =t}. t t
t t

Démonstration . Soit G une fonction positive sur ExE et soit h une
fonction positive sur B, . On a

@ @®
é a(X,)&(X ,X )n(S )ds =(j) G(X _,X )n(8,)dA
= £°° G(Xs_,Xs)h(SS)I{Asszoldss (83 ,=8 -8, )
S
= éOmG(XOt-’XCt)h(SCt)I{ASct=0!dt .
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Dans cette dernidre intégrale on peut remplacer Sa: par +® car
Ct=+oo pour tzsoo et G(3,3)=0 par convention ; on peut aussi remplacer

la condition ASC =0 par Sct=t, car il n'y a qu'un ensemble dénombrable
t

de t pour lesquels les deux conditions différent., D'autre part 84=0,
donc en prenant les espérances des membres extrémes, il vient

(5) [ U(x,dy,dt)a(y)e(y,y)h(t)=/°°h(t)thx[G(xC S RAIT Iy
ExR 0 t7 Tt T

+
En prenant G(y,y')=g(y') dans (5), on trouve que U(x,ag,dt):ut(x,g)dt
I1 résulte aussi de (5) que, pour presque tout t, Xy =X eja>0luiat
t t
Px—p.s. sur {Sctzt}. On a aussi, pour presque tout t, Sct'=t Px-p.s.
sur {SC =t} & cause du théoréme de Fubini et du fait que { t : Sy _<t,
t

Sq =t} est dénombrable. ~ C.Q.F.D.
t

Des propositions 1 et 2 découle le théoréme suivant, qui constitue
le résultat principal de CINLAR [4].

Théoréme 1. Pour tout x€E, on a pour presque tout t>0 et toute fonction
£ borélienne positive sur ExB xExE

(6) Ex[f(Zt)] = {a>0} ut(x’dY)f(y}09Y9O)

+ éx[O,t[U(X,dy,dS)éxR_s,oo]L(y,dz,du)f(sr,t—s,z,s+11-t)

De plusg cette égalité vaut pour tout + si f(oye9es0)=0 .

Démonstration, D'aprés la proposition 2 on a pour presque tout t

Ex[f(Zt)I{sCt=ﬂ] Ex[f(xct’o’xct’o)li»ol(xct)lfsc;ﬂ]

= j{a>0} ut(x,dy)f(y,O,y,O) .

L'égalité (6) résulte alors de la proposition 1., Si f(.,.,.,0)=0
EX[£(2,)]=E*[£(2, )1 ] et d'aprés la proposition 1 1'égalité (6)
t t/ " {8 >t}
a lieu pour tout t. t C.Q.F.D.
Nous prions le lecteur de se reporter a l'article de CINLAR pour la

question"from almost all to all", 3 laquelle est fournie une réponse
dans certains cas particuliers.
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III, SUBORDINATEURS

Lorsque la composante S du processus (X,S) est croissante et que sa
composante X est constante, le processus S est un processus a accrois-
sements indépendants et positifs, c'est & dire un subordinateur., Les
formules que nous allons présenter ici pour les subordinateurs décou-
lent immédiatement de la proposition 1 précédente ou de la proposition
(5.4) de [9]. Nous préférons en donner une démonstration directe, dtant
donnée la gimplicité de celle-ci.

Soit donc S un subordinateur défini sur un espace (O,E,P). On suppose
que SO=O et que S n'est pas identiquement nul., On note A la mesure de
Lévy de S et U le potentiel de S : Uf = E[éoof(st)dt] (£20, £(+00)=0 ).

On note M le fermé droit aléatoire SR et pour tout t>0 on pose
., =

D, = infl{e>t ¢ seM } , R =D ~t Difeveoens TR,
thoeeoecee g'A
Gy = sup{st : seM | , A.=t-G, Gplooonmoaod ™t

C
Avec la méme notation C, que précédemment ( Ct=inf{u : Su>tl),t on a

Dt=SCt si C <0 , donc P.s. ( car 8,= + D.s. ) et Gt=SCt_ si R.>0,
tandis que Gt=t si Rt=0. La distribution du couple (At’Rt) est fournie

par le théoréme suivant,

Théoréme 2. Pour tout tzO et toute fonction f borédlienne positive sur
R+XI+

(1) Bl2(h,R)] = 2(0,0( 1 - [ U(@s)A(Te-s, D )

’

+/ U(s)/ A(du)f(t-s,s+u-t) .
[Oyt] Jt-s,00]

Démonstration. Sur l'ensemble {SC >t}, Ct est un instant de saut de S :
t
c'est 1l'instant s tel que Ss_gt et Ss>¢ . Par suite ( c'est 1'argument

de la proposition 1 )
ELe(hg Ry ) TR >0}

]

E[f(%-S Sy -t)I ]
Cy=""Cy {sct>tl

B[z f(t‘ss—'ss‘t)l{ss_éx,ss>t¥]

]

s/ %4a R I
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=/ U(ds)/ Aldu) £ (t-s,s+u~t).
[Ort] ]t-—S,CO]

Pour f=1 cette égalité montre que
(8) P{R,=0} =1 -/ U(ds)A(]t-s,0]) .
Lo,[

On en déduit (7), en remarquant que A,=0 p.s. sur {Rt=0}.

L'argument précédent fournit une démonstration rapide de la formule
(8), qui figure dans le travail de MEYER sur le probléme de convolution
de CHUNG [10] . En prenant dans le théoréme 2 une fonction f ne dépen~
dant que de la premiére variable, on obtient aussi le résultat suivant,
dd a4 HOROWITZ [6] :

Corollaire 1 . Pour tout th et toute fonction f borélienne positive

sur R+ on a

(8) EL£(4.)] = £(0)(1-/  U(as)A(lt-s,001)+/  U(ds)f(t-8)A(]t-g, ]).
L0,%] . 0,t]
Enfin, de (7) on déduit facilement la formule de KINGMAN exprimant
1'intégrale »
(j)me—nt[e—aA—b—rRt]dt (ayryq >0 )

en fonction uniquement de la transformée de Laplace de S1 ( voir [7] ;

voir également GETOOR [5] pour une démonstration plus probabiliste de
cette formule ),

IV, PROCESSUS MARKOVIENS ADDITIFS ET SYSTEMES REGENERATIFS

Revenons & la situation générale d'un P,M,A, (X,S) dont la composante
3 est croissante., Nous utiliserons les notations du paragraphe I, ainsi

que les notations M=Sn R Dt’Rt du paragraphe III, Nous poserons aussi
+

it = (Xct,Rt ) , B = (ExR,)U(Eyx{+co })

Le processus X prend ses valeurs dans B, On a alors le résultat sulvant:

Théoréme 3 ., Si l'ensemble M est p.s. sans point isolé, les noyaux I’,c

-~

définis sur E par
B ((x,0),2) = £(x,x-8) st tr , B ((x,1),2) = BX[£(X,_)] st tpr



535

forment un semi-groupe de Markov et le processus X est fortement marko-

vien relativement 4 la famille (EC ) et au semi-groupe (Pt), pour chaque
mesure P, t

Remargque. L'hypothése " M est p.s. sans point isolé" est satisfaite si
le processus S est continu., Alors SC =t si Ct<©o et le théoréme précé-
dent se réduit au caractére fortemen% markovien du processus changé de
temps (XC ). L'hypothése est également satisfaite si S est strictement
croigssant sur [O,Ca)[ . On peut aussi avoir un mélange de ces deux situ-
ations.

Démonstration. Rappelons d'abord que si S est continu on a Ct+s = Ct +

CsoeCt sur lCt<no} ( ce qui implique Xct+s= XCSOOCt sur {Ct<no§ et la
propriété de Markov de (Xct)). Mais dans le cas général, 1'égalité
Ct+s = Ct + Cs°90t ne vaut que si Rt=0, de sorte que les propriétés 4!

homogénéité

% » & = ocsooc y My, =M o0,

t+s 8 t t+s t t

ne valent que sur {Rt=0§. On a posé M =1 si teM, O sinon. Par ailleurs,
pour tout temps d'arrét T de la famille (MC ), Cp est un temps d'arrét
S A

de (Mt) et 1'on a
Xg
E[foGCt | gCT] =E T[£] p.s. sur iCT<oo} ,
donc p.s. sur {RT=0}, pour toute fonction f mesurable positive de la

trajectoire du processus (X,S).
Si l'ensemble M est p.S. sans point isolé, on a p.s. M= { t Sct=tl,

de sorte que M est progressivement mesurable par rapport a4 la famille
(gct). De plus, l'ensemble { t : Rt=0} est, dans ce cas, le fermé

droit minimal d'adhérence M. Le systéme (Q,M,M, ,X; ,6 ,PX 5 M) est
S t t

alors un systéme régénaratif dans un sens élargi ( les propriétés d'ho-

mogénéité n'ont lieu qu'en des instants privilégiés). Le théoréme II,.1

de [8] s'étend facilement & de tels systémes et montre que le processus

(X, ,R,) = (X, ,R,) est fortement markovien, de semi-groupe (? )e
CD t Ct t t
t
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V. APPENDICE

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que, convenablement adaptée,
la méthode de BENVENISTE et JACOD [1] permet d'obtenir facilement 1'exis-
tence d'un systéme de Lévy pour un processus markovien additif (x,8).
Nous continuerons de faire les mémes hypothéses sur (X,8), bien que la
positivité de S n'ait plus ici d'importance ( nous pourrions méme suppo-
ser que S est & valeurs dans B" ),

Pour toute fonection f mesurable positive sur ExExR définissons la
fonctionnelle additive A en posant

af

s = E R(X_,X,88) .

O<s§t

La premiére étape consiste d& montrer qu'il existe une fonction ¢ sur

ExEk§+ s Strictement positive sur l'ensemble D={(x,y,u) : x#y ou u>0}

telle que A% ait un 1-potentiel borné ( le 1-potentiel de A? est par
détinition B°[/Fe™%aaf 1 ).
0

Posons ( d est une distance sur E compatible avec la topologie )

D, = {(x,y,u) : d(x,y)z1/n ouuz1/n }, nx1,
k b 3 z
T, = Inf{t>0 : (Xt_,Xt,ASt)eDn} » T, = k-ilme itéré de T ,
-Tn
D= Dnn{(x,y,u) : Be ] <1-t/m} ,nmz1,
k . s R
Tom = inf {t>0 (Xp_s X, 08,) €D o, Tpm = k-iéme itéré de T .
Les T , Tgm sont des temps d'arrét de (Et)’ On a
k+1 k k XTk
-T =T 08,k -7 -
E’[e Tom 1 <E[e me, 0Ty 1=©E[e ™ ™M 7]
$ veer~Tam
< (1— o )E [e ]
Ip ~ T
. nm
Par suite le 1-potentiel de & ™ , qui s'écrit ® =l ], est bor-
k=1
né, Pour un choix convenable des constantes strictement positives a e
la fonction 9 = I a ID posséde les propriétés désirdes (x).
n,m

Pour une fonction g borélienne positive et bornée sur ExB_, on note

K€ la fonctionnelle additive définie par

(x) Cette méthode est empruntée & des notes non publiées de BENVENISTE
et JACOD sur les systémes de Lévy des processus de Markov.
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- _
Ky = 5 P(Xg_ X, 88 )e(X,, 85]) .
gt

-~

K€ est une fonctionnelle additive quasi-continue a gauche relative-
ment & la famille (gt), compte tenu des hypothéses de quasi-continuité
4 gauche faites sur (X,S) ; son 1-potentiel est borné. Notons HE la ,

projection duale prévisible de K&, relativement & la famille (gt) : HE
est une fonctionnelle additive de X, continue, de 1-potentiel borné.
Par définition on a pour tout processus (gt)—prévisible et positif 2

®
¢ - R g
B [séJ zs¢(xs_,xS,Ass)g(xs,Ass) 1 =©8[ é ZAHZ ] .
En prenant Zs de la forme h(Xs-) dans cette égalité, on voit que

Hg<:<H=H1 ( gréce au fait que >0 sur D ). D'ou 1l'existence d'une fonc-
tion borélienne bornée LZ telle que Hg=L;-H . Par un argument classique

on obtient un noyau L* de E dans ExE_ tel que L*g=1"g H-p.p. pour tout
g, Il suffit alors de poser

*
L(x,dy,du) = $T§%§TET L (x,dy,du) si (x,y,u)€D ,

O sinon .

Le couple (H,L) est un systéme de Lévy de (X,S).
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