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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1975-76

NOTES SUR LES INTEGRALES STOCHASTIQUES ., I
INTEGRALES HILBERTIENNES

( P,A, Meyer )

Aprés le cours sur les intégrales stochastiques de l'an dernier,
le sujet est trés loin d'étre épuisé, mais il devient impossible de
présenter les diverses questions dans un ordre rationnel. C'est pour-
quoi les chapitres seront remplacés par des 'notes" plus ou moins
longues, couvrant chacune un seul sujet.

J'avais résolu de ne jamais parler du cas vectoriel, pensant que
le cas de la dimension finie était évident, et le cas de la dimension
infinie trop difficile pour moi. Mais en Octobre 1975, un exposé de
L. GALTCHOUK au séminaire de Strasbourg nous a persuadés que, si M

valeurs_dans Ep, on doit définir 1l'intégrale stochastique /tXS-dMS
0

est une martingale 3 valggx§_ggg§_£f, X un processus prévisible 3

d'une manidre qui n'exige pas l'existence des termes de la somme

/tx;dM1s +oeee + [ x’SldMns . Le joli théoréme de représentation obtemu
0 0

par GALTCHOUK fournit donc la motivation de cet exposé.

Cependant, je profite de cette occasion pour exposer un peu de la
théorie des intégrales stochastiques en dimension infinie ( je me borne
au cas hilbertien, bien que METIVIER1 ait abordé le cas banachique ).
J'essaie d'utiliser aussi peu d'analyse fonctionnelle que possible, et
surtout de rester aussi prés que possible de notre langage habituel,

NOTATIONS

Nous désignons par H un espace de Hilbert séparable, par [.[ la
norme, par (.|.) le produit scalaire, Bien que celui-ci permette 4'
identifier H et H', il est commode de garder la distinction présente
3 1'esprit, et en particulier de considérer nos martingales comme
des processus 3 valeurs dans H' ( dans la notation du produit sca-
laire, les bra-ket des physiciens, les martingales figureront en
position "ket" : (’IMt) ). Je trouve en effet que l'espace B(H,H) des
formes bilindaires sur H ( avec sa norme usuelle , aussi notée [[ ),

1.Toutes les références figurent a la fin du texte.
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est un objet moins impressionnant que H®H avec ses diverses complé-
tions. Nous verrons que si les martingales sont & valeurs dans H!',
on peut se servir de B(H,H) comme sac ou fourrer tous les calculs.

Soit (X,%) un espace mesurable, et soit B un espace de Banach,
Nous disons que f : X-B est Z-mesurable si l'image réciproque de
toute boule appartient 34 % : c'est la définition usuelle. Nous dirons
que f est fortement X-mesurable si f est %-mesurable, et £(X) est une
partie séparable de B. Lorsque B=H, il n'y a pas lieu de distinguer
les deux notions, puisque H est séparable, mais il y aura un endroit
ot la distinction interviendra, et il faut rappeler que les limites
de fonctions étagées mesurables sont les fonctions fortement mesura-
bles, de sorte qu'on ne sait pas intégrer les autres par la méthode
de BOCHNER,

‘MARTINGALES ET PROCESSUS CROISSANT SCALAIRE

Nous considérons un espace probabilisé (Q,%,P), muni d'une famille
de tribus (9t) satisfaisant aux conditions habituelles, et une mar-
tingale (Mt) 4 valeurs dans H', nulle en O, Qu'est ce que cela signi-
fie ?

- Pour chaque %, Mt est une application ?t—mesurable de Q dans H',

- Pour chaque t, E[|Mt|] < o, i.e. M; est intégrable,

1{ MP = .tjx M.P .
Si 1'on prend une base orthonormale (ei), (Mt) apparait tout simple-

- Pour s<t, Aeﬂé, on a

ment comme une suite de martingales réelles M;, = (eilMt)’ relatives
3 la méme famille (9t), et assujetties 3 la seule condition que

(Ei M?t)1/2 soit intégrable. L'objet n'a donc rien de mystérieux.

Le processus UMtU est une sousmartingale réelle positive, & laquelle
s'appliquent les inégalités de DOOB, et un raisonnement tout & fait
classique montre que (Mt) admet une version cddlig.

En fait, nous ne dirons rien des martingales générales : toutes
les mertingales considérées ci-dessous seront de carré intégrable.

Je suis persuadé, cependant, que la théorie fine des martingales hilber-
tiennes ( en particulier celle de l'espace g’ ) mérite d'étre étudiée,

DEFINITION, On appelle processus croissant scalaire associé aM, et
on note #M1,M} , le processus croissant prévisible intervenant dans la

. 2
décomposition de la sousmartingale ﬂMtﬂ .
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Cette définition innocente cache un petit piége : tel qu'il est
défini, le processus crcissant scalaire existe pour des martingales
de carré intégrable & valeurs dans un Banach, mais on ne sait rien
en faire, car la relation

EL0M, 0%-Tw 0251 = B4, M ~p0, b |5 _]
n'entraine la relation fondamentale
2
(1) BODM-M 025 ] = BL4LMp, - B0, |5, ]
que dans le cas hilbertien. C'est la premiére difficulté du cas
banachique }

UNE INTEGRALE STCCHASTIQUE TRIVIALE

La définition du processus croissant scalaire permet aussitot de
définir une classe simple d'intégrales stochastiques. Soit (XS) un
processus prévisible réel étagé ( comme MO=O, on peut supposer que
Xy = O aussi )

(2) X =2 AI]t s 2

ol O=t,<ts...<t =0 est une subdivision finie de la droite, ol chaque
Ai est une v.a. réelle bornée 3t -mesurable, et An_1=0 de sorte que
k

Xt=0 pour t>tn_1. Nous pouvons définir
o0
=z M -
é Xdes k Ak( tk+1 Mtk)
vérifier que
(o} 2 ® 2
(3) BL0/7x aM [°] = B[ /7 XJdd,Mb ]
0 0 S S
et prolonger & tous les processus prévisibles réels tels que le second
membre de (3) soit fini. Cela revient en fait & prendre une intégrale

stochastique composante par composante, et ne présente pas d'intérét
spécial, que d'éclairer le rble du processus croissant scalaire.

La remarque suivante est peut €tre plus intéressante., Soit L
une martingale réelle de carré intégrable . Nous allons montrer qu'il

existe un processus prévisible <At) a4 valeurs dans H', & trajectoires
cadldg. et 4 variation bornée au sens suivant :
pour tout t sup_ ZkﬂAtk —A ﬂ = f UdA 0 est p.s. fini, et méme
1 intégrable
le sup étant calculé pour toutes les subdivisions finies T=O<t1..<tn=t
de [0,t] , et tel ( la phrase n'est pas finie ! ) que pour tcut xeH
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[fa<t, (x|M) > = (x|At) .
o s

Pour prouver cela, nous prenons une base orthonormale (e.), la base
i . n_.n i
dvale (e') de H', et nous posons Ait = <L,(ei|M)> . Soit At=81 Aj.ev.
Nous avons pour u<v , hors d'un ensemble négtigeable fixe, indépendant
de u et v, d'aprés 1'inégalité de KUNITA-WATANABE
n ,n vy2\1/2 n \4 vy1/2
DAZ-AR] =(5(<k, (e, IM)5T)2) /20 (22 1,17 (e, 1), (e, [1)5T) Y/

<<, 17 Y )12

Premidre conséquence : prenant u=0, v=t, nous trouvons que E[UA 0]
reste borné par (B[<L, I>, ])1/2(E[*M M*t])1/ , donc la série I A .e
converge p.s. dans H', Nous avons alors, en notant At Sa somme

la,-a,0 s (< IoTan Y )2 g,

d'ol la continuité & droite de (At)’ Appliquant ce résultat a des in-
tervalles (u,v) = (tk’tk+1) formant une subdivision finie de [0,t],
sommant et appliquant 1'inégalité de Schwarz, nous obtenons

Zk [IA_t —Atkﬂ < (<L,L>t)1/2(‘Hv[9M;i>t)1/2

k+1
d'ol il résulte, en passant au sup sur les subdivisions
t 2 2
(4) [ lanl < (<, 1) 2 (40,m.) /2 pus.

forme vectorielle de 1'inégalité de K-W, Il est naturel de noter

<L, (.|M) > le processus (At)’ mais plus suggestif de noter sa dif-
férentielle comme < dL , |dM )>, avec la possibilité de faire ap-
paralitre w : <dL (w), |dN (w))> . Remarquer qu'une martingale hil-

bertienne telle que <L,(.|M)> = O pour toute martingale réelle L ( de
carré intégrable ) a toutes ses composantes nulles, et donc est nulle,
L'intégrale stochastique Ht =/ XSdMs définie plus haut admet des

0]

caractérisations 3 la KUNITA-WATANABE, soit par la relation

t
*H,N#t =/ X d4M,Nb  pour toute martingale hilbertienne de carré
0 intégrable N

soit par la relation

t
<L, (.]|H) > = / X d< I, (o]M) >, bpour toute martingale réelle
0 de carré intégrable L .
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LE PROCESSUS CROISSANT ASSOCIE A M

Prenons 1'exemple de la dimension finie : Mt ayant des composantes
Mit dans une base orthonormale, le véritable 'processus croissant" est
la matrice des crochets <Mi’Mj>$ . Nous étendons cela :

PROPOSITION 1, Il existe un processus prévisible1(0£) sur Q, 3 valeurs
dans B(H,H), possédant les propriétés suivantes

1) Pour tout (s,w), Os(w) est symétrigue positive, de norme < 1,

2) Pour tout (s,w), toute base orthonormale (ei) de H, on a

I, s(w ; ei,ei) <1 A
3) Quels que soient xeH, yeH, le crochet des deux martingales réelles

(x|M,) et (yM,) est

(5) < I, (710 >y = [ o (x,y)api,

DEMONSTRATION, Soit D un espace vectoriel sur les rationnels, dénom-
brable, dense dans H. Nous savons d'aprés 1l'inégalité de KUNITA-WATA-
NABE que v Ll

(.. Jlas(x|®), (r|M)=,] 5 (Jaskelm), (xI>)2(/ a<ty W), (y]10>,)

A
Nl

A

fvd*M,M$s si [x[<t, Qyl<t
u

Ceci, parce que I]Mtl]2 - (x|Mt)2, UMtﬂz— (y]Mt)2 sont des sousmartin-
gales si [lx[<1, [yl<t . Nous pouvons donc choisir une densité prévi-
sible os(x,y) de d<(x|M),(y|M)>f par rapport & d*M,M$t.

Ce choix étant fait arbitrairement pour x,y e D, nous décidons de
remplacer par O la fonction Gs(w ; ey.) sur DxD si

a) ds(w ; X,y) n'est pas une fonction Q-bilinéaire sur DxD,
b) o,(w ; x,x) n'est pas positive sur D, et majorée par ﬂx[lz.

Comme nous ne modifions 0 que sur une réunion dénombrable d'ensembles
négligeables pour la mesure d*M,M*S , €t d'ailleurs prévisibles, nous
avons encore une densité, et la propriété a) est alors vérifide partout
sur DxD. Alors os(m) se prolonge par continuité 4 HxH, et 1) et 3)

se vérifient sans aucune peine sur H entier,

1, B(H,H) n'est pas séparable, et nous établissons ici la prévisibi-
1lité ordinaire., La prévisibilité forte sera prouvée plus loin,
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Passons & 2), Fixons un entier n , et désignons par €1reeey®) UN
systéme orthonormal & n éléments. Le processus UM u - I, (e |M )2 étant
une sousmartingale, nous avons {M,Mp, > I, ;<(ey |M), (e; IM) , ce qui
s'éerit Iy © (ei,e ) <1 p.p. pour la mesure d#M M* L'ensemble des
systémes orthonormaux & n éléments étant séparable ( pour la topologie

de H* ) et % étant de norme <!, nous pouvons en remplagant oy par 0
sur une réunion dénombrable d'ensembles ( prévisibles ) de mesure nulle
dans B xﬁ, assurer que 2 Y (ei,e ) <1 identiquement pour tout systé-
me orthonormal & n elements, puis faire tendre n vers 1l'infini, d'ou
2) identiquement. [

REMARQUE, Comme 4M,M} = Zi<(ei|M),(ei|M)> , on peut supposer ( quitte
3 modifier o sur un ensemble de mesure nulle ) que l'on a identique-
ment I, OS( 0 ; ei,ei) =1.

FORMES NUCLEAIRES, PREVISIBILITE FORTE DE o

Nous établissons maintenant, pour étre complets, une série de
résultats trés faciles d'analyse fonctionnelle. La conséquence en sera
la prévisibilité forte du processus qu'on vient de construire,.

Soit ¢ une forme bilindaire continue sur H, et soit u 1l'opérateur
associé ( o(x,y) = (u(x)|y) ). Nous supposons pour commencer que ©
est symétrique et positive.

a) Supposons que H soit de dimension finie, et soit (e;) une base
orthonormale de H, Alors Zj o(ei,ei) = Tr(u) ne dépend pas de la base.
En considérant une base orthonormale formée de vecteurs propres de u,
on vérifie que o(x,x) < [x0 Tr(u) pour tout xeH.

b) Maintenant, passons en dimension infinie, soit toujours (ei)
une base orthonormale, désignons par Hn 1'espace engendré par les n
premiers vecteurs, par P, le projecteur orthogonal correspondant.

00
Nous supposons que I; c(ei,ei) =1, et posons r =L O(ei{ei),
cn(x,y) = o(pn(x),pn(y)). Notre premier travail va consister & montrer

que o —> 0 en norme dans B(H,H) lorsque n-» ®. Comme les formes symé-
triques positives de rang fini bn appartiennent manifestement a4 un
sous-espace géparsble de B(H,H), nous aurons établi la prévisibilité
forte du processus (ct) .

Considérons deux vecteurs x,y de H, de norme < 1. Supposons d'abord
qu'ils appartiennent & H , avec m>n . Alors, d'aprés a) ci-dessus
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o(x,x) < uxuzzT o(e;re;) < 1, et de méme pour o(y,y)
De méme, en calculant dans HmGHn

a(x-pnx,x-pnx) < ﬂxﬂzzﬂ+1 o(ei,ei) <r  ( de méme pour y )

n
Comme o est positive, 1'inégalité de Minkowski nous permet de majorer
O(x,y—pny), etc. Nous en déduisons

| o(x,3)=0, (x,¥)| = |o(x,y-p y)+o(x=p x,p,7)| = 2/7)
Ceci, pour x et y appartenant a Hm , mais l'extension lorsque m=>>m
est immédiate, et on a le résultat désiré.

¢) Remarquer un résultat trés simple : il résulte de a) ci-dessus
que pour tout systéme orthonormal fini (fk) contenu dans l'undes H
on a EkO(fk,fk) < 1. Mais tout systéme orthonormal fini peut étre ap-
proché par un systéme orthonormal contenu dans Hm si m est grand, On
en déduit que Zk O(fk,fk) < 1 pour tout systéme orthonormal fini, puis
pour toute base orthonormale., Ainsi, si o est une forme symétrique > O
on a I o(fk,fk) < Iy O(ei,ei) pour tout couple de bases orthonormales.

Il y a alors égalité, et la valeur commune de toutes ces sommes est
notée Tr(o) , ou Tr(u) ( on parle de formes ou opérateurs & trace, ou
nucléaires ).

d) La forme 0 est limite en norme de formes de rang fini, 1!
opérateur u limite en norme d'opérateurs de rang fini ., Donc u est
compact ( sur ¢ , cela se traduit de la maniére suivante : si des X,
convergent faiblement vers x, leurs normes restant bornées, et si des
Yo convergent de méme vers y, alors o(xa,ya)-e> a(x,y). Il existe donc
une base orthonormale formée de vecteurs propres pour u, et dans cette
base (ei), g s'éerit

o(x,y) = Z; Ai(xlei)(y|ei) y avec Ay > 0, TiA; = Tr (o)

Plus généralement, soient o une forme bilinéaire bornée ( non néces-
sairement symétrique, ni positive ). On dit que o0 est nucldaire s'il
existe des vecteurs Xy et ¥y de norme < 1, des coefficients Ai , tels
que

o(x,y) = z, Ai(xlxi)(ylyi) ) I ]Ail < ®

et 1'on désigne par |o|, la borne inférieure des zi|xi| relatives a
toutes les décompositions possibles. On vérifie sans peine que |9|

< |o|1 , que | |1 est une norme sur l'espace des formes linéaires,
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pour laquelle celui-ci est complet, que toute forme nucléaire est
compacte. En fait, nous n'aurons jamais & nous servir des formes
nucléaires non symétriques.

Lorsque o est nucléaire et symétrique, il existe une base ortho-
normale (ei) dans laquelle o(x,y) s'éerit Z; Ai(xlei)(ylei), et il
est assez facile de voir ( se reporter aux pages 10 et 11) qu'alors
|o|1 = EﬂAiI. En particulier, si ¢ est positive, on a |0|1=Tr(0).

Abandonnons un peu l'analyse fonctionnelle élémentaire pour reve-
nir aux martingales.

LE PROCESSUS CROISSANT ASSCCIE A M (SUITE)

t
DEFINITION, Nous notons <(x|M),(y|M)> 1'intégrale / o, (x,y) a4, Mp,
relative aux versions de (ot) construites plus haut.

Le processus <(.|M),(.|M)> ainsi construit, & valeurs dans B(H,H),
est appelé le processus croissant associé a M,

Comme nous l'avons dit plus haut pour < I, (o|M) >, nous utili-
serons souvent des notations plus suggestives, telles que
< (x|dMS),(y|dMS)> pour d<(x|M),(y|M)>s . Les remarques suivantes

justifient la terminologie utilisée, et montrent combien le cas hil-
bertien ressemble au cas réel. Le processus <(.|M),(.|N)> qui y appa-
ralt est défini par polarisation, comme dans le cas réel.

- D'abord, <(.|M),(.|M)> est vraiment un processus croissant, &
valeurs dans B(H,H), ordonné par le cdne des formes bilinéaires posi-
tives. I1 prend en fait ses valeurs dans le cbne positif G+ de 1!
espace & des formes bilindaires symétriques nucléaires, muni de la
norme | |, , et 1'on a

Tr(<(. 1), (. |M)>,) = 41,0,
et plus généralement

|<Co 1), (1)< 1), 1>,y = 400,k = 430,00
1'application de B_dans & qui 3 t associe ét<(.|dMs(w»,(.|dMs(w»:>

est donc 3 variation bornée ( pour la norme | |,), et sa variation
totale est le processus croissant scalaire fg #dMa(w),dMs(w)$.



454

Cela n'a rien de profond, bien slr : c'est juste le fait que <, >
nous est donné comme une intégrale par rapport & & , + ( fait qui
entraine aussi, de maniére évidente, le caractére cddldg. des trajec-
toires dans la topologie de & ).

- Maintenant, regardons le processus Mfz = Mt8Mt 4 valeurs dans

B(H,H) - c'est la premiére fois que nous utilisons un signe ® dans
cet exposé, et nous le faisons au sens le plus banal, ol si f désigne
une fonction réelle sur F, g une fonction réelle sur G, f®g désigne
la fonction (x,y)—> £(x)g(y) sur FxG ; ici Mt(w)eH' est une forme
lindaire sur H, et Mt(w)®Mt(w) une forme bilindaire sur HxH, Ce pro-
cessus prend en fait ses valeurs dans &, il est cadldg. pour la topo-
logie de la norme | |1 , et c'est une sousmartingale. En effet, si 1
on a s<t, Aeﬁs s la forme bilinéaire symétrique

®2 _ @2
1{ (M° - M )P

est positive, sa valeur en (x,x) étant [ ((let)Z—(les)z)P . Ce que
A

nous avons fait, c'est réaliser la décomposition de cette sousmartin-

gale , <(.|M),(.|M)> étant le processus croissant correspondant. Bien
entendu, nous avons fait cela 3 la main, car nous ne disposons pas 4!
une théorie générale des sousmartingales 3 valeurs dans les Banach
ordonnés.

- Nous terminons sur un résultat que nous recommandons d'omettre
en premiére lecture, et pour lequel il nous faut quelques considéra-
tions d'analyse fonctionnelle élémentaire. Soit ¢ une forme bilinédaire
symétrique ( mais non positive ) nucléaire, Soit une représentation
de ¢ sous la forme

o(x,y) = zj PJ(xlxj)(yIYJ) ( ﬂij§1’ ﬂyjﬂ§1 ’ zijj|<@°)
Soit (ei) une base orthonormale de H. Nous avons

Zi|°(eisei)|§ Zizjlpjl[(eilxj)ll(eilyj)l = ZjZi

2y1/2 2y1/2
Z. (2 (e | X, .(es |y Z.lps
< 25 Dpgl By ey %)) 52 (e Iy )% < 25nyl
En passant & 1'inf sur la droite, on obtient Z;|o(e,,e;)|x |0|1.

Mais en prenant pour (ei) une base orthonormale de vecteurs propres
pour u, on a 9(x,y) = z; Ai(xlei)(yléi), avec A;=Z;0(e;,e;), et par
définition de |°l1, nous avons |o|,= Z,|A;|. D'od finalement

Si o est nucléaire symétrique, |o|, est le sup des E?]o(ei,ei)l
pour tous les systémes orthonormaux (e1,..,en) finis,
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En fait, on peut se borner 3 un systéme dénombrable de tels systémes
orthonormaux finis, Maintenant, considérons deux martingales hilbertien-
nes M et N, Nous avons pour presque tout w , d'aprés 1'inégalité de
KUNITA-WATANABE

/<oy la,(0)), (o |2 (0))>15 (J<(ey lam (), (ey lam ()) /2. )1/

ol la derniére parenthése est le terme analogue relatif & N, Sommant
sur i et appliquant 1'inégalité de Schwarz, puis passant au sup sur
les systémes orthonormaux finis, nous obtenons

| <10, G IDSY], < (o) 20,y /2 ps.

Nous savons que le processus <(.|M),(.|N)>, & valeurs dans © a des
trajectoires & variation bornée - cela résulte de sa construction par
polarisation. En appliquant 1'inégalité précédente 3 des intervalles
de subdivision de [0,t] et en passant au sup, nous avons que

t R
/ |d<(.|M),(.|N)>|1 ( c'est 3 dire la variation totale de la
0 trajectoire sur [0,t] )

(6) < (Bi) /2 (g m,) 12

c'est 4 dire, une seconde généralisation vectorielle de 1'inégalité
de KUNITA-WATANABE,

INTEGRALES STOCHASTIQUES RELATIVES AU PRODUIT SCALAIRE

Reprenons le processus prévisible étagé donné par la formule (2),

mais cette fois, avec des variables aléatoires A & valeurs dans H,
non dans B, et définissons

¢9}
X |aM_ ) = Z M -M
[P Gglan)) = 5yl )

On vérifie sans aucune peine la formule

(7) E[Uéa%XsIdMs)Uzl E[éa><(XS|dMS),(XS|dMS)>]

a0
E[é cs(xs,xs) d*M,M#S 7.

et un raisonnement familier permet d'étendre 1l'intégrale stochastique
4 tous les processus prévisibles X tels que le second membre de (7)
soit fini, On définit ft(XSIdMS) pour t fini comme d'habitude.

0
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Cette intégrale stochastique admet une caractérisation a la
KUNITA-WATANABE : posons

_t
Jy = é (xsldMs) |
martingale réelle de carré intégrable, et soit (Lt) une martingale

réelle de carré intégrable. Notons (At) le processus & variation finie
3 valeurs dans H' construit plus haut

t
A = £< dL_, (.|amM) >

t
Alors nous avons <L,J>, = / (XsldAs) P.S., et la validité de cette
0

relation pour tout L caractérise (Jt)‘

INTEGRALES STOCHASTIQUES D'OPERATEURS

Nous ne nous proposons pas ici de faire une théorie trés générale,
et nous nous bornerons & intégrer des opérateurs de norme <1.
Supposons d'abord que H soit un espace hilbertien de dimension finie,
avec une base orthonormale (ei), 1a base duale (el). ﬁBﬁs"BSEEESEE____"
comme plus haut < dMis’des> = Uijsd*M’M*s . Soit (As) un processus
prévisible i valeurs dans 1l'ensemble des opérateurs linéaires de nor-
me < 1, c'est 3 dire tel que les coefficients de la matrice de As

: - J

As(w)ei = Zj ais(w)ej
soient des processus prévisibles réels. Nous pouvons définir de ma-
niére évidente la martingale de carré intégrable1é valeurs dans H!'

tox t i k
¥, = é lAdes) =z ( L é akdeis)e

et nous vérifions les propriétés suivantes : d'abord, pour tout pro-
cessus prévisible borné (XS) 3 valeurs dans H

® [ ) = [ lan)

En effet, comme X et A sont bornés, cela se raméne 3 un calcul immé-
diat sur les composantes. On a aussi
= i 3
<N, dN, o > = Z;j5 854835% js a4, b
ce qui s'écrit de maniére intrinséque
(9) <(x|st),(y|st)> = oS(Asx,Asy)d#M,M$s

1. De carré intégrable, parce que toutes ses composantes le sont, les
coefficients a?s étant bornés.
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et aussi
(10) d‘kaN*s = TI‘( OS(AS. pAso))dHII,M*S .

Nous passons en dimension infinie, La chose 3 ne pas faire , comme

1'ont remarqué les Rennais, consiste & partir des processus prévisi-
bles étagéds, puis 3 passer & la limite : en effet, 1l'espace des opé-
rateurs linéaires hornés de H dans H n'est pas séparable, et le passa-
ge 4 la limite donnera beaucoup trop peu de processus, Soit (As) un
processus prévisible 3 valeur dans l'ensemble des opérateurs de

norme 1, prévisible signifiant simplement que pour tout couple (x,y)
le processus réel (Asxly) est prévisible, ou encore que les coeffi-
cients ais de la matrice de As dans une base orthonormale (ei) sont
prévisibles. Pour tout i, nous définissons la martingale réelle

t
Nig = é (8gey |aMy)
< N.,N, > = /t o_(A_e.,A e, )dd, M}
I S o 8's i’7s71 s

I1 nous faut maintenant un petit résultat d'analyse fonctionnelle :
soit o une forme bilindaire symétrique positive de trace 1, et soit
A un opérateur de norme <l. Soit T la forme symétrique positive (x,y)
+>0(Ax,Ay). Choisissons une base de vecteurs propres (fi) pour ©

o(x,y) = I; Ai(xlfi)(ylfi), avec A;20, I;A,=1
alors T admet la représentation
*
1(x,y) = I; A (x|A7E) (v]4%E))

et comme UA*fiU < 1, nous avons vu plus haut que Tr(T)gEﬂAil - si la
norme de A n'était pas <!, nous aurions Tr(T)< UAﬂzTr(O). En sommant
sur i, nous avons

B[ =<, N> ] < E[é%r(csms.,zx.s.))dm,ms 1 < B[, M, ]

Donc il existe wune martingale hilbertienne (cadlag.) (Nt) de compo-
santes (Nit)’ et elle satisfait & (10). I1 est alors trés facile =
nous laisserons les détails au lecteur - de vérifier qu'elle satisfait
3 (8) , ce qui en montre le caractére intrinsdque, puis a (9).

Le petit résultat sur la trace que l'on vient d'utiliser nous donne,
a partir de (10)

(11) B s [00aDPa

qui est souvent précieuse, lorsqu'on ne fait pas la restriction que
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les As ont une norme uniformément bornée.

Une derniére remarque : soit (B ) un second processus prévisible
3 valeurs dans les operateurs de norme <1 . Le processus C A B est
alors prévisible, et on a / |B*dN ) = ftIC M ) .

DIAGONALISATION D'UNE MARTINGALE HILBERTIENNE

Nous disons que la martingale hilbertienne M est diagonale - dans
une base orthonormale (ei) donnée'- si 1les composantes M., et th
sont orthogonales pour i#j, ou encore si toutes les formes bilindaires
% s sont diagonales. Notre but consiste 3 démontrer le théoréme sui-

vant, di & GALTCHOUK . Nous fixons une base (ei)

THEOREME 1. Il existe un processus prévisible (Ts) 3 valeurs dans 1!

ensemble des opérateurs unitaires, tel que la martingale

t *
(12) N, = é | T aM)

soit diagonale dans la base (ei).

Le principe est simple. Considérons une base orthonormale (fi) comme
un élément de : cela permet de définir une structure mesurable sur
1l'ensemble des bases. Supposons établi le résultat suivant :

I1 existe une application mesurable associant 3 toute forme bili-

néaire symétrigue compacte ¢ une base orfthonormale F(o), dans laguelle
o est diagonale.

La structure mesurable sur l'ensemble des formes bilinéaires

est ici engendrée par les applications ow—»0(x,y), xeH, yeH, I1 n'y a
aucune difficulté & montrer que sur l'ensemble des formes symétriques
positives de trace 1, elle colncide avec la structure borélienne as-
socide 4 la distance [ [ ou | |1 .

Ce théoréme sera établi en appendice, aprés la bibliographie de
1texposé., Déduisons le théoréme 1 . Soit Ts la matrice unitaire de
passage de la base (e ) & la base F(o ) = (f ). Ce processus est

prévisible, nous déflnissons(N ) par (12) et nous avons
= (eyINy) = / (e |TiaM,) = / (T e;ldM ) = / (£ laM)

et par consequent, pour 1#3
<N19 j g = / c (fls’ js)d‘lfMyM:"s =0

1. En réalité, une martingale diagonale posséde des propriétés intrin-
sdques ( commutation des opérateurs associés aux formes o ).
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et la martingale N est bien diagonale. Noter qu'on a alors aussi
t t
(13) M=/ |T*=1aN_)[= / |T_AN_) si l'on identifie H et H'].
o s s o s

Nous en déduisons le théoréme de GALTCHOUK, qui donne un résultat
pleinement satisfaisant sur les sous-espaces stables .

THEOREME 2. Soient M1""'Mk des martingales de carré intégrable en
nombre fini, M la martingale (M1""’Mk) 3 valeurs dans Rk, U une mar-

tinegale de carré intégrable 3 valeurs réelles, appartenant au sous-es-

pace stable engendré par (M1”"’Mk)' I1 existe alors un processus

prévisible X & valeurs dans B tel que l'on ait

t
(14) U, = é (Xglamy) .

DEMONSTRATION, Nous introduisons la martingale N construite dans la
démonstration précédente : N est diagonale et
t t %
= é |2 AN ), N, = é | TZamy)
Les Mi étant des intégrales stochastiques par rapport aux Ni' U
appartient au sous-espace stable engendré par les Ni' Comme N est
diagonale, U est la somme de ses projections sur les composantes Ni’

soit

+
deN ...+/stns

t 1s k

ou Y est un processus prévisible tel que E[/ Y d<le,le>]<oo pour

tout t. Cela s'écrlt aussi

= j (Y laNy)
ol Y est un processus prévisible vectoriel tel que 1l'on ait pour
tout t E[/ <(Yg |aNy), (Y |aN)>] < o . On a alors aussi Uy f (X, |dM )
avec XS TSY , processus prévisible tel que E[f <(X IdM ), (X ldM )>]
< @ pour tout t . Seulement, cette condition n ‘entraine pas que
E[étxi2d<Mi,Mi>s] < ® pour tout i, et on ne peut décomposer 1'

intégrale vectorielle f(XSIdMS) en une somme d'intégrales stochastiques
suivant les composantes, comme dans le cas diagonal.

Il y a une extension triviale en dimension infinie, mais je ne suis
pas sur qu'elle soit intéressante.
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Aprés cela, je dois citer la thése de 3e Cycle de Marc YOR ( Paris
VI, 1973 ), qui référe aussi 4 un cours de 3e Cycle de NEVEU de 1972,
L'accent y est mis plutdt sur les mouvements browniens hilbertiens, &
ce qu'il semble ( je n'ai pas vu le cours de NEVEU ), et je n'ai pas
directement utilisé ces travaux pour la récaction de 1'exposé. En
revanche, j'ai consulté une série de travaux Rennais, que METIVIER m'a
aimablement communiqués ( je n'ai pas vu [3] ci-dessous : METIVIER y
référe pourtant au sujet de la remarque fondamentale, suivent laquelle
1'intégrale stochastique opératorielle doit sortir du champ des proces-
sus fortement prévisibles, et je pense que l'effort " pédagogique" de
[3] doit étre voisin de celui de cet exposé ).

[1]. PELLAUMAIL (J.). Sur 1'intégrale stochastique et la décomposi-~
tion de Doob-Meyer, Astérisque 9, 1973, 125 pages.

[2]. METIVIER (M,). Notes aux C.R. sur les intégrales hilbertiennes.
t.276 (1973 ) , p.939 et 1009, et t.277 (1973), p.809.

[3]. PISTONE (G.). Thése de 3e cycle (Rennes ), non publiée.

[4]. METIVIER (M,) et PISTONE (G.). Une formule 4 'isométrie pour 1!
i.s. hilbertienne et équations d'évolution lindaires stochastiques.
Z.,f.W, 33, 1975, p.1-18,

[5]. METIVIER (M.). I.s. par rapport 4 des martingales & valeurs dans
des espaces de Banach réflexifs. Teoriia Ver. 19, 1974.

Parmi les problémes étudiés dans ces articles, et non abordés ici,
on peut citer : la convergence de sommes de " carrés " d'accroissements
vers la variation quadratique, le second processus croissant, et la
localisation ( [2] ci-dessus ), et la formule 4'ITO ([4]).
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Du point de vue de la présentation, ces travaux ont en commun
1'idée de base de METIVIER ( exposée et développée par PELLAUMAIL
dans [1]) suivant laquelle les intégrales stochastiques sont des
intégrales par rapport 3 de vraies mesures vectorielles. Je suis
persuadé que c'est un point de vue intéressant et fructueux, mais
il y a certainement peu de gens qui connaissent & la fois la théorie
générale des processus et la théorie des mesures vectorielles. C'est
pourquoi, précisément, j'ai essayé de retraduire dans notre langage
une partie des résultats de ces articles.
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APPENDICE : UN LEMME D'ANALYSE FONCTIONNELLE

Nous démontrons le lemme figurant dans la démonstration du théoréme 1.
I1 est plus agréable de travailler sur l'ensemble C des opérateurs
symétriques compacts, et p sitifscl

Soit A1(u) = supuxus1(u(x)|x) : c'est une fonction borélienne sur
C , la plus grande valeur propre de u. Nous savons d'aprés la théorie
de RIESZ que si A1(u) #0 , alors le sous-espace propre correspondant
est de dimension finie (et non nulle).

Soit B1 l'ensemble des (u,x) tels que ueC, [x[=1 , A1(u)#0, u(x)=
A1(u)x . C'est un borélien de CxH, et la coupe de B1 par tout u tel
que A1(u)£0 est compacte. D'aprés un marteau pilon de théorie de la
mesurez( voir dans le séminaire de 1l'an dernier 1'exposé de DELLACHERIE
sur les ensembles analytiques ), il existe une fonction borélienne
e1(u) définie sur l'ensemble des u tels que A1(u)#0 , et telle que
(u,e1(u))eB1 pour. tout u tel que A1(u)£0 . Si A1(u)=0, nous prendrons
e1(u)=0. €, est une fonction borélienne sur C,

Soit Az(u) = Supﬂxﬂ§1, xLe1(u) (u(x)|x) , fonction borélienne sur

C, et soit B, 1'ensemble des (u,x) tels que ueC, [x[=1, x¢s1(u),
Az(u)£0 u(x):Az(u)x . D'aprés le méme raisonnement, nous pouvons cons-
truire une section ez(u) de 32 , et la prolonger par O si Az(u)=0.
Nous continuons ainsi par récurrence a définir Kn(u) et sn(u).

Maintenant, nous savons d'aprés la théorie de RIESZ que les An(u)
tendent vers O, et que u(x) = z, An(u)(x|sn(u))en(u). Nous distinguons
trois cas.

a) Les u tels que les en(u) forment une base de H forment un ensemble
borélien dans C, Supposant par exemple H de dimension infinie, cela
signifie en effet que x=E (xlen(u))en(u), b p%?courant H ou un ensem-
ble dénombrable dense, Sur cet ensemble, le probléme est résolu.,

b) Les u tels que en(u)=0 pour n assez grand ( i.e. An(u)zo pour n
grand ) forment un ensemble borélien. Soit p(x) = x—Ei(xlsn(u))an(u).
En appliquant le procédé d'orthogonalisation aux ei—p(ei) non nuls
nous complétons le systéme fini des ek(u) non nuls en une base, qui
est celle que nous cherchons.

c) Les u tels que en(u)¢0 pour tout n, mais que les en(u) ne forment
pas une base, se traitent de la méme manidre, mais il faut ranger
les deux systémes obtenus en une seule suite par entrelacement,

1. Nous n'avons 3 diagonaliser que des formes positives.
2, On peut s'en passer de maniére élémentaire.
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NOTES SUR LES INTEGRALES STOCHASTIQUES . II

LE THEOREME FONDAMENTAL SUR LES MARTINGALES LOCALES

( P,A, Meyer )

Toute la théorie des intégrales stochastiques repose sur une seule
propriété des martingales locales ( voir le cours sur les I1.S,, chap.
IV, n°8 , p.294-295 ) : le fait que celles-ci se décomposent localement
en somme d'une martingale de carré intégrable, et d'une martingale 3
variation intégrable., Le but de cette note est de donner une démonstra-
tion de ce résultat qui m'a été communiquée dans une lettre de K.,A.YEN,
et qui est bier meilleure que celle du cours., YEN 1'a publiée, mais en
chinois,

Considérons une martingale locale M nulle en O, et considérons le
processus croissant

Nous allons montrer
LEMME 1, o est localement intégrable.

Admettons le lemme 1 pour un instant ( la démonstration est trés simple ).
Nous pouvons définir le processus 3 variation localement intégrable

(2) A =sz<t AMSI“AMSEH

et son compensateur prévisible X , puls poser
(3) M= (A~X) + N

ol N est une martingale locale, Nous allons prouver ( trés simplement
aussi )

LEMME 2, Les sauts de N sont bornés par 2.

Dans ces conditions, le "théoréme fondamental" est établi. Soit en
effet (Rn) une suite croissante de temps d'arrét telle que R t+oo et que
B[ /fn |dAs|+|dIs|] <o ; soit § = inf {t N lgn }, de sorte que

0 =

INtIS n+2 sur [0,8_ ] ; soit enfin P =R AS_, Alors la martingale locale
= T n nn n

~ T
arrétée M © est somme de (A-A) * ( 3 variation intégrable ), et de N *
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( martingale bornée‘). C'est la conclusion désiréde.

Passons 3 la démonstration des deux lemmes, D'aprés la définition
méme d'une martingale locale, nous pouvons nous ramener par arrét au
cas ol M est une martingale uniformément intégrable nulle en O ,

DENMCNSTRATION DU LEMME 1., Comme il n'y a qu'un nombre fini de sauts >1
sur tout intervalle fini, le processus croissant « est & valeurs finies.
Soit Up=inf { s : azn ou M |>n }. Nous avons |y | < |MU [+1My _|
n
[MU |+ n , puis “U < “U + |AMU | < IMU |+2n ,

qui appartient 1! du fait que ( M étant uniformément intégrable ) My
est intégrable., Comme Un t ®, on voit que o est localement intégrable?

DEMONSTRATION DU IEMME 2, Quitte & arréter encore M & 1l'un des temps
d'arrét précédents U , on peut supposer que M est uniformément intégra-
ble, A & variation intégrable. Mors K est aussi 3 variation intégrable,
et N est une martingale uniformément intégrable.
En un temps totalement inaccessible T nous avons EKT=0 , donc ANT =
- Mg = AMTI{IAMT|S1} » et par conséquent |&Np| <1 .

En un temps prévisible T nous avons KKT = E[AATIET_], tandis que
E[AMTIgT_]=o . Donc Ny, = MM, -E[AMTlgT_] - (AAT—E[AATIET_]) =

8(M=A) -E[A(M—A)TIQT_]. Cette différence est <2 en valeur absolue, car
[a(M-2)p]<t

1, Dans le cours sur les i.s., on n'indique pas de décomposition au
moyen d'une telle martingale bornée. Mais on en indique une ( V,5) au
moyen d'une martingsle de ggg , et toute martingale de Qgg est locale-
ment bornde ( & sauts bornés ). La nouveauté est plutdt ici le fait que
la décomposition M=(A-X)+N est"globale" ( et la simplicité de la démons-
tration ).
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NOTES SUR LES INTEGRALES STOCHASTIQUES , III
SUR UN THEOREME DE C, HERZ ET D, LEPINGLE

( P.A. Meyer )

Commengons par rappeler quelques résultats du cours sur les i.s.
( chap. V, n°29 ; chap. VI n°29 ) .

D'abord, le fait que 1l'espace H1 admet deux caractérisations : soit
comme l'espace des martingales locales M telles que [M, M]1/2 e L1 ( nous
parlerons alors de H; s Q pour quadratique ), soit comme l'espace des
martingales M telles que M*eL! ( noté H1 , M pour maximal ), Dans le
cours, on prouve que le dual de H; est BMO puis on démontre que HA_H;.

Ensuite, le théoréme de représentation de BMO : si une martingale
M gppartient & BMO, il existe deux processus 4 variation intégrable
A% R g , le premier adapté, le second prévisible, tels que Ma)=A&)+Aé
et que l'on ait , pour tout temps d'arrét T

(1) E[{T IdAgl+§T ]ldA;llgT] c|Mligyo

9 O [ s @ ===

A

Plus précisément, BMO étant le dual de H1 peut étre, lui aussi, muni de
deux normes équivalentes, provenant des normes "q" et "m" sur H Si la
norme choisie est la norme "m", alors on a c=1, En fait, la demonstration
de ce résultat n'utilise absolument pas l'aspect "quadratique" de la
théorie de 51-§§Q R

Le but de cette note est de présenter les progrés récents sur ces
deux questions : théorie de g; y représentation de BMO , Il me semble
que l'on comprend bien mieux, & présent, ce qui se passe.

1. Nous commengons par une remarque de D, LEPINGLE, Soit (Bt) un proces-
sus croissant prévisible, pouvant présenter un saut & 1l'infini, tel que

By=0 et que E[B - B.|E,] = X, < 1. Alors on a aussi E[B - By [Fp]l < 2.

Autrement dit, le second type de processus i variation intégrable considé-
ré dans (1) est un cas particulier du premier, et il existe une représen-
tation de la forme M = A! , ol apparalt un seul processus 3 varia-

tion intégrable ( du type adapté & potentiel gauche borné ). En un cer-
tain sens, cette représentation est moins bonne que (1), car la constante
¢ n'est plus égale & 1 lorsque H"BMO est la norme "m" ; mais elle est

aussi plus simple.
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Démontrons la propriété annoncée. En un temps d'arrét totalement
inaccessible T on a ABT=0, puisque B est prévisible. En un temps 4!
arrét prévisible T on a ABT=-E[AXT|£T_] < 1, puisque (Xt) est compris
entre O et 1, Ainsi le processus 4B est compris entre O et 1, Mais alors
on a en tout temps d'arrét T E[Ba)—BT_|£T] = E[BOO-BTIET]+ABT= Xpt 8By,

<2 . ,

2. Nous passons & une démonstration directe du théoréme de représenta-
tion de Qgg sous cette forme ( i.e. au moyen d'un seul processus adapté
a variatzon intégrable ), Cette démonstration n'utilise pas le fait que
le dual de 21 est BMO : elle part d'une martingale de BMO, non d'une
forme linéaire continue sur E; . Blle a été établie par C. HERZ, dans
un cours non publié, antérieurement i celle du chap.VI n°29, et redécou-

verte1indépendamment par D, LEPINGLE au cours de 1l'hiver 1976,

Nous partons d'une martingale M=(Mt)’ appartenant & ggg . Précisément,
nous écrivons que
(2) E[|M - M ||E,] <1 pour tout t
et que les sauts de M sont bornés ( y compris AMO=MO )
(3) | < a
Nous choisissons une constante c¢>1, et nous définissons par récurrence

une suite (T,) de temps d'arrét par T_,=0- (MO_=0) et

(4) T 4q = inf { >0 IMt—MTn| >c |}

puis nous définissons les v.a. Hn=P{Tn+1<a>|£Tnl , et

I
{Tp<oo ,Tp41=0 }
= M, -
(%) Xy 1 - H ( T, MTn_1) (n20)

nous remarquons que, pour tout w , K,(w) n'est #0 que pour une valeur
de n au plus ( le dernier n tel que Tn(w)<wo). D'autre part, nous

avons | M, i | ar ss (3)
MT - c donc - < c+a d'apres
n~ MTn-—1 ’ Tn Tper =

< |Mp  -Mp | nous donne en conditionnant par

< } =
rapport & Fp  cH
n

WA

Ltinégalité cI{T
n

A —

n+ n
E[|My =My ||Ep 1 =EBLIEIM My |Ep 1| [Eq ]
n | Tn+1 Tn "Tn o Tn —Tn+1 'Tn
< BLM -MTnI |ng] <1, donc H < 1/c et finalement

K < c(c+a)/c-1

1. C'est la forme de HERZ que nous suivons ici mot & mot. Celle de
LEPINGLE est la méme en substance, mais plus compliquée.
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Nous considérons alors le processus a variation finie non adapté

(6) U, = I:‘(’; K Iigom |
='n
sa variation totale est au plus
0
(7) [ ldU I < c(c+a)
(0} 8 = c-1

Son compensateur adapté est le processus
(8) v =Z°°E[K|F ]I
Or on a E[Knlgmn] = (MTn-MTn_1)I{Tn<oo} , et par conséquent

(9) Uoo = My ol L est le dernier des T <
Par définition des T on a |M(D- pls ¢+ 8i donc nous définissons

(10) v,=U, pour t<w , V=T, +(M -Mp)

nous avons un processus 3 variation intégrable non adapté, présentant
au plus deux sauts ( dont 1l'un est & 1l'infini ), et ayant une variation
totale bornée par c(2c+a-1)/c-1. Sa projection duale optionnelle

(11) Vt=U,c pour t<mo , Tfm= 'Um+ MMy =M
est telle que E[{T m]dvslgT] < c(2c+a-1)/c-1 , et que voo= M_ s et nous
’

avons obtenu la représentation désirée pour Moo( avec une intéressante
précision quant 3 la structure de V ),

3. A partir de ce théoréme nous pouvons - en suivant LEPINGLE - démontrer
directement que le dual de I__!_:n est BMO, sans jamais parler de variation
quadratique. Nous définissons BMO comme nous 1'avons fait plus haut @

une mertingale M appartient & BMO si E“Mco -Mp_| |Ep] est uniformément
borné ( indépendamment du temps d'arrét T ). Ou encore, si E“Moo_MtlEt]
est uniformément borné et les sauts de M sont bornés. Le résultat de
HERZ-LEPINGIE peut s'énoncer de la manidre suivante ( nous utilisons la
notation V, comme au n°2 ci-dessus, pour désigner la projection duale

optionnelle d'un processus 3 variation intégrable V )e

M appartient & BMO <=> Mt=E[voo 12y od V est un processus & varia-
(12)tion intégrable ( non adapté, pouvant présenter des sauts en O et en

+oo)telque{ lav_| < ¢
o,] ® %

et la plus petite constante c possible définit une norme équivalente a
la norme BMO , L'implication => fait 1'objet du n°2, tandis que <= est
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trés facile,
I1 est bien connu que, dans la représentation (12), la v.a.

{O ]IdVSI appartient & 12 ( méme & tout ILP, p<oo). Il en résulte en
o)

particulier que si X est une martingale de carré intégrable, on a

(13) E[xmmm] E[Xoovm] = E[{O, ]xoD dvs] ;E[{o,m Xsdvs]

o0

= E
b [(O,w]xsdvs )

( a, parce que X est projection optionnelle du processus constant égal &
Xﬁo; b, parce que X est optionnel, et V projection duale optionnelle de
V ). Nous en déduisons en particulier une "inégalité de FEFFERMAN"

(14) |E[X M ]| E[{O’m]|xs[|dvs|] < E[X*{ ]|de|] < cE[X¥]

K. IRt My -

Les martingales de carré intégrable forment un sous-espace dense de g;

A

9 0O

A

(cf. le cours sur les i.s., V.12, p.339 : la démonstration s'applique
aussi bien & la norme de gm , et s'appliquerait d'ailleurs aussi a 1!
espace des martingales bornées ). On en déduit que l'application X+»
E[/XSst] est l'unique prolongement continu, & g; entier, de Xre»E[XGDMODl

En particulier, elle ne dépend pas du choix de V, et l'on a une autre
expression "explicite'" de la forme linéaire sur §1 associde & un élément
de BHO . i

Montrons maintenant que toute forme linéaire continue sur E; s'éerit
de cette maniére., Comme 1'espace g des martingales de carré intégrable
est un sous-espace de g; , avec une norme plus forte, toute forme linéaire

continue ¢ sur g; peut s'écrire sur M sous la forme
o(X) = E[Xﬁomoo] , ol M est une martingale de carré intégrable,

et tout revient & montrer que M appartient & BMO.,
1) Soit T un temps d'arrét, et soit UeLz(gT). Soit X la martingale
A-X , compensée de At=UI{t>T]’ On a E[X*] < 2E[U)l, et d'autre part

si T est soit prévisible, soit totalement inaccessible
cp(X):E[XCD Moo] = E[AXTAMT] = E[UAMT]

1'inégalité |e(X)|< cE[X*] nous donne donc ici [E[UMM,]|< 2¢E[|U[], et
par conséquent |MM;|< 2¢ p.s.. On en déduit que M est une martingale a
sauts bornés par 2c.

2) Soient Aegt , et Y une v,a, g-mesurable dominée par IA en valeur
absolue, Soit X3=E[Xa)|£s], ou X_

Y—E[Ylgt] § nous avons X*g eI,
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donc *

| o(X) | < cE[X"] < 2¢cP(4) .
Mais d'autre part ¢(X)=E[X M ] = E[Y(M_ M )]. Prenant Y=I,.sgn(M -M T
i1 vient

£|Mw—Mt|P < 2¢P(4)

et comme A est arbitraire, E[|M -Mtl Igt] <2 .

Les deux résultats mis ensemble signifient que M appartient & BMO .

Ce théoréme de représentation de 12]__‘42 tient lieu plus ou moins, en
probabilités, d'une représentation analytique due a8 CARLESON, Il reste
& faire le pont entre cet aspect de la théorie de 2&12-51 et l'aspect
*quadratique™.
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NOTES SUR LES INTEGRALES STOCHASTIQUES . IV
CARACTERISATION DE BMO PAR UN OPERATEUR MAXIMAL

par P,A, Meyer

A la fin de 1l'article " Factorization theorems for Hardy spaces
in several variables" , de COIFMAN, ROCHBERG et WEISS, figurent deux
théorémes qui se traduisent immédiatement du langage analytique en
langage probabiliste. La forme probabiliste obtenue est méme légérement
plus précise que la forme analytique. Je ne sais pas & quoi peuvent ser-
vir ces deux théorémes, mais je pense qu'il faut tenir & jour le diction-
naire "Analyse-Probabilités ; Probabilités—Analyse ', et c'est pourquoi
la démonstration en figure ici1. Il y a aussi un théoréme 3,

Les notations Q'E’P’(Et) ont leurs significations usuelles , ainsi
que la notation ¥ pour désigner une fonction maximale, On suppose £=£a>‘

. THEOREME 1 ., Soit B une variable aléatoire intégrable, et soit (Bt) la
martingale continue & droite (E[Blgt])( B=B_ )

1) Supposons que B appartienne & BMO . Alors on a pour toute martingale
(Xt)’ tout pel1,0[

*
(1) I e, K15g- 3,015 oplKly
ot ey = dp"BIEMO , dp étant une constante universelle.
2) Inversement, 1l'inégalité plus faible
%
(2) I sup, 1%, 3,01 1 = Il

entraine que B appartient 3 BMO.
DEMONSTRATION, Nous commengons par la seconde partie, avec 1<p<wd'abord.
Soient T un temps d'arrét, A un élément de En , (Xt) la martingale
E[IAlgt], comprise entre O et 1, et te1%7 que Xp=I, . Nous savons d'aprés
1'inégalité de DOUB que || X* Iy = qP(a)'/P | Alors
P _ D = 1Y p P *P
‘{ |By, -Bp_|® = E[Xp|By -By_|*] < Bl V(supt...) 1< cpE[X ]
< cPePR(a)

= P .
Cela signifie que E[IBOO-BT—|p|£T] < qpcg , et B appartient a BMO .

Le cas p=1 est... évident, car 1'inégalité (2) avec p=1 entraine (2)

1. Cette rédaction est le résultat d'une discussion avec R, Coifman aux
journées d'Analyse Harmonique du Clébard en Juin 1976, et je profite de
cette occasion pour remercier les organisateurs, J.Faraut et P. Eymard,
ainsi que R. Coifman lui méme.
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avec p=2 .
Nous passons 3 la premiére partie , qui est plus intéressante. Nous
pouvons nous ramener au cas ou |Bllyy, =1 , et nous utilisons les notati-

ons ¢, c_ pour désigner une constante qui peut changer de valeur de place
en place. Nous utilisons le théoréme de HERZ-LEPINGLE ( cf. la note IV )
pour représenter B comme Uoo'voo , Ol (Ut) et (Vt) sont deux processus

croissants adaptés, tels que U0_=VO_=O et que

E[Uoo' T-Igmj’ E[Voo‘ T—IET] < ¢ pour tout t.d'a. T .

et il nous suffit évidemment de nous occuper du premier et de démontrer
que, si 1'on pose Ut=E[Ua>|£t]

*

I Sup, XtIUw" Ut_l "p s OPHX*“p
Seulement, 1l'inégalité EtUbo'UT—lzT]§ c s'écrit aussi |u=Up_|gc pour
tout temps d'arrét, d'od par section optionnelle |v ~Uy_ |<c identiquement,
puis par limites & gauche |Ut—' t_|§.c , puis comme les sauts de U sont

bornés par ¢ , |Ut_-Ut|§2c . Pour finir, il nous suffit de montrer
(3) Il supy, XF(UL-0) Il = e, IX*Il,

Introduisons le processus croissant A —X* (AO =0 ), le processus décrois-
sant non adapté D, = (U, -1, L qul satlsfait a E[D [Epl ¢, pour

tout temps d'arrét T d'aprés l'inégalité de John—Nirenberg. Nous avons

D, = 4, D, + /A _aD /D /! 1
AD, = Ay 0_+0Ad + dA < /DaA </ DA
E[ sup, & ]gE[[ D_dA ] cE[/ dA 1= cE[X*P]

puisque la projection optlonnelle de (D ) est majorée par cp. Le théoréme
est établi.

REMARQUE. On a établi en fait un résultat un peu plus fort ! on a

| sup, (sup |X |)(sup |B B 1) Il = c IE*|
| t sgt s s;t I ® 8 pP=D P

La démonstration du résultat analogue en analyse laisse échapper, semble
t'il, le cas p=1 , et d'autre part ne donne gqu'une inégalité du type (2),
avec |X | au lieu de X* , Je pense qu'il serait assez facile de retrouver
ces deux petits raffinements. Noter toutefois que le résultat probabi-
liste concernerait une fonction maximale évaluée au moyen de partitions
dyadiques, et le résultat analytique une fonction maximale du type HARDY-
LITTLEWOOD, évaluée sur tous les cubes contenant un point.
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REMARQUE, Le mélange de t et de t- dans la formule (1) peut paraitre
bizarre, En fait, par passage & la limite 3 droite ou & la limite &
gauche, on se trouve avoir majoré aussi

*
supy X |B Byl et sup, XP B -B, |

mais j'ignore si les inégalités ainsi obtenues caractérisent glgg. Je ne
le pense pas : cela ressemble plutdt aux espaces bmo_ .

Dans le travail analytique, le second théoréme_l_a;'gcéde le premier .
I1 me semble que l'ordre inverse est avantageux, car le second théoréme
n'est probablement pas vrai pour p=1.

THEOREME 2., Avec les mémes notations on a, pour 1<p<®
(4) Il sup, | BB X |E]-B X, | "p < cp"Xmllp

ou cp=dp||B ||2¥£ » et d, est une constante universelle.

DEMONSTRATION, Nous rappelons d'abord que pour p>1, les normes ||X*||p
et X, I . sont équivalentes., Puis nous écrivons

E[Bmxoo|£t] - ]BOOXt = (E[waw Izt] - Bt-xt ) - (Ba)-Bt-)Xt

et la derniére parenthése est majorée par le sup qui figure dans (1).
D'aprés le théoréme 1, nous n'avons pas & nous en occuper.
Comme X est bornée dans IP (p>1) et B appartient & BMO, BtXt—[B,X]t
est une martingale uniformément intégrable, et l'on a
E[Bm X, ]gt] = B.X + E[[B,X]m 18,1 - [B,X]t
Donc la premiére parenthése au second membre s'écrit
x, 08, + E[[B,x]  -[B,X],|E,]
Comme les sauts de B sont bornés par 2[Biljy, , et IXtI par X* , 1e

premier terme se majore immédiatement . Pour le second terme, nous
écrivons 1'inégalité de. FEFFERMAN sous sa forme conditionnelle

|EL(B,x] -[B,X1, |E, ]l < Etf |aB,x1_|1E,] <

s c” B ”BL()E[:l D(,X]m-[X,X]tlgt ] = 0"5 ”@.MQ EU [XJI]OO 'Etj

Maintenant, nous passons at:./gup ent ., A droite/nous avons une martin-
1/2 .

gale , donc || sup, E[[X,X]oo Igt]"p < qE[[X,X]oo ||p ( DOGB) < cpﬁXmﬂp

(BURKHOLDER ) et le théoréme est établi,
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REMARQUE, L'un des buts de 1l'article de COIFMAN, ROCHBERG et WEISS est
la démonstration de théorémes sur les commutateurs d'opérateurs inté-
graux singuliers et d'opérateurs de multiplication. Le théoréme 2 ( comme
le théordme analytique analogue ) est un théoréme de commutateurs :
soient

B 1l'opérateur de multiplication par B : B(X)=BX ; cet opérateur
n'est borné sur L que si peL®

ag 1'opérateur qui - S étant une v.,a. positive , non nécessairement
un temps d'arrét - associe & X la valeur 3 l'instant S de la martingale
continue & droite E[X|E,] ; cet opérateur est borné sur P,

Alors le théoréme 2 nous dit que 1l'opérateur agP-Pag est borné dans
1P, avec une norme majorée par dp"B"BMO' indépendante de S,

Dans le contexte probabiliste, le probléme de commutateurs le plus
naturel concerne l'opérateur d'intégrales stochastiques :

m -~
(5) J(X) = é HAX o xt=E[x|£t] » et H est prévisible, |H|<! .

Nous allons commencer par calculer le commutateur Jp-BJ. Nous introdui-
sons les processus sulvants

(6) Yt=E[Bm X, |=_I-_‘t] Zt=E[[B,X]O°—[B,X]t|£t]

Nous avons , tht'[B’X]t étant une martingale uniformément intégrable si
B appartient 3 BMO et X est bornée dans LP, p>1

t t t
(7) T, =B X, +2 = {JBS__dXs + (/)XS_dBS + é alB,X]  + 2,
donc
(o.0] (o) QC ©
(8) JB(X) = (/) HB _dX_+ (j) HX dB_ + (/) Hsd[B,X]s + é H Az

D'autre part, soit X'=HeX , et soit Z%=E[[B'X']oo-[B'x']tlgt]‘ Nous
avons d'aprés (7) appliquée a X'=J(X)

(9) 8J(X)

ol ® o
'
{) B _dX! + é X! aB_ + (/)d[B,x' g *+ 2y

e o) 0o 00
) t
(/) HB _aX_ + é Xy dB_ + é Hsd[B,X]s + 2
d'ol pour finir l'expression du commutateur :

00
(10)  Jp(X)=-pJ(X) = {)“?sts__Xé_)aBS + é B4z, - 2}

Ce calcul étant fait, nous démontrons :



474

THEOREME 3, Le commutateur JB-fJ est un opérateur borné dans 1P (1<p<® )
avec une norme majorée par dp“B"BMO , dp étant une constante universelle.

DEMONSTRATION, Posons b=|Bllzy, . Nous avons trois termes & majorer .
Nous regardons d'abord le processus

Z, = E[[B,X]m -[B,x]tlgt]
Décomposons [B,X]t en différence de deux processus croissants adaptés
A: et A; $ 1'inégalité de FEFFERMAN sous sa forme conditionnelle nous

dit que

A

c|Bllgmo E[Y [X,X] -[X,XTp_|Eqp]

')
E[é [alB,X]| | Ep ]
R + .+ - -
Le cofé gauche s'écrit comme la somme de E[Abo-AT_IgT] et de E[Aa)—AT_lgT]
D'aprés le lemme de GARSIA ( cours sur les i.s., sém. X p.346 ) nous

avons

A

1/2 ;
blILX,X b |X BURKHOLDER
e bII%, X121, < o p I I, € )
Alors

+ -
la,+ &, np
+ - s ot + £ &
Décomposons Z en Z =2~ , ol 2 "E[Acolzt]'At = Mt—At .
Q + @ + ® +
(/) Hazl = é HdM] - cf) H dAS

La martingale M:h est bornée dans Lp, donc ( BURKHOLDER ) il en est de

méme de HeM* . Quant 3 /OOHSdA: , 11 est majoré en valeur absolue par
+ 0

00 9
Nous avons donc borné dans I® le second terme de (10). Le troisiéme

est borné du méme coup, car Z' n'est autre que le processus Z relatif

a X' au lieu de X, et IIX('n“p < cp"Xoo ||p ( BURKHOLDER ).

A que nous avons borné plus haut dans P,

-

I1 nous reste a4 étudier le premier terme., Nous ne restreignons pas la
généralité en supposant que le processus prévisible (Hs) est borné par 1

kY

et continu & gauche ., Nous ferons ensuite un raisonnement de classes mo-

notones pour atteindre le cas général. Le processus
— - 1 ]
(11) Kt = HSXS_ Xs_

est alors continu & gauche, le processus
*
(12) Kt— = :‘:}g 'Ksl
est croissant et continu 3 gauche, et nous désignons par K: sa limite

-~ ¥*
a droj.te. Nous avons || K, "p s Xy "p"'”xc'n"p < cplle "p (BURKHOLDER) .
Notre probléme est d'évaluer "Ubo"p , ou U est la martingale
t
(13) Ut = é stBs
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Nous avons pour tout temps d'arrét T

EL[U,01% |Ep) E[ﬁKﬁ a[B,B] |Ep] = E[ﬁK;Zd[B,B]sli‘TJ

i

E[ﬁ) ([8,8],~[B,B],_)aK}?|Ey ]

Le processus ([B,B]gi) a une projection optionnelle < b , donc ceci
est majoré par o ) )
¥ ¥
bE[£- aKX°|Ep] < bE[KL|Fp)

Supposons alors p>2 . Le lemme de GARSIA nous dit que
p/2 *2yp/2 P
B[[U,01%/2] < o BIKE)P/2] < o B Ky, |71

1'inégalité de droite ayant été vue au bas de la page précédente. Dtau-
tre part, les inégalités de BURKHOLDER nous permettent de passer de
E[[U,U]f;o 213 E[|U°°|P], c'est & dire au résultat désiré, Celui-ci n'est

établi que pour p>2, mais le commutateur est un opérateur autoadjoint,
et un raisonnement familier permet d'en déduire le cas p§2 o

Les deux parties de la démonstration sont semblables aux preuves du
théoréme 2 et du théoréme 1 respectivement.
Considérons maintenant UeLp, veLd ( 1'exposant conjugué de p), et
00
soit Bel™ . Nous avons “SJU—JEUHP < cp"B|é¥2 IWHP , donc

A

|/¥B.30 = [V.3B0)| =|/ BV.TU-3.0)| 5 o, IBlgyo IVl IVl

Passons au sup sur les BeLOD, de norme BMO < 1, il vient

COROLLAIRE, Si J est l'opérateur d'intégrale stochastique par H prévisi-
ble, |H|<l, on a

1 U, dvV - JV,U
(14) n st = cplll IVl

Cette jolie démonstration est transposée, elle aussi, de COIFMAN, ROCH-
BERG et WEISS.
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NOTES SUR LES INTEGRALES STOCHASTIQUES , V
RETOUR SUR LA REPRESENTATION DE BMO
( P.A, Meyer )

On montre en analyse qu'une fonction f appartient 3 ggg(ﬂd) si et
seulement si elle peut s'éerire g + Z% Rigi , ol les Ri sont les trans-
formations de Riesz, et ol les fonctions 8 8&; sont bornées. Nous allons
prouver ici le théoréme suivant.

THEOREME. Une martingale (Mt) appartient a BMO si et seulement si elle
admet une représentation de la forme

= 3™ .
(1) M= 21 Ai Hi Ni

ou les processus Ni sont des martingales borndes par 1 en valeur abso-
lue, les processus Hi sont prévisibles bornés par 1 en valeur absolue,
et la suite (Ai) est sommable. Plus précisément, il existe une représen-
tation (1) satisfaisant 4 1'inédgalité ZiIAiI < clMllgyo » o8 c est une
constante universelle, -

Ce théoréme figure déja, en fait, dans le séminaire de 1'an dernier,
P.392-394, mais il n'est pas énoncé de fagon aussi nette : on y prouve
seulement que si 1l'on désigne par K l'ensemble des intégrales stochas-
tiques HeN , ol N est une martingale dominée par 1, H un processus pré-
visible dominé par 1, alors l'enveloppe convexe fermée de K dans BMO
contient une boule B1/c de BMO ., Lors d'un passage & Strasbourg, Alain

BERNARD a trouvé 1a une occasion de se moquer de 1l'ignorance des proba-
bilistes en matiére d'espaces de Banach. En effet, tous les mathémati-

ciens qui ont fréquenté les espaces de Banach connaissent le petit lem-~
me suivant ( que l'on cache soigneusement aux étudiants ), On y a fait

un léger changement de notation, en écrivant X au lieu de cK .

LEMME, Soient V un espace de Banach, K une partie de V dont 1'envelop-
pe_convexe contient la boule unité B, de V. Soit e>0. Iout élément x
de B1 admet une représentation

© )
(2) x = Iy Mk (kieK ; Z1|Ai| < 1+e )

La démonstration se fait & la main. Comme X=X, appartient a4 l'enve-
loppe convexe fermée de K, il existe des tg positifs en nombre fini,
tels que & tg =1, et des kgeK » tels que || x - Z; tgkg | <e/2.
Désignons par x, ce vecteur . Comme Ik, Il < e/2 i1 existe des tl positifs
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en nombre fini, tels que I; t; = ¢/2, et des kleK , tels que
=z, - % t;k; Il < /4 . Désignons par x, ce vecteur, etc... Puis ran-

geons tous les k?, k1,... par ordre d'entrée en scéne, en une seule sui-
te k1 , et les ti, tis000 €n une seule suite Ai ; nous avons Xx=2,; Aiki,

et les Ai sont positifs avec 2, Ai < 1+e .

Ce lemme explique aussi, par exemple, comment 1'on peut déduire de
la dualité entre 21 et BMO la décomposition des éléments de 21 en som=—
mes d'atomes bien choisis ( je n'avais jamais compris auparavant pour-
quoi COIFMAN, par exemple, affirmait que la décomposition atomique de
21 était équivalente au théoréme de FEFFERMAN : la derniére fois que
j'avais posé la question & un analyste, il avait grommelé quelque cho-
se sur le produit 9 et la thése de GROTHENDIECK ).
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NOTES SUR LES INTEGRALES STOCHASTIQUES, VI
QUELQUES CORRECTIONS AU "COURS SUR LES INTEGRALES STOCHASTIQUES"

par P.A, Meyer

1. FORMULE EXPONENTIELLE

On m'a signalé de divers cdtés que le théoréme d'existence et 4°
unicité de 1l'exponentielle de C., Doléans-Dade est énoncé de manidre
incompréhensible ( p. 304, th, 25 ),

Donnons nous une semimartingale X ( avec la convention XO_ =0,
habituelle en théorie"additive" ). Alors la semimartingale

1 -0X
(1) Zg=e(Xy)= exp(L- 7, X% T (140X )e™™s
Ugest
est l'unique solution de 1'équation différentielle stochastique
(2) Z, =1 + {o t]zs_dxs ( %2y = 1 par convention )
?

Vérifions que 1'on a bien la propriété qu'il faut en O : dans (2), on
voit que Zpy=1+8X, =1+X, , tandis que dans (1) on a compte tenu du
fait que <XC,X°>0 = 0 ( tout processus croissant continu est nul en
O par convention )

0 -AX
Zy=e (1+AXo)e 0= 1+8X

Et 1'égalité est satisfaite ; 1'équation dZs=Zs_dXs est satisfaite en
0 aussi ( 824 =231 = Zy X, = X, )e

Maintenant, donnons nous une v.a, U go_—mesurable . La semimartingale
Zt=Ue(X)t est l'unique solution de 1'équation différentielle
(3) Z, = U+ {O 1;]Zs__dxs ( Z,_=U par convention )

9
Ce qui rend 1'énoncé incompréhensible, c'est d'avoir tout de suite
appelé ZO_ la v.a, U, sans avoir dit qu'il s'agissait d'une donnée
du probléme.

2. INTEGRALES MULTIPLES

J. de Sam Lazaro m'a fait remarquer que les deux derniéres lignes
de la page 328 " l'orthogonalité des intégrales stochastiques d'or-
des différents s'étend sans modification" sont manifestement fausses.
I1 est montré au n°49, par exemple, que toute intégrale d'ordre 4
est une intégrale d'ordre 2 ( de processus prévisible ). L'assertion
fausse ( laissée au lecteur ) entrainerait qu'elle est nulle.



479

3. SUR LE THEOREME DE JOHN-NIRENBERG

I1 ne s'agit pas & proprement parler d'une erreur, mais d'un oubli
un peu scandaleux au n°27 de la p. 348. Nous y montrons que si (X%)
est un processus cddldg. adapté , donné sur [0,00] fermé, et si
(4) E[beo' T_llgT] < T pour tout temps d'arrét T (X,_=0)

alors nous avons d'aprés (27.2)
(5) P{X"z4rn} < 27

D'od il résulte que si A<i
* %
E[Z}‘X /4r] <) g ZA(n+1)P{n§ %; <nt1} < 42:332—(1—A)n <o

*
et finalement E[e)\X J<C{A\,r)<m pour A<log2/4r. Cela se trouve indiqué
dans le texte ( sans détails ), mais il faut ajouter les points suivants.
D'abord, 1'inégalité peut se conditionner par EO
1 =

6)  EBLM|E] = C(A1) si A = L 10e2

Puis elle peut s'appliquer au processus (XT+t—XT—)t>O relativement 3 la
famille (£T+t)’ de sorte que =

(7) E[exp(ksuptzT |Xt—XT_|)|£T] < C(A,r) si A<M
et en particulier en négligeant le sup et prenant t=+o0o0

(8) E[exp(A|Xa)-XT_|)|£T] < C(A,r) pour A<Ao
d'ol résulte sans peine que pour tout p fini > 1
(9)  EL|Xg,~Xp_[P1Eg] 5 op®

( se ramener par homogénéité au cas ol r=1 ). Ainsi 1'inégalité (4) en=~
traine des inégalités en apparence beaucoup plus fortes. C'est (8) qui
est la véritable inégalité de John-Nirenberg,

Reste 1l'application aux martingales : si (Xt) est une martingale uni-
formément intégrable qui satisfait & (4), 1'inégalité (9) pour p=2 signi-
fie que (Xt) appartient a BMO ; d'autre part, les martingales de BMO
satisfont 3 (4), donc aussi 4 (8) et & (9) pour tout p.

Je ne comprends plus ce que veut dire la remarque des trois derniéres
lignes.

4, SUR L'INTEGRALE OPTIONNELLE
I1 faut se rappeler un grand principe heuristique : l'intégrale option-

nelle est un étre mathématigue intéressant seulement lorsqufon travaille

sur une filtration gquasi-continue & gauche.

Nous avons défini 1l'intégrale optionnelle H-'M d'un processus H (op-
tionnel ! ) localement borné par rapport & une martingale locale M. En
général, on ne peut espérer définir 1l'intégrale H.X de H par rapport a
une semimartingale X=M+A comme H.X=H+.M+H.A , en raison de 1l'ambigiité
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de la décomposition X=M+A : si 1l'on fait passer des termes a variation
intégrable du cd6té "martingale locale" au cdté "variation finie", 1'in-
tégrale optionnelle HeX change, car l'intégrale optionnelle ne coincide
pas avec l'intégrale de Stieltjes!

91 X est une semimartingale spéciale , on -peut tourner cette diffi-
culté, en définissant HeX=H.M+H¢A , ou X=M+A est la décomposition cano-
nique de X ( A prévisible ). Toutefois, cette notion n'est pas satisfai-
sante, car HeA est un processus & variation localement intégrable non
prévisible en général, et on n'aboutit donc pas & la décomposition cano-
nique de H-X,

Et voici la raison de cette petite note : si la famille (gt) est
quasi-continue 3 gauche, et si A est prévisible , HeA n'admet pas de

sauts totalement inaccessibles, donc est prévisible, et on a bien que
la semimartingale H-M+H.A est décomposée canoniquement, La définition
de HeX est donc raisonnable.

5. UN POINT DE PRIORITE

Je me suis apergu qu'une bonne partie des résultats du § VI, p.364-
370 , concernant les temps locaux des semimartingales, se trouve déja
( avec la méme démonstration ) dans un article de P,W, Millar : stochas-
tic integrals and processes with stationary independent increments,
Proc, VI-th Berkeley Symposium, vol,III, p., 307-332 .

6, SUR LE THEOREME DE GIRSANOV
Si 1'on examine le § IV du dernier chapitre du cours ( p.376), on
s'apergoit que les questions suivantes y sont traitées : soit (Q,E,P)
un espace probabilisé complet muni d'une filtration qui satisfait aux
conditions habituelles, et soit Q une loi gguivalente a P, Alors il
s'agit
" a) de montrer que toute semimartingale/P est une semimartingale/Q,
b) étant donnde une semimartingale/P explicitement décomposée en
X=M+A, de donner une décomposition explicite X=M'+A' de X relativement
3 Q. Comme d'habitude, M,M' sont ici des martingales locales...

Lorsque Q est seulement absolument continue par rapport 4 P, le probléme
a) a été résolu par Jacod et Mémin ( Z.f.W. 35, 1976, p.1 ), ainsi que
le probléme b) sous des hypothéses correspondant & celles du théoréme
de Girsanov "usuel" ( existence d'un crochet oblique, cf. le n°24 du
cours ). L'analogue du théoréme 24, sansg aucune condition particuliére,
vient d'8tre traité par E. Lenglart, dans un travail & paraitre.

Nous allons traiter ici rapidement le probléme a), car le résultat
est vraiment intéressant, et la démonstration est assez courte.




481

1) Nous désignons par MOo une densité Q/P et introduisons la martingale
fondamentale
M, = Ep [M B, 1 ( martingale/P)
Soit R = infi{t : M, =0 ou M, _=0}. D'aprés un théoréme bien connu sur les
martingales positives, on a P-p.s. Mt =0 sur {t>R} ( Probabilités et po-
tentiels, 1e éd. chap.VI, th.15 ), donc aussi Q-p.s.. D'autre part on a
Q{Mt=0§ = [ M,P = 0, Par conséquent R=+® Q-p.s., et les ensembles
=0}

{(t,w): M, (w)=0}, {(t,w) = M, _(w)=0} sont Q-évanescents., En particulier
le processus 1/M est Q—lndistlnguable d'un processus cddlig. fini.

2) Soit X une surmartingale/P positive. Alors X/M ( qui est un processus
cddldg, pour la loi Q d'aprés ce qui précéde ) est une surmartingale/Q
(donc une semimartingale/Q).

En effet, si Ae____lfS , S<t

X,
L Q0=/X1I P X, I P X, I P=/[==0Q
{ M { s~ {M >0} z { - {M >0} z { 1 {M[>O§ { Ml °

g2

3) Soit X une martingale locale/P , Alors X/M est une semimartingale/Q.
En effet, si X est une martingale/P uniformément intégrable, X est
différence de deux martingales/P positives, et on peut appliquer 2). On
se ramdne 3 ce cas par arrét i des temps d'arrét T qui croissent vers

1'infini P"‘p.S., donc aussi Q—poSo.

4) Soit X une semimartingale/P . Alors X/M est une semimartingale/Q.
En effet, écrivons X=L+A, ol L est une martingale locale/P, A un
processus & variation finie., L/M est une semimartingale/Q d'aprés 3), et

A/M est le produit des deux semimartingales/Q A ( & variation finie )
et 1/M ( cf. 2)).

5) Finalement, si X est une semimartingale/P, XM est une semimartinga-
le/P, donc X=XM/M est une semimartingale/Q .

Cette démonstration est due & E, Lenglart. Il est peut étre intéres-
sant de noter que M est une sousmartingale/Q : si Aegs , s<t

/MQ-IMzP /MP _/MtQ

Mais on ne peut pas en dédulre directement que M est une semimartinga -
le/Q ( ce qui est vrai d'aprés 5) ! ), parce que M ne posséde a priori
aucune propriété d'intégrabilité raisonnable, Si M est localement de car-
ré intégrable par rapport & P, M est une semimartingale spéciale par rap-

port 4 Q .



