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Université de Strasbourg
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UNE CARACTERISATION DES PROCESSUS PREVISIBLES
( E. LENGLART )

Soit (Q,g,zt,P) un espace probabilisé filtré satisfaisant aux condi-
tions habituelles. On appelle g ( resp. !O ) 1'espace des martingales
cdd1lig. & variation intégrable ( resp. & v.i. nulles en O ).

Si X est un processus mesurable brut ( i.e. non nécessairement adap-
té) on note x° sa projection optionnelle et xP sa projection prévisible
quand elles existent, On appelle V 1l'espace des processus & variation
intégrable adaptés a trajectoires cadlag. Si A appartlent a Z on note
i sa projection duale prévisible et A sa compensée A-K,

On sait que si un processus X est prévisible borné et si M appartient

a ¥ , le processus (X-M)t = ét Xdes ( intégrale de Stieltjes ) est
encore une martingale. Nous allons étudier le probléme de la réciproque.
DEFINITION, Un processus brut (Xt)t<&oo est dit innovant si, pour tout
temps d'arrét T, X, est intégrable gt E[XT]=E[XO].

Cela revient a dire que E[Xa>— XTIET] = 0 p.s. pour tout t. d'a. T,

Remarquons que ( X innovant et adapté) <=> ( X est une martingale
uniformément intégrable ).

THEOREME 1., Soit X un processus brut ( mesurable ) borné, Les condi-

tions suivantes sont égquivalentes :
1) ¥ MeW, , X-M est innovant .

2) X°=XP ( i.e. ¥ T t. d'a., B[X,T T<*Oo§|FT]_xTI{T<*OO; DeSe e

DEMONSTRATION, a) => b) : Soit A€V ; on a AeWO donc E[/ X dA 1=0 .

xP stant prévisible borné XP.A° €W, et donc E[f XPdA ]_O Par diffé-

rence E[/ (X —Xp)dA ]=0 . D'autre part, X etant prévisible on a

E[/ (X SXp)dA ] =0 , donc en ajoutant B[/® (Xg —Xp)dA ]=0. Enfin,

prenant une projection optionnelle et notgnt que (x®) —XP on a
E[f (Xo—Xp)dA ] = 0 pour tout A€V .

Mais parmi les elements de V figurent les processus At—fI ST} ou T
est un t.a. et £ est une v.a. bornée Fp-mesurable. On a dontc E[XT-XPIFﬁ
=0 , puis XT=XT P.S., et comme ces deux processus sont optionnels, ‘ils
sont indistinguables.
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b)=>a). Soient MeW, , T un temps d'arrét ; soit MT 1e processus (M
qui appartient & W, . On a

E[(X:M)y] = E[éTXSdMS]= E[(f)wxdeg]ﬂ[éO%(ngng[cf)m xngg] =0.

TAt)

Par suite XM est innovant.

COROLLAIRE, Soit X un processus optionnel borné. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

a) ¥ Me!o y, XeM est une martingale.
b) X est prévisible.

Ces résultats sont globaux, Soient maintenant X un processus option-
nel borné et MeW ; il est intéressant de chercher une condition néces-
saire et suffisante pour que XM soit une martingale. On a alors le
théoréme suivant ( qui implique d'ailleurs le corollaire précédent)

THECREME 2, Soient MeW et X un processus optionnel borné1. Les deux

conditions suivantes sont équivalentes

a) XeM est une martingale.
b) N = I 4 (X —XP)AM est une martingale.

DEMONSTRATION, Remarquons que 1l'on peut supposer MO=O. Soit alors

At_zs<t AMS s on sait que M—A . Alors

XM = XPeM + (X-XP)eM = XPeM - (X-%P).X 4+ N
Pour tout temps d'arrét T, on a E[(XP~M) ] =0 car XP est prévisible, et
B[((%-xP) I) 1= E[fOO(X Xp)dIT] 0 car K est prévisible. Donc

E[(X-M)T] = E[NT] pour tout T
et 1'on voit que a)<=>b).
Remarquons que si X est supposé seulement mesurable, on a le méme
théoréme & condition de remplacer partout le mot martingale par le
mot innovant.

Pour terminer, traitons le probléme dual du théoréme 1 :
THEOREME 3 . Soit MeW, . Les deux conditions suivantes sont équivalen-

tes

a) ¥ X optionnel borné X.M est une martingale.
b) M=0

1. Cette condition peut étre affaiblie : il suffit que xP existe et que
y o}
1'on ait B[/ |X | |aM | J<too, EL/™ |XD||aM | I<+oo .

0 0]
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DEMONSTRATION, Soit p la mesure sur By xF associée a4 M. a) signifie
que p=0 sur la tribu des optionnels. * Soit X un processus mesurable
borné ; M étant optionnelle on a p(x)=p(x°)=o, par suite p=0 et M=0,
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