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SUR_LA_CONSTRUCTION DES INTEGRALES STOCHASTIQUES ET

LES SQUS-ESPACES STABLES DE_MARTINGALES

Jean JACOD

Nous proposons ici une méthode de construction de l'intégrale
stochastique par rapport & une martingale ou une semi-martingale. Cette
méthode s'appuie sur un théoréme caractérisant les "sauts" d'une mar-
tingale locale, théoréme di & Chou et Lépingle, et ne suppose
connue que l'intégrale stochastique par rapport a une martingale loca-
le continue, ce qul est bien classique.

Aprés un paragraphe consacré aux préliminaires, ce texte présente
deux parties assez disparates, et qui sont indépendantes entre elles.
Dans la premiére partie, on s'intéresse aux intégrales par rapport a
une martingale locale: on retrouve d'abord l'intégrale prévisible de
Meyer [6], puis on construit une intégrale optionnelle un peu plus gé-
nérale que dans [6), ce qui permet d'étudier les sous-espaces stables
et "fortement stables" de martingales; on retrouve notamment un cer-
tain nombre de résultats bien connus dans des cas particuliers
(voir par exemple Pratelli [8], Yen et Yoeurp [91). On compare égale-
ment 1l'intégrale optionnelle a l'intégrale par rapport a une mesure
aléatoire [3]. Dans la seconde partie, on construit les intégrales par
rapport 4 une semi-martingale: d'abord l'intégrale prévisible, pour ce
qui nous semble 8tre la classe la plus vaste de processus "raisonna-
bles", puis pour certains processus optionnels, de fagon a ce que
1'intégrale stochastique coincide avec l'intégrale par trajectoires
lorsque cette derniére existe.

1 - PRELIMINAIRES

On part d'un espace (n’r’(ft)t;-O’P) vérifiant les "conditions
habituelles" [2], et on note ® et & les tribus prévisible et op-
tionnelle sur Ox{0,w[ . On identifie toujours deux processus indis-
tinguables, et martingales et processus 4 variation finie sont toujours
supposés continus & droite et nuls en O . A cette nuance prés, on suit
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les notations de Meyer [6], avec les espaces L (martingales locales),
gc (martingales locales continues), M (martingales de carré inté-
grable), A (processus adaptés a vari;tion intégrable), v (proces-
sus adapté; 4 variation finie)... A toute classe C de processus on
associe la classe gloc "localisée" de g par les temps d'arrét, i.e.
l'ensembdes des X pour lesquels il existe une suite (Tn) de temps
d'arrét croissant P-ps vers +m et telle que les processus arrétés
Xf“ = xTn/\t soient dans .

Si Ael__tloc on note AP sa projection prévisible duale, tandis
que Px désigne la projection prévisible du processus X (définie
par Py = P(x*) - P(x7) lorsque ces deux processus ne sont pas infinis
en méme temps, PX=+® sinon). On rappelle que tout élément prévisi-

ble de ! est dans éloc

Deux éléments de L sont dits orthogonaux si leur produit appar-
tient a L. Tout MelL se décompose de maniére unique en M=Mc+Md
on Me Lc et ou M? est orthogonale a Lc . On note gd 1'ensemble
des Me_; telles que M® =0 ("sommes coml—)ensées de sau;s"). Si M,Ne€
I_f on connait le processus <M,N>; si H,Nel=. on pose classiquement
M™M,N] = <M 4N >+ :E AM AN ce qui définit un élément de V; M et
N sont orthogonales si et seulement si [M, N]el.. On note -gl l'en-
semble des M€L tels que [M M]1/2€A , et on a H}oc =L. Enfin on
rappelle qu'un élément de %d est entiérement caracterisg par ses

sauts.

On suppose connue l'intégrale stochastique (optionnelle ou prévisi-
ble: c'est la m&me chose) par rapport 3 Me:;cz si La(M) ={H option-
nel: H2o<M M>e A} et si He Lloc(M) , HeM —est 1'unique élément de
L° tel que <H.M,N>=He<M,N> pour tout NeL® (comme d'habitude,
si Ae\=l, HeA désigne l'intégrale de Stieltjes H-A /tH dAs lors-
qu'elle existe). On sait que si HeL (H) , alors pHe 12 (M) et

HeM = (PH)oM .
Pour tout processus X on pose
T X si :E X |<®
a), ={8<t 5 szt ° p(x) = (2 x2)122 (a(x®)Y2,
+® sinon, 8-

Bien entendu, on n'utilisera a(X) et ©b(X) que lofsque le support
8§(X) = {X£0} est mince, i.e. & coupes dénombrables dans [0, . Si
tel est le cas, on sait que §(X) =$i(X)-+S°(X), on §+(x) (resp.



392

<S""(x)) est une réunion dénombrable de graphes de temps d'arrét totale-
ment inaccessibles (resp. accessibles), et on note sP(x) 1e plus pe-
tit ensemble prévisible contenant §2(X): c'est lui-méme une réunion
dénombrable de graphes de temps d'arrét prévisibles (cf. [2]).

LEMME 1: (a) On_a b(X+Y)< b(X) +b(Y).

(b) a(X)e! (resp. Q‘loc ) = b(X)eg (resp. éloc ).
(¢) a(X)e ¥V et b(X)Eéloc = am(}()egmc .

(@) aXe s . = aPen .

(e) b(X)e ay . => b(PX)en .

Démonstration: Seules les assertions (d) et (e) ne sont pas tout-a-
fait évidentes. Dans les deux cas, &§(X) est mince, donc PX=0 en
dehors de §P(X) . Comme |pXT|< E(lXTll'FT_) pour tout temps prévisi-

ble T et comme a([X])e Algc» ©onoa (d).

[ NoYao¥X!
Supposons b(X)e A .+ Soient X ‘x'l{|x1>'1}' X"=X-X', On a
b(X') , b(XM)e Aioc + Comme 6(X') est discret, a(X')€V et d'aprés
[ . 4 P P
(¢), alx )€ A .3 mais alors a( X' €A o dong b( X;)eéloc . Par
ailleurs b(X") est localement borné, donc b(X")" =a(X"")e éloc;
donc a[p(X"a)]e Ay, et comme (Px"2< P(x®) on a

b(Pxm)2 = a[(PxM 2] <calP(x"®)]€ a d'od a-fortiori b(PX")e A

Zloc? 21oc * ¥

Terminons cette partie par le théoréme qui nous servira de base

pour tout ce qui suit.

THEOREME 1: Soit Y un processus optionnel. Pour qu'il existe XelL

avec AX=Y, il faut et il suffit que Py=0 et que b(Y)e Aloc

Ce théoréme, dit & Chou, Meyer et Lépingle, n'a pas encore été pu-
blié; aussi nous en donnons une esquisse de démonstration, en suivant

{5]. D'abord la condition est trivialement nécessaire (on sait que
P(ax) =0, b(ax)< [x,)dl/2 et g}oc

qu'il suffit par localisation d'établir lorsque b(Y)e A. Soient (Sn)
(resp. (Tn)) une suite de temps d'arré&t totalement inaccessibles(resp.

=L ). Passons & la réciproque,

prévisibles) de graphes disjoints, dont la réunion des graphes égale
si(Y) (resp. §P(Y)); on note M(n) 1la somme compensée du processus
Y 1 t N = . =

s, Lisp< ty et Nw) Yplip ¢t} ¢ St X(n) pén(u(p)m(p))

on vérifie que b(AX(n)) croit vers b(Y): donc X(n) est une suite
de Cauchy dans I;Il , qui est complet. Si X désigne la limite de
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X(n) , on a E(suplx(n)t-xt” —> 0, donc AX=Y. Ce théoréme fait

donc appel a la(t)

complétude de H™, ce qui n'est pas un résultat fa-
cile; cependant, ce résultat peut se montrer sans utiliser les inté-

grales stochastiques (voir par exemple Bernard et Maisonneuve [1]).

2 -~ MARTINGALES LOCALES ET ESPACES STABLES

a-Intégrales prévisibles.

Soit Xe L. On va construire, dans un ordre croissant de généra-
lité, diverses intégrales stochastiques par rapport & X . Commengons
par l'intégrale prévisible. On pose

PL(X) = {H prévisible: (H%[X,X1)Y/%¢ A}

Dans [6] 11 est montré qu'on peut intégrer les éléments de leoc(x)’
et qu'on obtient ainsi la classe "la plus générale" de processus pré-
visibles intégrables. Voici une autre construction de cette intégrale,

un peu plus rapide qu'en [6],

Soit donc HePL ~(X). ona P(Hax)=HP(AX)=0 et HA[X,X]=
B2 <Xx%,X%> + b(#ax)? : donc d'une part HeLioc(Xc) , d'autre part il
existe une X'e’Ld unique avec AX'=HAX, et on pose

HeX = Hex® + X'.

I1 est immédiat de vérifier que ([HeX,Y]=H.[X,Y], ¥YeL; on a donc
bien construit la méme intégrale stochastique qu'en [6].-Soulignons
que HeX coilncide avec l'intégrale de Stieltjes lorsque Xe'gf)éloc.
Enfin le résultat suivant est montré dans [10]:

PROPOSITION 1: L'espace PL(X) = {HoX: HePL(X)} est fermé dans H'.

On dit qu'un sous-espace N de L est stable si gf]gl est fermé
dans lf‘ » et si1 pour tout XeN et tout He leoc(x) , ona HeXeN.
I1 découle immédiatement de la proposition:

COROLLAIRE: S1 Xe L, l'espace stable engendré par X est pgloc(x).

Il est classique que si § est un espace stable et si Yé:!loc'

alors Y s'écrit de maniére unique comme un élément de Br]ﬁloc'
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plus un élément de }__11 oc orthogonal & !jﬂM . En particulier si

=loc
X, Ye’=4loc ’

69) Y = HeX + Y'

on a

P
ol HeXe gloc(x)ﬂ Mo

et Y' est orthogonale &4 X.

Dans le cas général, on n'a plus de décomposition (1), comme le
montre le contre-exemple suivant: supposons que ¥ =%, , tandis que
T"t est triviale pour tout t<1; soient U et V deux variables
T-mesurables, telles que E(U)=E(V)=0, que V soit bornée et que

2 s
E(U®) = o . Considérons les martingales Xt = Ul{’ls t} et Yt =
w‘{lst} ; 51 on a une décomposition (1), il existe une constante
h (=H1) telle que V=hU+V' et que E(V'U)=0; or, V'U:VU-hUZ,
ce qui conduit 3 une impossibilité si on n'a pas E(UV) =0.

b-Intégrales optionnelles.

Passons maintenant 4 un premier type d'intégrales optionnelles.
On pose

L(X) = {# optionnel:VH%<x®,x% +b(HAX - P(HAX)) €2}
L'(X) = {H optionnel: (HZ <X, X% + b(HAX)€ A}

= {H optionnel: (§2[X,x1)1/2

€al.

Etant donné le lemme l-(e), on a les inclusions:

loc

{ PL(x) ¢ L' (X), Ll (€ Ly (X) .
X quasi-continu 4 gauche =p L'(X) =L(X).

Si HeLloc(X) , 11 existe un X'e€ gd et un seul tel que AX'=
HAX - P(HAX) . On pose alors

HoeX = Hex® + X',

quil est "1l'intégrale stochastique™ de H par ‘rapport 4 X. On utilise
la notations "HeX" pour bien marquer le fait que cette intégrale ne

coincide pas avec l'intégrale de Stieltjes lorsque xe]&'néloc (m&me

quand X est quasi-continue a gauche). Cependant si Heleoc(x) ,
on a bien-sfir HoeX = HeX.

1
Lorsque He I‘loc

en [6]1 (et notée HeX), mais évidemment il n'y a pas de raisons de se

|
limiter & Lloc

(X), HoX n'est autre que l'intégrale construite

(X) . Remarquons que
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2
[HoX,HoX] = HZ<x%,xS> + b(HAX=-P(HMX))S,

donc si Hel, . (X), on a HeXe 1_1_1 si et seulement si He L(X).

loc

Nous aurons besoin d'un second type d'intégrales optionnelles.

Posons
1(X) = {H optionnel: P(m , )=0,
§7(AX)N§(AX)
VEZ <xC,X%> + b(HAX - P(HAX) +H1 )eal.
sPax)Ns(ax) =
Si HeLloc(X) il existe un X'eéd et un seul tel que AX' =

H&X - P(uax) +ma et on pose

§P(aXNs(ax)
Hex = Hex® + X'.

Remarquons que L(X)#L(X) en général; cependant si HeL(X), alors

~ »~ ~

Egﬂl(SP(AX)\S(QX))c est dans L(X) et H®X=HeX: donc l'ensemble

L(X) = {HeX: He TL(X)} contient 1l'ensemble L(X)={HoX: HeL(X)} . En

fait on a ,;(x) =x§(x) +/§(SP(AX)\S(AX)) , Ol AE(D) désigne l'ensemble

des éléments Ye }={1 vérifiant ¥Y°=0 et AY=0 en dehors de D,

Remarquons que si X est quasi-continu a gauche, Z(X) =L(X) et

L) =L(X) .

La terminologie "intégrale stochastique" pour désigner HeX est
sans doute un peu tirée par les cheveux; malgré tout, nous allons voir
que cette intégrale stochastique présente de meilleure propriétés de
stabilité que 1l'intégrale HeX . Par exemple, on va lui associer une
notion "d'orthogonalité" comme suit:

On dit que X, Yel sont fortement orthogonales (Pratelli [81)
si <x%,¥% =0, et si les ensembles §(aX)UsP(ax) et S(av)UsPQY)
sont disjoints (il suffit d'ailleurs pour cela que, par exemple,
MN=0 sur §(ax)USP(aXx)). La premiére partie de la proposition sui-

vante est montrée dans (8], du moins lorsque les martingales locales

sont dans M

loc

PROPOSITION 2: Pour que X et Y soient fortement orthogonales, il

faut et il suffit que [HeX,Yl=0 pour tout He Lloc(x{: Dans ce cas,
HeX et KeY sont fortement orthogonales pour tous HeL, (X) et

Ke'iloc(y) , et en particulier [H®X,KeYl=0.

loc

(xy,

Démonstration: Soient X et Y fortement orthogonales, et !lei

loc
KeL, (V). ona <(uex)®,(keY)®> =HK.-<x°,Y°>=0; de plus
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sta(HeX)IUSPa(nex))c 5(ax)U sP(aX), et on a une relation analogue
pour K®Y, d'ou on déduit l'orthogonalité forte de HeX et KoY.

Supposons inversement que [HoX,Y]J=0 pour tout HE Lloc()() .
Alors <x%,¥% =0 et $(ax)(\5(aY)=¢ (car (X,Y)=0). SOit T un
temps prev151ble tel que [[T]CSP(AX) , et H= 11[T1118(AX)AX on a
HAX - (HAX) ’l[[T](,lS(AX) - P(AX fO\'F )) , donc HeL(X) et N=HeX
vérifie ANp=-P(AXp£0IT, _)<o sur {Te §P(aX)\§(aX)} . Comme

[N,¥]1=0, on a AYT=O, et finalement AY=0 sur §P(AX)N §(AX) .u

On dit qu'un sous-espace N de L est fortement stable (resp.
trés fortement stable) si NﬂH est fermé dans I-I"L et si pour tout
XeN et tout HeLloc(X) (resp. (X)), on a HeXe N (resp.
HeXe N).

PROPOSITION 3: Tout sous-espace fortement stable est trés fortement
stable.

’ . N Y
Démonstration: Etant donné que loc(X)=Lloc(X)+L1°c(D), oi D=
§P(ax)\§(AX) , 1l suffit de montrer que tout ZEIEQc(D) peut s'écrire
Z =Ko(HoeX) o0 He L (X) et Ke Lloc(l{ox) . Posons a= (1$(AX)) ,
qui vérifie O<a<’1 sur D. Il est facile de trouver un processus
prévisible strictement p051tif F tel que b(FCls(Ag)-a))e Aoc*

On pose alors H= 1S(AX) AxeLloc()() puisque HAX - P(HAX) =

F(is(AX) -a),., Soient Y=HoX et K= -’.l.D aF : on a KaAY =’1DAZ=AZ ,

P(xaY) =0, donc KeLloc(Y) et KeY=2Z, d'ol le résultat.m

Noué allons maintenant passer a 1l'étude d'un autre type d'intégra-
les stochastiques: les intégrales par rapport a une mesure aléatoire,
introduites en [3]. En effet la décomposition obtenue en [3] permet de
démontrer sans trop d'efforts certains résultats intéressants sur les
intégrales optionnelles précédentes., Mals auparavant, et afin de moti-
ver 4 la poursuite de la lecture, nous énongons un théoréme (qui sera
démontré plus tard):

THEOREME 2: (a) Si Xe€L, L(X) et L(X) sont fermés dans H, et
zloc(x) est 1l'espace fortement stable engendré par X.

(b) Si X,YeL, on a la décomposition unique saivante:

(2) Y = HoX+Y', HeL, (X), [¥',Xx1=0.
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(¢) S8 X,YelL, on a la décomposition unigue suivante:

(3) Y=Hex+Y', He'f,loc(x) , X et Y' fortement orthogonales.

¢ - Intégrales par rapport 3 une mesure aléatoire.

Soit (E,%) un espace lusinien muni de ses boréliens. Soient
f=0«[0,0IxE, et & = oe¥, % -%0% . Une mesure aléatoire est une
mesure de transition positive p(w;dt,dx) de (2,%) dans (10,o(<E,
$(10,o[ )®¥) et pour toute application W: N —> R on définit le
processus Wxu par W*;«t(w) = //W(w,s,x),«(w;ds,dx) (=+m si cette

expression n'a pas de sens). On dit que p est prévisible si Wxp
est prévisible pour tout W20 ,?-mesurahle. La formule Ml‘*(w) =
E(Wx—)&m) définit une mesure positive sur (8,6) . On note X(p)
l'ensimble des fonctions O-mesurables W telles que la mesure W-M)‘L
soit ?-0-finie: si WGX(;&) on peut évidemment prendre "l'espérance

conditionnelle™ MP(WW) .
On considére alors une mesure s de la forme
poidt,n) = T 2Dt )0

od De0O, ol o« est un processus optionnel 4 valeurs dans E, et
telle que M)‘ soit T-0-finie: on dit que I est une mesure & valeurs
entiéres. De mdme que pour §(X), on définit les parties "accessible"
D% et "totalement inaccessible" Di de l'ensemble mince D, ainsi

que la plus petite partie prévisible DP contenant p? .

On sait qu'il existe une mesure prévisible unique Vv , dite pro-
Jjection prévisible duale de m, telle que les mesures M,,ﬁ et M,
coincident sur (fl',?) . Afin d'alléger les notations, on pose

W () = [Ew(w,t,x)v<u,{t1,ax>, 8, (W) =v@;{t}E) (=1,())

dés que cette expression a un sens. On sait que Dp={a>0} , tandis
que Dp\D={O<a<1} . Par ailleurs si1 W est ?-mesurable, on a

A
Wy = E(lD(T)W(T,xT)l'FT__) sur {T< o}
pour tout temps prévisible.

Voici alors comment, en suivant [3], on construit deux types
d'intégrales stochastiques par rapport a JR

(1)- S1 W est une fonction P-mesurable, on pose
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A A
W o= (w-w)’l{m-ﬁbi} * W1{\'V\ll>13’ Wh=W-w,
c(w) =(’l{a=0’(|wv| +wu2))x9

A e, o o
- - W -
+ sZS.((W" Do = WS+ W =W v a-a)luth),
en faisant la convention Ct(W) =+® dés que l'un des termes ci-dessus
n'est pas défini. Soit gloc()") l'ensemble des fonctions ?-mesurables
W telles qued c(w)e A1oc v 81 Wegloc(r) il existe un élément et

un seul de L, noté Wx(p-v), tel que

) AWr(p=¥))y = Lp(dW(E,x,) - W, .

(i1)=- si Vex(r) vérifie Mr(vl‘}') =0, on pose
VIi=Vly sy~ My 5 yI®) s VraVavr
On note Hloc(r’) l'ensemble des VeX(p) tels que Mr(vﬁ)=o et
que (vn HVxpe Aoo» et sl VeHloc()«) il existe un élément et
un seul de L, noté Vxpu, tel que

(5) AVAR)y = A (8)V(E,,)

De plus, dans les deux cas (i) et (ii), 1l'intégrale stochastique coIn-
cide avec "l'intégrale par trajectoire" lorsque cette derniére existe.

Remarque: La encore, on pourrait définir directement Wx(p =) et Vap
4 1l'aide du théoréme 1, en utilisant (4) et (5). Soit donc Y 1le pro-
cessus défini par le second membre de (4) (resp. (5)): i1 faut montrer
que PY=0 (ce qui n'est pas difficile), et que b(Y)e A ,c + Dans le
cas (ii) il est facile de voir que xloc(r) est exactement 1l'ensemble
des V tels que M}‘(VW) =0 et b(Y)e A ,c + Dans le cas (1) par con-
tre, montrer que b(Y)e Qloc revient en gros a recopier la construc-
tion de [3]1: cependant on verra que, 1la encore, gloc(r’) est l'ensemble
des W tels que b(Y)e Al -®

Le théoréme suivant, montré dans {3], joue un r8le essentiel:

THEOREME 3:,Soit XeL. Alors AXe€X(r) et si U=M.(AXI¥), V=sx--
4 2

et W=U+1—_; 1{a<1} on a VeHloc(r), we&loc(r‘)’ et

(6) X = Wa(p=v) + Vup +Y,

o YeL ywérifie AY =0 sur D.

On note 21().) (resp. I=,2()A.)) l'ensemble des \Vx(r-v) (resp.

Vxp) appartenant a 51 , avec We gloc(r) (resp. Ve)'(loc(r)).
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Soient également EB(JA-) (resp. gu(r)) l'ensemble des Xelfﬂ Iéd
(resp. I;Il) vérifiant AX=0 sur (DP~D)® (resp. sur DPUD). Re-
marquons que I_,B()o.) et gl’(r) ne dépendent en réalité que de D, et
avec les notat;.ons du paragraphe précédent, on a I=.3(;A) =/I;.(Dp\ D).
Plus que par les espaces gi(r-) eux-mémes, nous seront en fait in-
téressés par L(x) =L1(0) +L2(r) et LG =L() +L7(p) .

Remarque: On pourrait donner ume définition directe de L(p) : c'est
l'ensemble des Xel_{_"LﬂLd caractérisés par Axt='1D(t)U(t,-<t) -/l\lt R
od UeX(p) vérifie M (UIF)e§, () et U-M(UIR )M, () .8

On peut alors préciser le théoréme 3 de la maniére suivante:

THEOREME 4: (a) Les espaces _I_.i(}«.) , i<4, sont fermés dans }_{l .

(b) Tout XeL s'écrit de maniére unigue comme

7 x = x* i

+ X2+ X0 + x4, xeﬁoc(}*)‘

Remarque: En d'autres termes, L est la somme directe des espaces
}__.ioc(r) . On ne sait pas montrer la méme chose pour }=I'l et les I=..1(r) :
plus précisément si Xe l_{’l , on vérifie aisément que sa décomposition
(7) satisfait x%c I_.Z(r.) ot X*e Ll’(}x) ; par contre on ne salt pas

montrer que e 151()*) et Xo¢ gB(}*) .

Dans le m&me ordre d'idées, il est facile de voir que les espaces

’féloc(") et Iél{oc(r) sont orthogonaux (et méme fortement orthogonaux),

et de méme les espaces I*'{oc(r) et I_..ioc()«u) . Dans [3] i1 est également
P 1 - " 2

montr; que xz,loc(,«)ﬂ l:‘loc est orthogo?al aux espaces I.—‘.'loc(r)n }.-iloc

et Iéloc(r’)n Mioe s 2mais nous ne}savons pas montrer que Ié'loc(}‘)

est orthogonal a Eloc(r) et I=‘10c(r) .n

Démonstration: (i) Soit XeL. On a la décomposition (6) et

P =P = p =
(1DP\ DAY) = (’le aY) --’.I.Dp (8Y) =0, tandis que b(‘.I.Dp\ B AY) €

b(AY) € A : donc 1l existe Xse Ld unique tel que x> =1 AY ,
=loc 1 = 5 4 3 DP~ D

et 11 reste a poser X =Wx(p-v), X" =Vsp et X" =Y-X’ pour obtenir

la formule (7).

(ii) Montrons maintenant que les I=..1()A) sont fermés. Si X(n)

tend vers X dans gl on sait qu'on peut extraire une sous-suite,

notée encore X(n), telle que AX(n)T — AXT P-ps et dans L1 pour
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tout temps d'arrét: il est trés facile d'en déduire que LB()*) et
L“(/«) sont fermés dans I;I’l , et que dans la décomposition (7) de X
on a XL’-O si X(n) ¢ L()«) pour tout n. Il nous reste a vérifier

que si X(n)eL (p) (resp. 152(/‘)) pour tout n, alors X = X%

(resp. X=X ) et donc, par localisation, on peut supposer que )("l ’

XZ,XBe gl. On note enfin x’l:w.(’._v) et X2=V¥,«.

Supposons d'abord que X(n)=W(n)x(p -v) . Les sauts de Mo peu-
étre épuisés par une suite de temps d'arrét prévisibles T tels que
[TIlcDP et an <1 sur {T<w}; soit T un tel temps d'arrét: on a

3'1{T¢Dl(w -1lim W(n) ), la limite étant P-ps et dans L"L en con-
ditionnant par rapport a f—' , omn trouve = ('l-a )(W - 1lim W(n) )
Par suite W(n)T tend vers IWT et AX,% 0, ce qu1 1mplique 3-0.
Mais alors pour tout temps d'arrét T, 1lim (1 (T)N(n)(T < )—W(n) ) =
1 (T)(W(T,’(T) + V(T °<T)) - T’ ce qui montre que W(n) -w(n) tend
Mr-ps vers W+V- W mais alors V est mesgrable par rapport a la
complétée de 7 pour M,, alors que M/«(Vl?) =0: donc V=0 Mr-ps,

X220 et X=Xr.

Supposons maintenant que X(n) =V(n)*pu . Si T est prévisible et
T¢D3AX(H) 5
1{T¢D3(AXT'WT) » d'od, comme ci-dessus, &X;=0; par suite X“=0.
Par ailleurs (cf. [3], proposition (2.4)) il existe une suite (S_) de
temps d'arrét telle que D=ULs I et E[Ax(n)s \'F \/ (°‘ ) =0
puisque X(n)e L {p) . Donc E[AXS ['F VO’(« ]p-op et on en déduit
(toujours d'aprés [3]) que Wx(p- v)—8: donc =0 et X=X2.

vérifie ay<1 sur {T<w)}, ona O0=1lim1

(iii) I1 faut maintenant montrer l'unicité de la décomposition (7),
clest-a-dire que X =0 ¥i<l4 si X=3 X =0. Mais alors (x*)°©
x¢=0 et AX“:O , donc XL'=O . Si on reprend la preuve de la ferme-
ture de gl(r) , par exemple, en posant X(n)=0e gll()k) pour tout n,
on voit d'abord que X3=X2:0, puis X1=X=0 .0

PROPOSITION 4: L'espace ’f-‘loc(r') est fortement. stable.

Démonstration: Si X(n)e ':'I:(}«) tend vers X ona X°=0 et AX=0
en dehors de DUDP, donc le terme x* de 1a décomposition (7) de X
est nul et XeL(p). Soit maintenant Xe Lloc(r) ’ HeLloc(X) et
Y=H¢X. On a Y°=Hex®=0, tandis que AY=0 en dehors de DUDP,
donc 1la encore le terme Yl* de la décomposition (7) de Y est nul,

et Ye Lloc(r) . n
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d - Espaces fortement stables de martingales.

Soit XeL. On sait que pL(X )-L(X )..L(X ) , donc il nous reste
a étudier pL(x ) ,L(x ) et L(xd) . De méme si Xe1=, on sait que
tout YelL admet des décompositions (1), (2) et (3), ces décomposi-
tions éta;t d'ailleurs identiques (il suffit en effet de décomposer
Y® selon X). Enfin si NcL, soient N°={N°: NeN} et gd =
{Nd: Ne g}; i1 est facile de voir que le; espaces (fortement) stables
engendrés par gc et gd sont fortement orthogonaux et que leur somme
directe égale lTespace (fortement) stable engendré par §3 par ailleurs
les espaces stable et fortement stable engendrés par Ec sont égaux,
et leur structure est bien connue (voir par exemple Meyer [7]). Autre-
ment dit, il reste 4 étudier les éléments de gd et les espaces for-

tement stables qu'ils engendrent.
Commengons par le cas d'une martingale locale X . On pose

(8) pwidt,ax) = Z | Haxg () 401 Es,ax, ) (68

ce qui définit une mesure aleat01re a4 valeurs entieres (avec D= §(AaX)
et x=4X), sur E=R\{0}. La proposition suivante montre qu'il est

équivalent de parler d'intégrale optionnelle par rapport a Xezgd,
ou d'intégrale stochastique par rapport & la mesure p qui lui est

associée par (8).

PROPOSITION 5: On a L(x ) =L(p) et L(x )-L(}A) (et donc, L(X) et
L(X) sont respectivement les sommes directes L(r) +pL(X ) et
Tow +PL(x®) ).

Démonstration: Comme D= §(AX), il suffit en fait de montrer que
d

1=,(x )=I5()*) . Soit Y=Wx(n-v) +V*)a€I=Jloc(r) ; si Ht =

1p(t) (W(t, 8%, ) +V(t,8X,))/AX, , on a AY = HAX - P(HAX) d'aprés (4) et

(5), donc Hel, (x) et Y =HeXe Lio (x)

Soit inversement Y =HeXe€ Lo (X ). si Y= 1t est la décomposi-
tion (7) de Y, on aura termine si on prouve que Y3:=Yq'=0 . Or
(Y% =Y°=20, tandis que av*=1 1 ppypyc A¥ =0, done " 20. soit
T wun temps prévisible tel que aT<1 sur {T<w}: on a AY%

1
1{TéD)(AY -AYT) ’1{T¢D}( (HAX)T+W) si Y =Wsx(n=-v); en condi-
tionnant par rapport a F’ on obtient O0=(1-a )(p(HAx)T-+W ),
d'od 1'on déduit AY¥p=0; par suite ¥>=0.®
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COROLLAIRE: Les espaces L(X) e '1_',(x) sont fermés dans };I’l.

Passons maintenant au cas d'une famille P_(CI=. .« On suppose que
N= (M(i))le 1 ©st une famille finie ou dénomgrable d'éléments de L.
Soit E=RIN\ {0}, muni de la tribu Eﬂ(‘KI@) . On considére le proces-
I , de coordonnées Aﬁ(i) = AN(i) . Soit
D= {Aﬁﬁo} . La formule suivante définit une mesure a valeurs entiéres:

sus AN, a valeurs dans R

(9) posdt,dx) = g;)‘1D(w,s)E(S’Aﬁs(w))(dt,dx).

On note loc(N) (resp. loc(N)) l'espace stable (resp. for-
tement stable) engendré par N (le lecteur est prié d'excuser cette
notation barbare !) )
THSORENE 5 (a) ona I (¢
directe (N )+L ocP) -

(b) Tout XEI=.. admet une décomposition unigue X =X'+X"

avec X'€L1 (N) et X" fortement orthogonal a Nloc(N)

)=Llioc) et 17

et Ly .(N) est la somme

Démonstration: Soit XeL. On sait qu'il existe une décomposition
unique X®=X'®+x"¢ avec x'CePp Toc(E%) et X"® orthogonal (donc
fortement orthogonal) a cet espace. Supposons alors XELd et soit
Xx=Zx' sa décomposition (7). Si on pose X'=Xr+X2+X> et Xv=x*
on a X'e'f, (y-) et X" est fortement orthogonal & Lloc(f*) ; enfin
l'unicité de (7) entraine l'unicité de cette décomposition X =X'+X".
I1 nous reste alors a prouver (a).

i éme

(1 coordonnée de xeg E) . I1 est
clair que AN(i)=TU M.-ps et U =P@aN()) =0 , donc U €9 oc(}*)
et N(i)dzUix()A-\’) d'aprée le théoréme 3. Donc N(1)e 'L c()‘) ot
d'aprés la proposition 4, on a loc(N ) L (r) .

Posons alors U (u t,x) =x

Lorsque N n'est constitué que d'un seul élément N, la proposi-
tion 5 entralne =loc(r') = =loc(N ) = =1oc(ll ) et la démonstration est
terminée. Passons au cas général' a chaque N(i) on associe par (8)
une mesure ;~1 et on pose [S(AN(l))USp(AN(i))]c et Gy ﬂFi

st
s
On a Llo ()A ) =L loc(N(l) )CL (N )cL c(f") . Soit Xe Ll c(}4) .
D'aprés la premiére partie de la demonstratlon on a une décomposition
X=X'(1) +X"(1) avee X'(Mel () et AX"(1) =1, 4X, X"(1) =
X-X'(1)e Lloc(r) Par récurrence on construit une suite (X' (1),X"(i))
ainsi: si X"(4i)e Lloc(r) vérifie AX"(1i) =’1G1AX on a X"(i) =
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X1 (141) + X"(141) avec X'(i+1)é Lloc()«iﬂ) ot MXn(141) =1p, M)

1Gi+1AX. Si Y(1i) =j§;iX'(i) on a Y(i)e Lloc(N ), tandis que

[Y(i) - X,¥(1) -X] = 1Gi-[x,x1.
Comme locr)H est fermé et comme r\G = (DUDP)® alors que ([X,X]=
DLJDP'EX X1 puisque Xe Lloc(r) , on en déduit facilement que X¢

-loc(N ), achevant ainsi la démonstration.s

Jusqu'a présent, on a montré les parties (a) et (c) du théoréme 2.

Il nous reste a montrer la partie (b):

PROPOSITION 6: Si X, YeL on a la décomposition unique suivante

Y = HeX+Y', HeL (X), [X,¥'1=0.

Démonstration: On sait qu'il existe H'e&Lloc(X ) tel que Y =H'wX®
+ ¥'¢ avec <XC,Y'c>=O et H'=0 sur $(X)USP@ax). m  étant
définie par (8) on considére la décomposition (7) Yd= Z:Yi de Yd.
D'aprés la proposition 5 il existe H"eIJ (Xd) tel que H" =0 en
dehors de §(AX)U §P(AX) et que Y* o+ y2 H"exd . Il reste a poser

H=H'+H", l'unicité provenant de l'unicité de la décomposition (7).m

Remargue: On pourrait montrer ce résultat (ainsi d'ailleurs que (3))
sans passer par l'intermédiaire du théoréme 4 (et donc des mesures alé-
atoires). Le probléme revient alors a choisir H . On peut prendre

P
d<y®,x%> (AY1¢ (hx)?
- o —e—
B2 05000 [0 8 & sax) Ay T
»

ol a=p(1S(Ax)) (on remarque qu‘on a alors at=V((t]nE), si Vv est
la projection prévisible duale de la mesure p associée a X) . Mais,

montrer que He L, (X) revient en fait a4 recopier la démonstration

loc
(assez longue) du théoréme 3.w

3 - SEMI-MARTINGALES

a - Caractérisation des sauts d'une semi-martingale.

On note S 1'ensemble des semi-martingales nulles a l'origine (i.e.
des sommes X=M+A od MeL et AeV), et S 1'ensemble des semi-

martingales spéciales, c'est-a-dire qui admettent une décomposition
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X=M+A avec MeL et AeA . On sait (cf. par exemple [6]) que

loc
tout Xé_S_s admet une décomposition et une seule, dite canonigue,
X=M+A4 avec McL et Ach . prévisible, et on note X 1a "partie
continue" du processus & variation finie A. Si Xé€S on connait

également la partie '"martingale continue" )(c de X, et on pose

D(X) = {DeO: a(1 M) €V, XD=X-a(’lDAX)€ ..
On sait (41 que pour tout c>0, {|AXI>c}eD(X).
Par ailleurs pour tout processus optionnel Y on pose

(Y)

nes

{pe0: a( VeV, b(YLc)€h) a(p(Y’ch))E vi

et on note 5 l'ensemble des processus optionnels Y tels que E(Y)

£ @ . Le théoréme suivant jouera vis-a-vis de 1l'intégrale stochas;ique
par rapport & une semi-martingale le méme r8le que le théoréme 1 dans

la partie 2.

THEOREME 6: (a) Soit Y un processus optionnel. Pour qu'il existe
X€35 avec AOX=Y, il faut et il suffit qu'il appartienne & X, et
dans ce cas on a E(Y) = D(4X) .

(b) Soient Qe}g, NeL®, A€\=Ic . Pour tout DeE(Y) il
existe un Xe€§S et un seul_tel qu; AX=Y, XczN, y(D:A (;appelons

v
que XD est la partie continue du processus prévisible de V inter-

venant dans la décomposition canonique de la semi-martingale spéciale
xP).

Démonstration: (i) Soient XeS, Y=AX, D€=D(X) . On a a(’lDY)€ V.
Soit XD=M+A la décomposition canonique de XD. D'une part a(44)
eéloc , d'autre part b(aM)e Ao d'aprés le théoréme 1, donc le lemme
1 entraine b(aX") =b(Ya )€ A . Par ailleurs P(sx°)=4A donc
a(p(Ych))Gg. On a donc DeE(Y) et YeK.

(ii) Soient Xes, Y=4X, Deg(Y) . On a a(Y’lD) =a(’lDAx)€ vV et
xPe 5. soit xP=M+a une décomposition oi MeL et AeV. Si (T)
est une suite localisante & la fois pour M et pour le processus a
variation localement intégrable b(YCLDc) , et si aninf(t: |XDlt; n) ,
ona E() """ |da |)<@, d'ou 1'on déduit Ae€a
xPes_ et DeDX) .

1o0c ° Par suite

(1i1) Soient NeL®, Yek, Ae¥® et DeE(Y). Comme a(P(Y1p))

P - _P Py _
€A on a b( (Ych))eéloc et si Z-Y’lpc (Ych) , ona “Z=0

=loc



405

et b(2)e éloc

MM =2Z. Soit

. Le théoréme 1 entraine l'existence de Me;d avec

X

Mo+ N+ a(P(vage)) + al¥ip)

il est clair que X est une semi-martingale vérifiant x¢=N , AX =Y
v
et XD=A. Enfin 1l'unicité d'un tel X est évidente.®

COROLLAIRE 1: Soient YeK, D, D'€E(Y). Alors a(Y(1-1p,))€ 4

) = = yD_yD' 319¢
Si de plus XeS yvérifie AX=Y,ona X -X =a(l . Y(1,,-1.0)P.
SR A A —_— Sl(Y) D D

Démonstration: Comme YeK il existe XeS avec AX=Y. Soient
XD=M+A et XD' =M' +A'_ les décompositi;ns canoniques de XD et
x'. on a xD - xP' =a(Y(1D,—’lD)) , donc M=-M'=A' -A+a(Y(’.LD,-’lD))€
gﬂ!:gﬂgloc: on en déduit la premiére partie de 1l'énoncé. On en
déduit également que A -A' =a(Y(1D,-’lD))p; comme ‘)J(D-SI(D'
partie continue de A-A', on obtient ainsi la fin du corollaire.®

est la

COROLLAIRE 2: Si (Yi).
- l1<n

est une famille d'éléments de K et si ¢, >0
pour tout i, ona U {l¥;l>c lé€ N E(Y,) .
(1) (1) ~

i

Démonstration: Soit D, = {\Yi\ > ci} . D'aprés le théoréme 6 on a D; e
E(‘li) . Mais si D=UDi , il est facile de voir que presque toutes
les coupes de D sont discrétes dans [0,m[ et donc a(Y.l’lD)e v
comme D.c D il est facile d'en déduire que DEE(Yi) .8

b - Intégrales prévisibles.

Soit Xe€S. On cherche a construire 1'intégrale stochastique HeX
pour des proc;ssus prévisibles H les plus généraux possibles. Il est
naturel de considérer une décomposition X =M+ A avec MeI=, et Aé\__{,
et dans ce cas on impose Heleoc(M) et 1'intégrabilité de H par
rapport & A, i.e. HeAeV; on pose alors HeX=HeM+HeA, mais il
faut vérifier que ce processus ne dépend pas de la décomposition de X
choisie, ce qui est par exemple le cas lorsque H est localement bor-
né [6]. Il se peut également que cette construction marche pour cer-
taines décompositions et pas pour d'autres. Enfin on veut que HoXég
et que AH.X=HAX, donc d'aprés le corollaire 2 ci-dessus on a

E(aX)V E(HAX) £ 6 .

Compte tenu de ces remarques, il est naturel de poser:
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PY(X) = {H prévisible: H%<x®,x>cV, HAXe K, JDeE(aX)() E(HaX)
avec H“)’(Dé vi.

Soient alors He RX(X) et DeE(AX)E(HAX) tel que H.X"eV; d'aprés
le théoréme 6 il existe un Y€ S et un seul vérifiant

¥D ¥D

= Hex®, AY=HAX, Y = HeX  ,

Y

et on note HRX cette semi-martingale.

v
PROPOSITION 7: Solent XeS et HePX(X). On a H. XPe V pour tout
D€I-=3(AX)n E(HAX) et les processus HaD‘»X prennent une valeur commune,
notée HxX, lorsque D parcourt E(AX)DE(HAX) .

Démonstration: On fixe De @(AX)ﬂIj(HAX). tel que Hoy(De V et on pose
—_—t e = = = v
Y=HRX. Soit D'e E(AX)E(HAX) . I1 nous faut montrer que HeX> € V

]
et que Y'=HI?(-X vérifie Y'=Y,.

Posons C=a(l

. _ , \ R
gl(AX)X(j‘D' 1D)) . D'aprés le corollaire 1 appliqué &
AX et a4 HAX on voit que CeA et HeCeA , donc (HeC)P =
p D ¥D! P =loc ] =loc D'
HeC e‘—\loc' Mais X " =-X~ =C%, d'ou il découle que HeX" € éloc et Y
est bien défini, Etant donné le théoréme 6-(b) il nous suffit de véri-
L

fier que \‘;'D =§'D. . Mais en utilisant les définitions de ces processus,
le fait que /lsi(HAX)HAx =1$1(AX)HAX et le corollaire 1 pour X et Y,
on obtient

vpt v vt vt v ]

' o Y2 - (Hee)® = He(XP'4CP) - Hoc? = HXP' 2 VD m

En utilisant cette proposition et le corollaire 2, il est trés
facile de vérifier que

- HH' €PX(X) => H+H'€PL(X) ot (H+H'")»X=HxX+H'»X,

- HePz(X)NBL(x') = HePX(X+X') et Hx(X+X') =HsX +HxX'.

PROPOSITION 8: (a) Soient XeV et H prévisible tel que HaXG!.
Alors He PX(X) et HwxX=H.X.

(b) Soient XeL et HePL  (X). Alors He®/(X) et H¥X=H.X.
(c) Soient XeS et H prévisible localement borné. Alors He Pr(x)
t HxX=HeX (o0 HeX est 1l'intégrale définie en [61).

i

Démonstration: (a) Si ng et H.Xez il est clair que 2 = Wx[0,mw[ €
E(Ax)ﬂ E(HAX) ; comme )(‘6'=‘)'(a est la "partie continue' du processus a
variation finie X, on a également HeX?e Ajoc - Par suite He Pr(x)
et HeX satisfait clairement les relations de définition de HxX.
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(b) 1 HePL, (X) ona HA<x®,X°>€V et b(uA)E Aloc» donc
@ e E(HAX) . On a également Q}e]:E:(AX) et X¢=O , donc 3’(¢=0 . Par suite
H eSI(X) . Enfin HeX vérifie clairement les relations de définition
de H¥X avec D=4g.

(c) Soit De€E(AX); comme H est localement borné, il est clair
que Ha.<x°,x°>e\;r , que DEE(HAX) et que HeXPeV, donc HeRr(x).

Enfin 13 encore, HeX vérifie les relations de définition de HxX.sms

Compte tenu de cette proposition, on écrira désormais HeX au lieu
de HxX,

c - Intégrales optionnelles.

On va maintenant généraliser le paragraphe précédent, en définis-
sant une intégrale optionnelle HsX pour certains processus H, de
sorte que cette intégrale coincide avec l'intégrale de Stieltjes lors-

que cette derniére existe: il ne s'agit donc pas d'une généralisation
des intégrales optionnelles HoX et He®X lorsque XelL.

On considére l'espace A' des mesures aléatoires F(w,dt) sur
10, pour lesquelles il existe une partition prévisible (An) de
% =0x[0,w[ telle que chaque processus Ot ’lAn(s))A(ds) appartienne
a 4 (ou &) . H
FP comme l'unique mesure te%le que b lAn(s)fp(dS) soit la projec-
tion prévisible duale de /o’lAn(s))«(ds) pour chaque n: 1l'ensemble
A' n'est autre que l'ensemble des mesures aléatoires (signées) définies
au paragraphe 2-c, lorsque l'espace E est réduit 4 un point, et telles
que Mﬁ soit ?-a-finie; ﬂp est alors la projection prévisible duale
de )} au sens de ce paragraphe 2-c. On notera Hedp 1la mesure alé-
atoire lp(m,dt)H(w,t) ; lorsque le processus r(JO,t]) appartient a
V oud A, on écrit simplement K€YV ou peA; inversement si A€V
on note dA la mesure )«(u,dt) :dAt(w).

). Si p€A' on définit sa projection prévisible duale

Soient XeS et H optionnel tel que HAX eK . Si DeF_:(AX)ﬂE(HAX)

il est clair que HoaXP e A' (prendre A ={n-lg 1PH)< n}) et

(HcdiD)p==HodiD. Par ailleurs on considére la mesure aléatoire

x(dt) = Z 1

AX_ & (dt) .
(s) staxg) =8

Posons:



408

G, ) = {De BN E@M): 1 (H-PH)edx ey,

HoaX? + (1DC(H-PH). d)Pevi.

LEMME 2: (a) Si G(X,H)#@ on a G(X,H) =E(aX)() E(HAX) .
(b) st D, D' € G(X,H) on a

P
D"lD, )Ho da()

si H

(10) Heak™ + @ (1-PH)oa)? = Hoak+ A (B-PR)e 0P - (2

(on rappelle que d'aprés le corollaire 1, (1D,-‘1D)H.dn(e éloc ;

est prévisible, ce lemme est une partie de la proposition 7).
Démonstration: Soient DeG(X,H) et D'e E(ax)[) E(HAX) . Soit dC =
(’J.D,-’).D):de( .VDI')'aprés le c;rollaire 1, Ce_éloc ;t H.dceé\loc, tandis
X“=X" +cP. Pour simplifier, on pose dap =1 c(H-pH).da( et
dg! =1D,C(H-pH)o de . On a alors dB'=dp+ (’J.D-lD,)(H-BH)-d«

df + PHedC - HedC . Mais dfe A' par hypothése, HedCe Aoe et Pu,ace

que

A' : par suite df'€ A' et on a

ap'? = ap? + PHoac? - (HedC)P = aBP + Heac? - (H.a0)P,

ce qui n'est autre que (10). Par ailleurs le second membre de (10)

vD!
est dans ‘-\loc puisque D€G(X,H) et H.dCe A donc dp'p+H-dXD

et D'e G(X,H).®

loc *

€ ‘=\loc

Soit alors

L(X) = {H optionnel: H20<Xc,xc>e¥, HAX €K, g(X,H);éQH .
51 Hed(X) et DeE(X)[)E(HAX) (= G(X,H)) on considére la semi-
martingale Y(D) caractérisée par

¥(D)® =Hox®, AY(D) =HX, a¥(D)D = HeaXD+ (’ch(H-pH)Od“)p .

Si D'€G(X,H) on a encore Y(D')®=HeX° et AY(D')=HAX. De plus
d'aprés (10) et le corollaire 1 on a

v ]
)P = a¥(p")P
D'

Yt p
dY(D + ((’1D.-1D)Ho de)

¥ p P P _ 4Y¥¢p D
= HedX +(1D‘C(H- H)eda)P + ((1,-1p)Hedx)® = d¥(D)" .

Par suite Y(D') =Y(D) et on note HeX 1la valeur commune des Y(D)
lorsque D parcourt Q(AX)ﬂE(HAX) .

On remarque immédiatement que L5y(X) = {(H€X(X), H prévisible} et
si He®X(X), HeX n'est autre que l'intégrale définie au paragraphe
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précédent. Etant donnés le corollaire 2 et le lemme 2-(a), 1l est
facile de vérifier que

- HH'€EIJ(X) = H+H'€J(X) et (H+H')eX=HoX+H'X
AV gez)N2(X') = HeZ(X+X') ot Ho(X+X') =HeX +HeX' .
PROPOSITION 9: Si XE'V et si H est un processus optionnel tel que
/ H dX_ €V, alors I{éZXX) et 1'intégrale stochastique HeX, égale
l 1ntegrale de Stieltjes // H dX .

Démonstration: Par hypothése, a(H&X)e V et a(4x)e Vv, donc fe
E(AX)[\E(HAX). De plus iﬁ' est la "partie continue" du processus

4 variation finie X, donc H-x €A Par suite R € G(X H) et
HeJ(X) . Enfin il est clair que l'intégrale de Stieltjes vérifie les

relations de définition de HeX avec D=.ﬁ .8

Remarque: Il semblerait plus naturel, & premiére vue, de définir 1'in-
tégrale stochastique pour les processus optionnels H appartenant a

2'(X) = (H optionnel: H%<x%,Xx°>€V, HaXeK, 3DeE(X)[VE(HAX)

avec HoX'e vV et a1 o X(H- Pu))e Ao }

Si(AX) D
On a 2'(X)cJd(X). Mais les espaces JX'(X) ne vérifie pas les rela-

tions (11) en général, ce qui est ennuyeux pour des espaces de fonc-
tions intégrables. On peut également considérer les ensembles

2"(X) = {H optiomnel: H%<Xx%,X°>€V, HAX€K, JDeE(ax)E(HAX)

v
a coupes discrétes dans [0,w[ et tel que H-XDG V et

a(1 x(u-F))ea .

Sl(AX) ¢
Cette fois-ci, ¥"(X) vérifie bien les relations (11), ainsi que les

inclusions Pr(X)cI"(X)cX'(X)c Z(X); mais par contre la proposition
9 n'est plus valide pour X"(X).
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