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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1976/77

COMPLEMENT A L'EXPOSE PRECEDENT

par Alain BERNARD

Gardons les mémes notations et montrons comment prouver la der-
niére proposition (proposition 9 : 2e inégalité de DAVIS) sans faire appel &
1'inégalité de FEFFERMAN pour H1 et BMO , ce qui fournit donc par la
méme une démonstration de cette inégalité de FEFFERMAN 4 partir de celle
pour Hl et BMO .

Soit donc X € H1 . Nous voulons montrer que X € Hl et
\\X\\ul < cHXHHl , od ¢ désigne une constante absolue. Pour cela nous
allons appliquer & X la décomposition de DAVIS exposée dans MEYER [6],

page 145 et qui se présente comme suit :

Notons pour chaque t > 0

&X), =X - X _

(8X)

sup{ | (&%) | ; st}

*x T ok

(8X),_= sup{l(AX)sl ; s<t}

et considérons le processus adapté Q défini par :

B 1 * *
Q= D X)Lz 2} .

¥*
Du fait que (8X), > 2(8X).. entrame |(aX)_| 2((8X), - (X)) on dédu/it
1/2

que Q a une variation totale majorée par Z(AX): , donc par 2[X,X]
L'hypothése X € H1 entrafne donc, tout d'abord que la variation totale de

Q est finie presque sdrement - ce qu'il aurait fallu en toute rigueur signaler



325

préliminairement & la définition de Q ! -, et ensuite que l'espérance de

la variation de Q est majorée par ZHXHHI .

Soit Z la martingale compensée de Q . 2 est alors dans H‘i
et précisément :

\\Z\\Hl s 4“XHH1 .

Notons alors Y =X -Z : du fait que X et Z sont dans H1 (Z l'est

puisque 2 € Hi et que u‘ll c ul c H1 ) on déduit que Y est dans H1

(avec ||Y|| 1 = c. x| , oo C._ est une constante que l'exposé précé-
H 1 gl 1

dent permet de choisir égale & 1+4 x212 = 849... ). Mais les sauts de

Y satisfont & l'inégalité
*
|(AY)t| < 4(8X) _
t

et le résultat cherché (la 2e inégalité de DAVIS) résultera donc immédiate-

ment du lemme suivant :

LEMME. Soit Y un élément de H1 tel que
Y
vt >0 |(AY)t| s Y-

N

ol Yt est un processus croissant cad-lag, adapté, nul en zéro, tel que

E(Yﬂ) < o , Alors Y est dans Hl et on a

Iell, ;= 120iYll y +ECY))

Démonstration : Elle va consister & faire une décomposition de

Y en "2-atomes" (voir plus loin) :

Posons pour chaque i €2

. = inf{t: [Y,Y] 1/2 +v > 2.

i t t

De méme que dans la démonstration du théoréme 4 de 1l'exposé précédent

on a ¢
o 141
Y= 5
-® 21 P('I’i<co)

x [27"p(r <o)

+e i+1
on 22 'Plr<=) s 12(|]|
® ! H

1+E(Y“)) et ol la martingale a; définie par
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T T
+ :
Yil_ i

a =

=Y -y
+
Lot IP('Ti<en)

est cette fois un 2-atome au sens de la définition suivante :

DEFINITION. On appelle 2-atome toute martingale a telle qu'il

existe un temps d'arrét T tel que

(i) a() =0 si t<T

G )l . s _-—71
7’(2 P(T<aa)l 2

Le fait que ai soit un 2-atome, pour T = Ti , se vérifie faci-

lement : le point (i) est évident. Pour le point (ii) remarquer que

Ti+1 T, 2
1 -y l“

Il = E([Y,Y] -[y,yl.)
m2 Ti+1 "
et que
vyl, =Wyl o +jan, |2 ™
i+1 i+1 i+1
donc que
i+
Iyl -fry |l s o™
i+1 i
Mais [Y'Y]'r - [y,Y] est nulle sur T, = +» , donc
i+1 Ty

Bly,y]  -[v,y] ) s 41+1P(Ti<s)
+1 i

d' o0 1'inégalité (ii).

11 ne reste plus qu'd remarquer que tout 2-atome est dans la boule
unité de Nl et le lemme est démontré, d'ou le résultat cherché, avec
C = 10236...
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