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Université de Strasbourg Mai 1976
Séminaire de Probabilités

DISTRIBUTIONS HARMONIQUES D'ORDRE INFINI ET

L'ANALYTICITE (REELLE) LIEE A L'OPERATEUR

LAPLACIEN ITERE

par

Vazgain AVANISSIAN.
de
A la suite des travaux de S. Bernstein/nombreux mathématiciens ont étudié
1l'analyticité des fonctions d'une variable réelle en faisant des hypothéses sur le
signe des dérivées successives [Bernstein (S.); Boas (R.P.)-Polya (G.) ; Widder (D.V.]
Dans le cas de plusieurs variables, on obtient quelques énoncés analogues en faisant

2

des hypothéses sur le signe de laplacien itéré ; par exemple (Th. 1.2.4), soit
fECm(Q) , Q0 ouvert de ]RN . Si Amf(x)ZO , m=0,1,2,... , X€EQ, £ est analy-
tique dans ( (extension & ]RN d'un résultat bien connu sur la droite). L'un
des premiers travaux dans le cas de plusieurs variables est dfi & P. Lelong qui étend
un énoncé de Widder (D.V.) a R (N2z2) : si (-1)" A"¢(x)20, m=0,1,2,cu. ,
x€Q, f est analytique dans ( . Faisons deux remarques : tout d'abord la
démonstration de P. Lelong donnée pour N=22 , peut @tre adaptée au cas N=1 a
condition d'utiliser la représentation (de Green) :

b

£(x) = Ax+B - %J £7(t) G(x,t)dt

a
ot G est la fonction de Green de 1'intervalle Ja,b[ (cf. 3.1) ; ensuite la
méthode utilisée permet d'établir un résultat d'ngarenko (cf. th. 3.1.4). D'une
maniére générale ce travail utilise les propriétés des distributions harmoniques
d'ordre infini [3] ; cela permet d'unifier différents procédés employés jusqu'a

présent et de simplifier certaines démonstrations.
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ANALYTICITE LIEE A

L'OPERATEUR LAPLACIEN ITERE

1.1. GENERALITES.

1.1.1. L'espace ]RN de N variables réels x = (x,l,...,xN) est considéré comme

un sous-espace fermé de 1l'espace CN de N variables complexes
. . N N .
z = (z),00002y) (z; = x;+iy,, 1s§sN) R = {z€cC ij =0,1<jsN} .

Soit Q un ouvert de ]RN , on note Cw(Q) 1l'ensemble des fonctions Q-¢C ,
indéfiniment dérivables ; G(Q) désigne le sous—ensemble de Cm(Q) constitué
par les fonctions analytiques réelles,

a) La fonction fE€C(Q) appartient & G(Q) si, et seulement si, pour

tout compact KC(Q , il existe une constante finie M1 (K) telle que pour tout

a = (ot1,...,cxN) e’

(1) sup 0% (x) | <ulol+

x €X

(x)a!

ya!l = o tesea ! o

¥ - <~§->Q1 L>UN, |a| = teeot O 4 N

Bx,l axN N

La condition (1) équivaut & la condition suivante [1], [2] : pour tout compact

KCQ, il existe une constante M(K) 20 telle que

1
mn L
(2) sup la£(| T<ME) , m=1,2,...
x€x | (om)!

ol

2 2m

AO =1I, - (% +oeet _8_§>
ax1 BXN

est 1'opérateur laplacien itéré m fois: A" = A(Am—1) .



b) Contrairement au cas analytique complexe, la série de Taylor au point
X €Q d'une fonction f€G(Q) ne converge pas en général dans toute boule ouverte
de centre x et d'adhérence compacte dans (), la convergence a lieu seulement

®

dans un certain voisinage de x . Par exemple [5], si f(z) = anzn=A(x,y)+iB(x,y)
a son rayon de ‘convergence O <R<w , la fonction harmonique 2??:,37) = Re f(z) est
analytique réelle dans le disque de centre O et de rayon R de IR2 mais sa série
de Mac-Laurin & 1'origine converge absolument dans le rectangle {(x,y)||x|+|y| <R}
et uniformément sur tout compact de. celui~ci mais elle diverge en tout point x;!O ,
y;(O extérieur a ce rectangle.
De méme, on sait qu'une fonction harmonique
U(x_] ,...,xN) dans la boule ouverte de
centre O et de rayon R de ]RN , est
développable en série de polyndmes harmoni-

ques homogénes uniformément et absolument

convergente dans la boule ||xHSRo <R ,

Par contre, la série de Mac-Laurin de U & l'origine, converge absolument et

uniformément dans la boule HxHSRO <R , mais elle peut diverger en un point

V2
R
%o Il = 2

1.2, CLASSE ¥ _(Q) .

Le théordme sujivant a été démontré dans [3].

1.2.17., THEOREME., Soit f wune distribution dans 1l'ouvert QC]RN. Les énoncés

suivants sont équivalents :

a) £ est une fonction de la classe Cm(ﬂ) et sur tout compact kCQ,

on a :

1
(3) 1im ( sup M )m =0

m-oo x€K | (om)!



pour tout compact K et tout €>0 , il existe alors une constante

M(K,e) telle que

(3) s |66 | <u(x, ) e"(em)t .

b) £ est une fonction de la classe C () et pour tout compact KCQ ,

on a :

IKIAmf(x) |dx r1n
lim | —————

m— o (2m)!

(4)

c) Quelle que soit @€5(Q) , la distribution £ vérifie :

m 1
(5) lim sup ST R =g 0
mow (om)!

une fonction vérifiant 1'un des énoncés a,b, c est appelee( ) (ielon la termino-

logie de Aronszajn) "fonction harmonique d'ordre infini" leur ensemble est noté

¥ (o) calq) .

Remarquons que 1'énoncé c) peut &tre remplacé sans difficulté par :

c') Pour tout compact KCQ et tout €>0 , 11 existe une constante

M(K,e) telle que :

(6) ¥ oes(X) , <", > smK,e) e(am) 1 .

1.3. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

1.3.1. La classe Jim(Q) contient les fonctions harmoniques, polyharmoniques de
tout ordre m (i.e. A"£=0 ). Si fEHw(Q) , £ est analytique réelle mais la

réciproque est inexacte., La fonction

(1) L'énoncé a) est la définition d'Aronszaie [1] ; 1'équivalence (a) e (b) a été
démontrée d'abord par P.Lelong ; mais cela peut &tre obtenu immédiatement de
1'équivalence (a) e (c) [3].



1
f(x) =~7———_—7
1- x1 Feeet Xy

est analytique sans Q:]RN\ {x|x1 teeet Xy = 1} mais elle n'est pas de la classe

)im(Q) . En effet,

Amf x) _ Nm
2m)! 2m+1

et la condition a) n'est pas

1.3.2., Soit £ wune fonction

fonction analytique complexe

a = (aeeera) €R' et M(a,

donne :

|8 e (a)| =

[1- (x1 +...+xN)]

vérifiée,

analytique réelle dans tout IRN trace sur B d'une
F dans tout C" ; alors fGHw(]RN) . En effet, si

r) = Max IF(Z1,...,Zn)I 1'inégalité de Cauchy

|a"F(a) | = (2m)! Nm(2n)—N r2n M(a,r)

si a décrit un compact K C]RN , sup M(a,r) = M(X,r) <= , Donc,

a€k
1
, A'e(a)(-m _ 1.
(7) lim [ sup | 53T 1] =5
m-w a€k : r

r peut &tre choisi arbitrairement grand d'ou la condition a).

1.3.3. Remarque : Une fonction analytique réelle dans tout IRN n'appartient pas

en général a Hw(]RN) , par exemple,

Amf X
2m)!

£(x) = =5 € a®)

1+x

i f(2m) (x) i (x_i)2m+1 _ (x+i)2m+1

(2m)! 2 (x2+ 1 )2m+1
m /ome1 k _2(n-k
1o (2211)("1) 2 (k)

(X2+1 ) 2m+1

et la condition a) n'est pas vérifiée.



Cela est dfi au fait que la série de Mac-Laurin de £(x) en 0 ne converge pas pour

tout x , donc sans 1'inégalité (7) , r ne peut 8tre choisi arbitrairement grand,

ou encore le complexifié de f : z & n'est pas analytique complexe dans tout

T+z
le plan (i.e. £(x) n'est pas la trace sur R d'une fonction entidre dans c).
Signalons que pout tout V(]RN) voisinage iIRN
ouvert de ]RN dans CN , On peut trouver CN =IRN+ ﬂRN

une fonction analytique f(x) dans tout

]RN qui soit la trace sur ]RN d'une

fonction analytique F(z) dans un voisi-

nage ouvert V'(]RN) CV(]RN) de ]RN et

non prolongeable comme fonction analytique
en dehors de V' . Cela résulte d'un énoncé de H, Cartan en vertu duquel il existe
un systéme fondamental de voisinages ouverts de ]RN dans CN dont chacun est un

domaine d'holomorphie ([4], prop. 1).

1.3.4. L'énoncé c) montre immédiatement que HQ(Q) est un espace vectoriel stable

par dérivation :
¥ o€nq) , <A (%), >= < a",0% > .

si £e¥ () , 0¥ vérifie 1'énoncé c).

Par contre, HW(Q) n'est pas stable par produit en général, de méme,
si fEHm(Q) , £ £ 0, en’'général %EHQ(Q) .

Remarquons que le théoréme de Paley-Wiener montre que la transformée de
Fourier d'une fonction ¢€8 est dans um(]RN) .

Signalons d'autre part une particularité remarquable dans le cas N=1 .
La série de Mac-Laurin d'une fonction fEHw(]a,b[) en un point de 1l'intervalle
Ja,b[ converge pour tout x€R ; autrement dit, la classe Hm(:la,b[) cofncide

avec la classe des fonctions entiéres(1). En effet, soit f de la classe Hm

(1) Dans 1'introduction de (3], page 2, ligne 1, il faut lire : ,.. fonctions analy-
tiques réelles dans tout RN prolongeable comme fonctions analytiques complexes
dans tout (N ,



dans un voisinage V de O , la série de Mac-Laurin de f :
- f(’“)go) m
o : X
m!
n=0
a un rayon de convergence infini ; car pour tout €>0 et tout compact XCV , il

existe une constante M(K,e) telle que :

(2m)
sup f—(ﬂg%l < M(K,e)ezm .
x €K :

Or, f' = %('— est aussi dans la classe Hm(V) , donc
a%Mer(x) (2"‘”)§ ) 2me1] om
sup 2 = ,'(K E)E .
x €K | dx (2m) xEK (om+1)! 2m

I1 en résulte que

( m
fl).(_o_l < M2(K,e)52E[2] ( E[x] = partie entiére de x )

m!

et 1lim sup -11; Log |f(m)(0)| = Log % -,

m!

m-—®©

1.3.5. PROPOSITION. Soit (£,), ., une suite d'éléments de ¥ (Q) si £ converge

\
vers f dans l'espace des distributions _B(Q) et si Amfn._&_QQL) Amf uniformément

en m, alors féuw(ﬂ) .

La convergence uniforme signifie ici que pour tout €>0 et tpE_B(Q)

il existe no(e,cp) tel que :
|< e -4, >[<e  (a>n (e,p))

La proposition résulte immédiatement de la propriété c) du théoréme 1.2.1.

2.1. L'ECART ENTRE £ €M _(Q) ET SA MOVENNE PERIPHERIQUE ITEREE.

Il est bien connu que si fGC’ZP(Q) , pour toute boule B(xO,R) d'adhé-

rence BZxO,Ri compacte dans (Q , on a le développement (cf. [7])



p-1
N
(8) hlexgR)=e0e) + B (i)® n AMe(x,)

+ a (s ) & AP (s)

N+2p

ou

1
)\[f,xo,R] = )‘o[f’xo’R] = J f(xo+R§)dc(a)
et la moyenne périphérique de £ sur la sphére {x|||x-xo||=1} = 5(0,1) , wN(1)
est la mesure de S5(0,1) et ()‘s)s en® la suite §

N N-1
A (£,x,R) = —NIR £

X (f,x.,t)dt (s=21)

s=1

( )\1 est la moyenne spatiale de f sur B(XO,R) ).
€ étant un certain point de la boule B%R)

r)
(9) %y = 2m : Ny .m :
27 m! 1"(m+5) 2'm! N(N+2)e.. (N+ om-2)

si N=1,s=0,

f(xo+R) +f‘(xo—R) 1
MoLErx ,R] = pa = .
2 (2m)!

2.1.1. PROPOSITION. a) Si £€H_(Q) , pour toute boule ouverte B(xo,R) d'adhé-

rence compacte dans Q, on a :

- F(g) N \s m 2
(10) A L8x Rl = T — wo (—)° ate(x,) R
m=0 4 m! I‘(m+§) N+2m

la convergence est uniforme en (xO,R) €KX X [0,Ro] y Ol Ro <distance du compact

a CQ: 8(x) .

b) Si £ est seulement analytique, (10) est valable pour R

assez petit.



En effet, pour tout couple (K,e) , il existé une constante M(K,¢€)

telle que

|a"e(x)| = M(K,e) e™(2m)!
r(3)(2m)t M(K,e)

221 T(m + -g)

« Or

si X = Bzxo,R) , sup Iam||Amf(x)|R2m <
1 X €KX
nt~2nm TE e (mow)
N

N
D+ 3~ (mn® o /2n(ma ) Zn?o (1)

Donc,
(om)! 1 .
vy et =
: 2 Jum 2
Dans (8), le reste est majoré pour p suffisamment grand par
N 2_2
(1) rQ) MK, e)(——=— + ¢) (R (p>p (") .
s, 2 *°
2°/m p

Quelle que soit §T§T§7 c Q, on peut choisir € tel que eRo <1 alors l'expres-
sion (11) tend vers zéro si p-w .

Pour une fonction analytique, on aura le méme résultat mais pour R suffisamment
petit.

La convergence uniforme pour (X,R) €X x[O,Ro] résulte de la convergence de la

série (11) avec R=R .

2.1.2. Application aux distributions o-métaharmoniques.

Soit «€R , une distribution TEH(Q) est dite o-métaharmonique si

elle vérifie
(12) (A+@)T =0

dtaprés (12), < AmT,Q > = (—a)m < T,p > pour tout @€5(Q) . Donc, T vérifie
1'énoncé c) de 1.2.1. Par conséquent, une distrubition o-métaharmonique est un

élément de Hm((D d'ou le développement :
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o T(G)(-)" " 2"
(£

T(x )
m=0 4mm! 1"(m+g) )

o

(13) ALT,x,,R]

:TQ(R) T(x,)

gD <0 .

On retrouve ainsi la relation bien connue entre une fonction a-métaharmonique et
sa moyenne périphérique (voir par exemple [9]). Montrons que réciproquement une
fonction u continue dans ( , vérifiant pour toute boule m cQ 1la
relation (13) est o-métaharmonique dans Q . En effet, si er(x) 2 0 est une
fonction de la classe C° dans R' , ne dépendant que de ||| , & support B(O,r)

et de 1'intégrale 1, on a :

(w*e )(x) = NmNr Alu, x, t] Sr(t)tN_1dt
0

=NwN(1)[j; 7,(t) 8 (1) atTu(x)

le premier membre est de la classe C@(Q) donc uECw(Q) . D'autre part,

A[U,x, 2] -U(x) _ Joz(r) -1 a(x)
2 - 2

r r
d'ou
J (r) -1
mi(x) = 1im oy AUX r2-u XL o 1im (o —F—TJU(x)
r=0 r r-0 r

-0 U(x) .
Cette démonstration simplifie celle donnée dans [9].

2.1.3. Remarque : La fonction

rg)(-n" " 2

J(R)= 1T
o m=0  4"m! F(m+g)
est liée & la fonction de Bessel JN par :

5-1



T4y

. 22 (-2-)

R s R SR
R2 7\4 2 2

Rappelons que dans le cas o>0 :

- :IQ(R) est décroissante pour R assez petit,

- la fonction ’\/RN-1 3a(R) est équivalente & un polynSme trigonométri-
que si R-w ,

- une fonction métaharmonique 20 dans tout ]RN est identiquement nulle,

- impossibilité d'un minimum local (resp. maximum local) en un point X,

ott la fonction métaharmonique est >0 (resp. <O ).

2.1.4. Extention & N=1 wvariable d'un théoréme de Bernstein.

Soient £€C (J-a,al) & valeurs réelles et f(zn) (x)2z0 sur
Ja,b[ ; alors £ est analytique sur J-a,al et sa série de Mac-Laurin en O con-

verge pour tout |x| <a . C'est le théoréme de Bernstein, Pour N2=1 , on a :

THEOREME, Si f€C (Q) A& valeurs réelles ( Q ouvert comnexe crY ) vérifie

A"e(x)20 , m=0,1,2,.0.  (x€Q)

alors f est analytique dans Q.

En effet, considérons le développement (8) pour p arbitraire et s=0 ,

Tous les termes de ce développement sont =0 ; donc, pour tout m ,

(44) o, de(x) B"salexr] GBEBD C0) .

Supposons que x décrit un compact K C Q et que RSRO< distance de X a CQ

soit fixé ; la fonction x - A[f£,x,R] étant continue, on a :

sup A"E(x) < sup AL£,x,R] X Lm - QQ&_}? .
x €K x €K a R a R

m
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Donc,
1

1 -

Amf(x)]ﬁ < o™(x,R) 1 )
€ (om)! R 1
[(om)! am]"

Or,

R —
N-1

JTm 2

(2m)! a ~ r(l-;) X

le premier membre de (14) est alors majoré par une constante M(X,R) quel que

soit m , d'od l'analyticité de £ d'aprés (2).

3.1. FONCTIONS A~COMPLETEMENT CONVEXES.

3.1.1. En 1942, D.V. Widder a démontré que si £ €C(Ja,b[) vérifie (-1 )nf(Qn)(x)
(-n* f(2n)(x)2(3 ,n=0,1,2 . Alors £ est analytique ; ce résultat fut généra-
1lisé par P. Lelong a N=2 variables [6] . La démonstration de D.V. Widder [10]

est basée sur 1l'étude des polyndmes de Lidstone :

X

A ()

1
| et0t) 6, (v,00ay
0

1]

A, (x)

(x~1)t  ost<xs<1
ot G1(x,t) = G(x,t) = { .

(t-1)x  Osxsts<1
Or, on peut remarquer que la fonction génératrice G mn'est autre que la fonction
de Green (& un coefficient prés) de l'intervalle ]0,1[ , cela conduit & utiliser

la formule de Green et ce procédé a 1l'avantage d'&tre généralisé a plusieurs

variables,

3.1.2. Nous dirons qu'une fonction fECw(Q) ( @ ouvert connexe de ]RN (vz21))

est complétement A-convexe si f est & valeurs réelles et
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(-1)" a"e(x) =20 si N=z22

(-1)" f(2m)(x) >0 si N=1.

3.1.3. THEOREME [6]. Une fonction f complétement A-convexe dans un domaine

QC]RN est de la classe HQ(Q) , (donc analytique). Si N=1, Q= Ja,b[ , £ est

une fonction entiére de x €TR .

*
Démonstration : Si N=22 , soient Q un domaine de Green d'adhérence compacte
dans Q (i.e. Q a une fonction de Green G(x,y) ; Q = Ja,b[ si N=1).

On a la formule de Green :

(15) SORS-~ JBQ* £() S—lenioly) - T jQ* 88(y) G(x,y)ar(y)
_ (N—2)mN » N=3
n {2n , N=2
S$i N=1,
b
(16) £(x) = Ax+B-%I £(t) e(x,t)dat .

a

Rappelons que dans (15) 1'intégrale
1 3G
L, ely) By a5(y) = 1)
N “3Q int

*
est la fonction harmonique qui cofncide avec £ sur 3Q ; dams (16), la fonction

affine Ax+B est égale 3 f(a) pour x=a et a f£(b) si x=b . La fonction

de Green G de Ja,b[ est représentée dans la figure ci-dessous :

b
yA t
G(x,t) = -Ix—tl + lz(x,t) a(n,
M b
, G, (x,t)
zz(x,t) = fonction affine par rapport
a t telle que N
1
b b i
za(x,a) = I,a(x,b) =0. - P




On a

2 (x=a) i o.qy

b-a
b
Ga(x,t) =

2(et)(xma) L oicisy .

b-a

Donnons la démonstration du théoréme 3.1.3.dans le cas N=22 . Le cas N=1 se
démontre d'une maniére tout & fait analogue en utilisant la représentation (16)

et la fonction de Green GZ(x,t) . Posons

6, (x,y) = jﬂ* G, ,(x,t) a(t,y)ar(t) , nz2

6,(6,7) = jo* 6(x,t) a(t,y)ar(y)

(i.e. Gn est la n-iéme puissance de second espace de G selon la terminologie
*
de Voltera). Si K est un compact du  d'intérieur non vide, on a d'aprés les
propriétés de la fonction de Green :
inf  a(x,y) = y(x)>0 .
X,y €X

donc
(17) 6, (x,y) = Y'[Mes ¥ (x,y€x) .

*
Notons H.,H ,ees,H , les fonctions harmoniques dans G qui cofncident
0’ n
*
respectivement avec f,Af,...,Anf,... sur 93Q . Appliquons (15) a Af ; cela

donne :

f(x)

By () ¢ [ B (060 )ar(s) + (022 [ ] ae(e)aly, )alx, ar(t)ar(y)
° Q a’q

f(x)

[t}

H,() - [ o B (60 yarly) « (132 [ ae(e)e,(x,t)ar(t)  (e=Cy?).
o Q 1 Q 2

En itérant n fois, on obtient :



15

n-1
(18) £(x) = Ho(x) + pi2 (-1 )P"1 Pl JQ* Hp—’l (v) Gp_,'(x,y)d'r(y)

+ (-1 )n & ]‘Q* Anf(y) Gn(x,y)d'r(y) , XGQ* .

L'hypothése (~1)" A"£(x) 20 implique que tous les termes de (18) sont 20 .

Donc,

|(-1)" " JQ* 2e(y) 6 (x,)ar(y) | s£(x) x€q
| o 1) lauarty) <020, xed

D'aprés (17), on déduit en particulier
J. |Anf(}’) |ar(y) <Cy Max|f(x)| v [Mes K]"(n—‘l) .
1S X

Finalement, sur tout compact KCQ:

[ 182t () |
iim | 2o —— | 0.
n-o (2n)!

D'aprés le théoréme 1.2.1, fEH@(Q) .

La méthode utilisée permet d'obtenir un résultat d'Ov\éarenko I.E. [8] :

2(831+1)
3.1.4., THEOREME. Soit £ & valeurs réelles de la classe C ®")

( E(x) = partie entiére de x ) od N=3 . Si

(-1)P APe(x)20 , p = O,1,...,E[g]+1 .

Alors f = cte . (Le résultat est inexact en général si N<2 ou bien si Q%JRN $)

*
Démonstration : Reprenons la représentation (18) avec () = la boule de centre O

et de rayon R . Si x€B(0O,R) :



B3]
(19) e +m (x) + T (-1)P7" P B () 6, (x,y)an(y)
p=2 B(O R) P
B [N B[N
CORCHEE e e o arly) .
B(0,R) E[3]+1

1.3.11. LEMME. Si G(x,y) = GR(x,y) est la fonction de Green de la boule B(O,R) ,

on a :

inf_ G (x,y) > A (N23,A=cte) .
RN

uxns? -
Iyl <&

En effet, GR(x,y) pour x fixé dans B(O,g) est surharmonique dans

B(O,R) , donc, pour x fixé dans B(O,%) ,

¢*(x,y) = ine *(x,y) .

B ik

Or,
N

R x,9) = U= 2lllv]) cos 0 + 427 2

2 21-+
- &% = 2|x||[ly]| cos o + LXlTlvI el
R

un calcul élémentaire montre l'existence d'une constante A>0 telle que

(i ¢ x,y)7 =

R
IIXHS~ Hyll—;
Dans les développements (19), tous les termes sont 20 , quel que soit R donc
-1_p-1 N
(20) (-1)P7TcP j Hog () Gy Gaydar(y) <e(x) , p=2,...,E[5] , x€B(0,R) .
B(O,R)
Or, d'aprés (17) et le lemme 1.3.11 :

p-1
inf (x,y) = (L) [Mes B(O,%)]p_22B R2P2N 5 cte.

P -1 N=-2
x,y €B(0,%) R
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En particulier,

2(E[—I§]+1)—N
inf . G o (x,y) 2BR .
x,y€8(0,3) E[F]+

Dtaprés (20),
2p~2-N -1 R
c R°P Iv R (-1)P""u _1(y)dT(y) < £(x), (|x| = E) .
P
B(Or_)
or, (-1 )p~1 HP_1(y) est harmonique 20 et que 1'intégrale ci-dessus est & un

facteur prés sa moyenne spatiale. Il résulte
A'R%P2 (q)P! Ho_1(0) = £(x) , (&' = cte)

x fixé sans B(O,% . Cela est impossible si Hp—‘l (0) # 0 . D'ou HP-1 (0)=0

donc Hp—1 =0, p=2,...E[-I-§-] .
De méme,
2(E[3741)-N E[Ne1 E[S]41
(21) BR ° *) j 0.3) (-1) 2 Al : £(y)ar(y) < £(x) , |lx[| <®r .
B(0,%

Comme 2(E['g']+1)—1\1 > 0, 1'intégrale (21) est nécessairement nulle sinon pour R
assez grand, (21) est en défaut. Finalement f£(x) = Ho(x) ; Ho(x) étant harmonique
>0 dans B(O,R) est nécessairement la restriction & B(0O,R) d'une fonction

harmonique >0 dans tout ]RN donc est constante.

3.2. DEVELOPPEMENT EN SERIE DE FONCTIONS POLYHARMONIQUES D'ORDRE CROISSANTS.

*
3.2.1. Soient ( un ouvert de IRN (N23) et Q wun domaine borné de Green de Q.

Si U,VGCZP(Q) , de la formule de Green

J « (UAV - vAD)dT = -J CE: V-V.-g-n—U)dO )
Q 3N int

int



on en déduit

on.

f % (UA2V—VA2U)d'r = -J (v 2 AV -V an AU)do
Q 3Q int i

-f (20 g%—-— AV a—g—)da .
30 int int

Par itération, on trouve la formule dite de Gutzmer :

p=1 e . X
(22) j « (UAPV -vAPU)ar = - j (Akg.%{___Ap k=1, _ Pk 1V’2rA1 U yae
Q k=0 N int int

P = 192,000 o

Posons @ g = [2p_1 (4-N) (6-N)...(2p-N)](p-1 )

2p- N
a,1 p-N y T = ”X_Y” ) (Xry €ER ) ’

Vo= o [ly=x||
p-1

pour x fixé :

X 2p-N %1 2p-2k-N
B Jly=x || = 2= [ly-x*P .

p-k-

*
En appliquant (22) a @ —B(x,p) et puis en faisant tendre p-0 , on trouve :
p-1 . "
(23)  (w-2) (1) U(x) = = ;1-J . (2% _gn_rzk+2 N_ 2ks2 N%___Aku)dc
k=0 "k “3Q int int

- a—1- I o PV WPyar
p-1

3.2,2. soit ué€¥ _(Q) . Dans (23), le reste
2p-N
R (x) = —1— J x TP (x,y) APuly)ar(y)
P o 199

est majoré d'aprés (3') de 1.2.1 par

a | e lPat) Jar () < o M(a',e) <P (2p)1 [« 7 mmanty)

1 * — *
sz —wua,e) eZp(2p)! 8PV Mes
1
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*
( 8 = le diamétre de Q ) Il en résulte que Rp(x) -0 si p~— o uniformément
*
sur tout compact de Q . On en déduit [1] :
= Une fonction uEHw(Q) est développable dans tout domaine de Green

Q*CQ en une série de fonctions polyharmoniques :
® *
(24) u(x) = & wx), (xeq)
k=0

*
avec Ak“u.k =0 . La série converge absolument dans () et uniformément sur
*

tout compact de Q .

Le développement (24) est aussi valable pour une fonction analytique
4 cette différence prés que la série converge uniformément au voisinage de tout

X *

point de Q .

On peut énoncer une réciproque de 1l'énoncé ci-dessus :

3.2.3. THEOREME, Soit dans 1l'ouvert QC]RN une suite de distributions (Tn)

©

nz1

avec pour tout n, An+1Tn=0 . Alors, si la série I T, converge dans 5(Q)
1

n=

sa somme T est dans J:lm(Q) .

En effet, pour une série convergente de distribution (Tk)k21 , on a
quel que soit mEN :
m =]
<A'T,p>= T <A'T,p>.
k
k=1
La série numérique du second membre étant convergente pour tout e>0 , il
existe m (e,9) tel que
g m
| = <aT,e> <e si m2m(e,0) .
k=m

L*'hypothése An'”Tn =0 pour tout n -implique :.

©
|< a9 >| = IkZ! < AmTk,cp >| <e, m>n (e,09)
=m

donc, la condition ¢ du théoréme 1.2.1 est vérifiée d'ou TGHUO(Q) .
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