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INTRODUCTION

Ce travail est consacré a 1'étude de quelques propriétés asympto-

tiques des trajectoires des processus gaussiens stationnaires,

Considérons un processus gaussien X , séparable défini sur
l'intervalle T = [0,1] . Notons d 1l'écart sur T défini par X , et soit

: + + .
@ wne fonction sur R* a valeurs dans R* non croissante, telle que :

(0.1) Tim o(t) = +o.
tio0

Une partie trads importante de 1'étude du comportement asymptotique
des trajectoires des processus gaussiens consiste 2 caractériser les fonctions

@ telles que les événements suivants sont de probabilité égale & 0 ou 1

seulement.
(0.2) E1=[w:36(w)>0:055,ts1 et Is-t| <8(w)

= 1%(w,s) - X(w,t)| <a(s,t) o (Is=tl)} .
(0.3) 7 teT,By(t) = {w: T 8(w)>0: 0sus1 et |u-t!<s(w)

= 1X(w,u) = X(w,t) | <d(u,t)eo(lu-t|)} .

DEFINITION O.4.- Nous dirons que ¢ appartient a la classe uniforme supérieu-

re (resp. inférieure) de X , que nous notons 14u(x) (resp. £u(X)) ,

lorsque :

P(E1) =1 (resp. 0) .
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Dans le méme ordre d'idées, nous dirons que o appartient a la

classe locale supérieure (resp. inférieure) de X , que nous notons ?,{L(X) ’

(resp. :z(x)) , lorsque :

YteT, P(Ez(t)) =1 (resp. 0) .

En dépendance avec ce concept, introduisons la notion de condi-

tion de HYlder locale ou uniforme vérifiée par le processus X ,

DEFINITION O0,5.- Nous dirons que X est localement «-h8lderien, lorsqu'il

existe deux nombres Sy et €y 0 < Sy < c, < 4w, tels que :

X(w,u) - X(w, t)

< 01} =1.
lu-tl =0 d(u,t)e(lu-tl)

VteT, Plu:ic < Tim
{u€[0.1]

De méme nous dirons que X est uniformément ¢ -hlderien

lorsqu'il existe deux nombres c(; et c!

10 0<cc"5c; <+o , tels que :

X(w,s) - X(w,t)

P{w:cc') < 1im
ls=tl=h=0 d(u,t)o(lu-tl)
o<s,t<1

sc1}=1.

Historiquement les premidres études faites en ce domaine concer-
naient le mouvement brownien, et on doit a Paul Levy [18] d'avoir le premier

montré que la fonction :
o (t) = J/2c log1
(¢ t

appartient a 'uu(w) pour tout réel c>1 , et 2 .cu(w) lorsque 0 <c <1,
I1 démontre, en outre, un résultat similaire concernant cette fois les clas-

ses locales du mouvement brownien, pour la fonction :

tc(t) = ./2¢c loglog% (¢c>1 ou 0<c<1),
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Ce n'est que plus tard, que les classes inférieures et supérieures
du mouvement brownien ont été complétement caractérisées grice aux travaux de
I. Petrowski [24] pour les classes locales, et de XK.L., Chung, P, Erd8s et
I. Sirao 297 pour les classes uniformes.

Ces résultats sont concrétisés par les deux théorémes suivants :

THEOREME LOCAL O,6.- Soit RI-*R: une fonction non croissante vérifiant

(0.1) ; posons :
-%mz(t)

1,(0) = [ t =S at .
+0

Nous avons les équivalences suivantes :

a) (Il(w) <+m) @ (coe'ul(w))

) (,)=sn) o (oes,®) .

THEOREME UNIFORME 0.7.- Posons, avec les hypothéses précédentes :

2
3 ) "’21'@ (t)
g(t)ee” .e2 dat .
t

Iu( ©) = f+o

Nous avons les équivalences suivantes @

D (1) <+e) o (o€u, (W)

b) (I (0)=+=) = (mé.ﬂu(w)).

Nous en déduisons donc dans ce cas que les événements E1 et

E2(t) définis plus haut satisfont a la loi du 0-1.

Plus récemment, en 1970, T, Sirao et H., Watanabé [28] se sont
intéressés aux processus gaussiens statiomnaires sur [0,1] , et spécialement

2
a4 ceux pour lesquels 1l'écart associé dz(s,t) =d (ls-tl) est une fonction



200

concave au voisinage de l'origine, vérifiant une inégalité du type suivant :
2
(0.8) c1.xg(1og%)ss a%(x) < czxg(log%)e ,

ce qui s'écrit d'une fagon plus condensée : d2(x)#=ixg(logi)s , au voisinage
de 1'origine.
Il ressort en particulier de leurs travaux que les classes infé-

rieures et supérieures dépendent directement de « mais pas de B .

Dans ce travail nous nous proposons de présenter deux théorémes
dus & N. K8no concernant les classes uniformes et d'en donner les démonstra-
tions complétes, On retrouvera ce faisant les résultats connus de Chung, Erdds,

Sirao et Petrowski, Ceci fait 1'objet du chapitre I.

Au chapitre II nous verrons comment, & partir d'un lemme fonction-
nel, obtenir des renseignements intéressant la classe uniforme zu(x)

lorsque X est un processus gaussien a covariance relativement irrégulidre,
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CHAPITRE 1

AVANT-PROPOS :

Nous présentons ici quelques résultats importants obtenus par
N. K8no en 1970, concernant les classes uniformes su(x) et 14u(x) , ol
X = X(t), tET est un processus gaussien centré 2 trajectoires continues,
Nous les énongons et les démontrons dans le cas ot T = [0,1] ; le lecteur se
convaincra facilement qu'ils s'étendent énoncés et démonstrations, au cas ou

T est une partie compacte convexe d'un espace euclidien de dimension finie,

Ce chapitre est divisé en huit paragraphes., Les six premiers sont
consacrés a l'exposé des résultats sur lesquels reposent les démonstrations de
deux théorémes que nous étudions, Ils sont donc disjoints entre eux. Nous dé-
montrons dans les deux derniers paragraphes deux théorgmes, l'un concernant la
classe .:u(x) , 1'autre la classe uu()() . Ils permettent de caractériser ces
classes, lorsque l'écart associé & X est une fonction 2 croissance faiblement
réguligre 4'un type particulier., C'est précisément cette notion qui fait

1'objet du ler paragraphe.

I.1 - FONCTIONS REGULIERES, DEFINITIONS ET PROPRIETES :

DEFINITION 141+1e~ Soient C un réel strictement positif et g ]O,C]-'R: une

fonction borelienne localement bornée. Nous dirons que o est une fonction

"3 croissance réguligre au sens de J. Karamata", ou plus simplement, "a crois-
sance régulidre, si pour tout nombre x>0 , l'expression :
lim crg tx) ,

t>o0
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existe et est finie.

Notons £(x) cette limite. On démontre qu'il existe un nombre «

tel que :
£(x) = .

Nous dirons alors que o est une fonction "& croissance réguliére

d'exposant a".

s +
DEFINITION 1,1,2.- Soient C un nombre strictement positif et ¢: ]0,C] -R* ,
une fonction borélienne localement bornée, Nous dirons que ¢ est une fonction

"3 croissance faiblement réguligre" lorsqu'il existe une fonction & croissance

réguliere T: ]O,C]-'ii' telle que :

oMt sur ]Jo,c]

c'est-a-dire :

3{c1,caeR , 0<c1sc2<+~ tels que :

v xe€Jo,c] , <, T(x)< a(x) <c, T(x) o

Si T est d'exposant o , nous dirons que ¢ est une fonction

"3 croissance faiblement réguliere d'exposant o',

On doit & J, Xaramata[14], le théoreme suivant caractérisant les
fonctions continues a croissance régulizre., Nous 1l'énongons sans le démontrer.
Sa démonstration n'est pas élémentaire et sort du cadre de cet exposé. Il en

sera de méme pour les propositions suivantes que nous utiliserons fréquemment.

THEOREME 141+3.- Soient C 'un nombre strictement positif et o: ]O,C]-*R: , une
fonction continue a croissance réguli2re d'exposant « . Il existe une fonction

a: ]0,C]-R: continue, et, pour tout nombre €y1C € ]o,C] une fonction

+

b? ]J0,C] <R, continue dépendant de ¢, telles que l'on ait :
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(i) 1lim a(x) =0
xio
(ii) 1im b(x) =b , b>0 .,

xlo

(iii) pour tout nombre x , x€]0,C], o admet la représentation

suivante : o

I a(w) 4,
u

o(x) = b(x)ex® e * .

PROPOSITION 1e1e4e- Soit C un nombre strictement positif et o ]O,C]-*R: ,
une fonction continue, non décroissante, & croissance faiblement régulizre
d'exposant a>0

Posons :

¥ x€10,0(c)] , 5 (x) = inf {y>0: o(y)2x} +
Alors, 51 est A croissance faiblement réguliere d'exposant g .

PROPOSITION 1¢1+5.- Sous les hypotheses de la proposition précédente, on peut
associer a tout nombre &>0 , deux constantes <, et ¢, , 0 < <, < ¢, <+®,
telles que :

v uel0,1] , Vv telo,cl, c1.u°'+"" s‘:’t“ <c uE,

I.2 - UNE EXTENSION DU LEMME DE BOREL-CANTELLI :

L'étude des propriétés asymptotiques des processus stochastiques
suppose la détermination des sous-ensembles de l'espace T , constituant une
famille dénombrable dense pour la topologie initiale de T , et sur lesquels les
accroissements du processus sont indépendants, ou le deviennent asymptotiquement.
C'est le cas pour les processus 3 accroissements orthogonaux, par exemple le
mouvement brownien, ou encore pour les processus gaussiens stationnaires sur
R , dont la variance des accroissements est une fonction concave au voisinage

de l'origine ; la covariance des accroissements de X sur des intervalles
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disjoints est alors négative ou nulle. La condition d'indépendance intervenant
dans le lemme de Borel-Cantelli se vérifie sans difficulté, lorsqu'on étudie

des problémes simples de loi du logarithme itéré concernant les trajectoires

de ces processus. Le lecteur pourra se reporter a[18] pour les démonstrations de
ces résultats. L'application du lemme de Borel-Cantelli devient par contre tota-
lement impossible dés lors qu'on aborde 1l'étude des classes inférieures, Ceci
est compréhensible puisque, dans ce cas, c'est la corrélation des maximums
aléatoires des accroissements de X sur des sous-ensembles non disjoints, qui

intervient.

X.L. Chung[29] et N, X8no[16] ont donc été conduits & rechercher
des extensions du lemme de Borel-Cantelli, ol la condition d'indépendance revét
une forme suffisamment faible pour pouvoir &tre vérifiée lorsque l'écart associé

& X possede de bonnes propriétés de régularité.
La démonstration se pose sur la relation ensembliste suivante :

n

21, =(2 1, Je1n

i=1 A = AT Al
. 1
i=1

& laquelle on applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Le lemme suivant est dfl a N, K&no [16] .

LEMME 1.2.1.~- Soient (Q, G, P) un espace probabilisé et (An):==1 une famille

d'éléments de G . On suppose que les conditions suivantes sont vérifiées,

(1. . P(ay) = +o

(2) « i1 existe un entier n >0 , deux constantes €, >0 et ¢,>0,

et pour tout entier n>n, un index fini ou infini I = {ml(:n)}k avec

n<m$n) <m£n) <eeose <ml(<n) <eeee
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tels que :

(2.a) ¥a>n , b3 P(AnﬂAm)<c1P(An) .
meT
n

(2.4b) ¥a>n , Vm>n, tel que : mﬁIn :

P(AnﬂAm) < c2P(An).P(Am) .
Dans ces conditions, nous avons 3

P{1im A}z (cz)_1 .

n-—o

Démonstration : Soient deux entiers n, et n, tels que : n2>n1>no .

L'application de 1'inégalité de Cauchy-Schwarz permet d'écrire :

) )
LZ, PaI = ] 2 IAk(w):us 5 ::)-m»(w) :
) o
< 1>(]‘=Li11 Ak). k,f:n_' P(AknAz) . (1)
n2 n2 n2 n
Or k,f=n1 P(AknAL) = k=zn1 P(Ak)+2 k=21:11 l,=§+1 P(AkﬂAL) . (2)

Soit k€[n1,n2[ ; nous déduisons des hypothases (2.a) et (2.b) :

i) ) )
l,=?k+1 P(AknAz) ) z=§+1 P(AknAL) " z=§+1 P(AknA"')
LEL, z;élk
)
< c1P(Ak)+ <, 1,=E+1 P(Ak).P(AL) . (3)

Les inégalités (2) et (3) impliquent :
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n n2 1’12
£ P(aNA)s(tc). T P(A)e+c,[ & P(a)]2 (4)
on, A NAy, 1 -y Ay 2 ton, Ay

et par conséquent :

2 n

2
£ P(A)
k=n1 Ak

D'ol en faisant tendre n, vers 1'infini, on déduit a 1l'aide de

1'hypothase (1) du lemme :

® 1
P(U A)=2=—,
ken, ke,

Ceci est vérifié pour tout entier n1 >1'1o 3 la conclusion est immé-

diate,

Le corollaire suivant est dfl & M,B. Marcus [20]. Il se déduit tras

facilement du lemme 1.2.1.

»* ¥*
COROLLAIRE 1.2.2.~ Soient (Q, G,P) un espace probabilisé, g:IN -N  une
fonction croissant strictement et {Bn IR nz21,1<j<g(n)} une famille d'é&lé-
s .

ments de @ . Supposons que les conditions suivantes soient vérifiées :

(1) ¥n21, V3, 1sj,k<g(n) , j#x, P(Bn,jan,k)SP(Bn,j)'P(Bn,k)

‘ g(n)
(2) lim ¢ P(B_ .)2p>0,
n—o j=1 ™

Alors, dans ces conditions :

g(n) 1
lim p{ U B, S
n-o j=1
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Remarque : On peut aussi démontrer (1.2.2) directement en appliquant 1'inégalité
de Schwarz-Cauchy a la relation :

)' I .
B. UBj n

X I ( b
1<jsg(n) “j,m  1sjisg(n) “j,n ,
1<j<g(n)

I.3 - LEMMES DE COMPARAISON - LEMME DE SLEPIAN :

Soient n un entier strictement positif et X,Y deux processus
gaussiens sur T = [1,n] c'est-3-dire deux vecteurs gaussiens a valeurs dans
Rn . Le lemme suivant dfi 2 D, Slépian[30)] permet de comparer & partir de co~

variances T', et T

X v les lois de Sup X et Sup Y .

T T

LEMME 1.3.1.- On suppose que rx t FY sont liées par les conditions suivan-

tes :
(1) VY teT, I‘x(t,t) = T‘Y(t,t)
(2) ¥ (s,t)€ETXT, Ty(s,t) < ryls,t) .

Alors, pour tout nombre réel M , on a :

P{Sup X2M}2P{sup Y2M]} .
T T

Ainsi que le constate X. Fernique dans [8], ce lemme a eu la plus
grande importance pour la recherche de conditions nécessaires pour qu'un pro-
cessus gaussien soit p.s, majoré, Nous l'utiliserons au coﬁrs du chapitre II,
et renvoyons le lecteur 2 [8] ouvrage dans lequel X. Fernique établit des
propriétés voisines mais plus adaptées a la recherche de conditions nécessaires

de majoration des processus gaussiens,

Nous ne démontrons pas non plus les deux lemmes techniques suivants,

Ils constituent 1'outil indispensable pour vérifier les conditions (2.a) et
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(2.b) du lemme 1.2.1, ainsi que nous pourrons le constater dans les paragraphes

7 et 8.

LEMME 1.3.2.- Soient U et V deux variables aléatoires gaussiennes centrées

réduites de coefficient de corrélation p . Il existe deux constantes <, et

C2 strictement positives.telles que @

2
_S,(1=p)x

Vx>0,Pw>x,V>x)sc1e LP(V>x) .

LEMME 1.3.3.~ Soient U et V deux variables aléatoires gaussiennes centrées

réduites, de coefficient de corrélation p . On peut associer A tout nombre

réel €>0 , une constante c(e)>0 , telle que :
(1) ¥ x>0,V y>0, si pxy<e alors
P(U>x,V>y)sc(e).P(U>x). P(V>y)

(2) lim c(e) = 1.
£E—=0

I.4 - EVALUATION DE LA LOI DE Sup X .
T

- Dans 1l'introduction du paragraphe I.2, nous avons attiré l'attention
du lecteur sur le r8le essentiel que jouent les corrélations des maximums aléa-
toires des variations locales de X sur des sous-ensembles de T non disjoints,
I1 faut de plus pouvoir estimer efficacement la loi de ces variables aléatoires.
Nous démontrons dans ce paragraphe deux lemmes-clés pour 1l'étude des classes
uniformes : un lemme de majoration se démontrant a 1l'aide du procédé dichotomi-
que, et un lemme de minoration puissant et pourtant treés simple puisqu'il re-
pose sur la seule inégalité de Poincaré. Il ne fait pas appel au lemme de com-

paraison de Slépian.

Considérons un processus gaussien X = X(t), t€T et soit d

1'écart défini par X sur T . Il munit T d'une structure d'espace métrisable,
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Soient U ume partie de T et € un nombre réel strictement po-
sitif, Nous notons N(U,e) le cardinal minimal (£ini ou non) d'une famille de
d -boules de rayon € dans T , recouvrant U . Nous notons de méme M(U,e)
le cardinal maximal d'une famille de d-boules de rayon € , deux & deux dis-
jointes et centrées dans U . Ces nombres analysent 1'éparpillement local de
(T,d) . Au cours de chacune des démonstrations, on recherchera en fonction du
module ¢ supposé étudié (représenté par la variable x dans 1l'énoncé des deux
1emmes), les sous-ensembles U de T et les nombres e(x) correspondants,
tels que les maximums aléatoires des accroissements de X sur des € -recouvre-

ments de U soient les plus grands possibles.

LEMME 1.,4.1.- (de majoration) - Soient S wune partie bornée de R , de dia-

metre D(S) , et X = X(s),s€S un processus gaussien centré séparable de

variance égale & 1 . Supposons que X vérifie les conditions suivantes :

a) il existe une fonction non décroissante continue o et une

constante d1>0 , telles que :

vetes,  JE((s)-x(t))Psa o (e-sl))

b) il existe deux constantes strictement positives d2 et vy telles

que ¢

¥ te]o,n(s)] , Y uelo0,1], Ef(t—‘-“sl <du'.

o(t 2
Alors il existe une constante d3>0 , indépendante de S et d1
telle que @ 2
o -3
Vx=21, P{Sup X(s)zx}sda.‘f e? au N(S,e(x))
S€ES X

m
avec e(x) =3} o' (de
1

(n.ll. désigne la norme euclidienne sur RN) .
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Démonstration : Soit x un nombre réel supérieur ou égal & 1 , fixé, et en-

visageons un compact KCS réalisant :
d,.o(D(K))x<1 . (1)
Posons en outre pour tout nombre t¢€[0,D(S)] .

® 2
F(t) = d1j‘o o(tee® Ydu . (2)

Remarquons que Fo(t) est définie pour tout t€[0,D(s)] , puisque,

en vertu de 1l'hypotheése b), nous avons :
-u2 il
v te[0,p(s)] , Vu20, o(t.e” )sa,0(t).e ¥
et par conséquent :
® Yu2
0<F (t)<d edy0 (t).j‘o e™ du<+w,
Posons, pour tout nombre réel positif x :

A= {w: SlélpKX(w,s)z X+ 16,,/ITJ.FG(D(K))} . (3)

Nous établirons dans un premier temps la majoration suivante :

2
P)sc, [ o2 o (a).
X 1

ou c1>0 est une constante indépendante de x .

Posons pour tout entier n>0 :

e, = D(X) exp(-2"+1) (5)
n-1

xn = 'l6d.'4/lTI («/5-1) 2T°(€n_1)

et soit ftrll ,1<i<N (K,en)} une suite de points dans K , telle que la



211

famille des boules {B“.“(t? , en); 1< isN(K,en)} constitue un recouvrement
minimal de X .

Posons successivement :

A = {w: Suw X(w,s)>x+ T xk} (6)
x €K k=1
m m °
An,i = {w:x(ti'w)>x+k2 xk}
=1
m @
m
= s X(t. > .
SRR CHNECTEIES
m m
A = U A . A (») = U A .
n 1<m<n n,1 n 1<m<n i
1sisN(K,em) 1sisN(K,em)

Les inclusions suivantes sont évidentes :
¥n>0, Y¥m>0, ¥Yi>0, 1<m<n , 1sisn(r,em)

* An(”) “Anes (=)< Ane

Puisque X est un processus gaussien séparable a covariance conti-

nue ; toute suite dénombrable dense dans K , en particulier la suite

T = {tr; ,m21, 1sisN(K,em)} constitue donc une suite séparante pour la res—

triction de X a X ; ainsi :

P(A) = 1im P(a (=) < lin P(a) . (7)

n—oo n-—o
D'autre part :
-]

o 2
1:1 xks16d1ﬁjo o(D(x) e )dus16ﬁFO(D(x)) .
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Cela implique & 1'aide de (7) :

P(A) < lim P(a) . (8)

n-—w

Majorons a présent la quantité P(An) pour tout entier n , Or
c c
P(a) = P(AnﬂAn_1)+P(AnﬂAn_1)sP(An_1)+P(AnﬂAn_1) .

Les ensembles Aﬁ 1 et A: i étant tous disjoints lorsque
- ]

me[1,n[ et iE[‘l,N(K,em)] , on en déduit :

[od n [o]
ANAS | = U AY . nac .
n 1sisN(ke ) ™* n=1

D'ou :
N(en,K)
n (o] .
P(a,)sP(a_)+ 151 P(a, sNAT ) - (9)

La construction de la suite T permet d'associer a tout point

t;‘, i€[1,N(K,en)] wn autre point noté ‘L?F:‘ de T réalisant :

/

n n-1 | ;
lle§ tj(i),|<en_1. (10)
On a alors les inclusions suivantes :
n-1
fa-1,3(1) S
n c n n-1 c
A, iN A CA 5N (An_m.(i)) . (11)

Fixons les indices n et i , et soit rij le coefficient de

corrélation des variables gaussiennes X(t?) et x(’."1 ) .

J(i)

Les relations (1), (5) et (10) assurent :
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L]
i

1-% E{X(t) x(tn'('1))} 21-1 d 0 (”t —thl)‘l)

v

2 2
1-% d50" (e ,)

L

1-1 di o (D(x)) 2% .

I1 existe deux variables aléatoires gaussiennes centrées ré-

duites et indépendantes , £ et 17 , telles que :

))—r LE+1- jMe

X(£3) = ¢ x(ta(1

Nous en déduisons :

n n-1
n n-1 (o] n n-1
P(An’iﬂ(An_,',j(i)) ) = P[X(ti)>x+k}='_‘.1 Xy X(tj(i))sx«!- ]:1 %}
X or. . (1—r ) (x+ E xk)
sP{§>x}.P{'n2 224 } (12)
2 2
T4, 5 71,5
Or :
n=1
. 2 .
x Ty X 16d1ﬁ1(f2-1)2 o(e, o) (13)
2d,0(e,_ ,)
2 1 n-1
i~
n-1
28 /N(J2-1)2 2 .
D'autre part, en vertu de (1) et (5) :
1-1'i . 1-—ri . 1
—2l k= W’-J_-.x <s—d,o0(e ,)ex
2 i, J2
i,j
<= a, o(D(X))x < —= . (14)

Jo J2
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Finalement les relations (13) et (14) assurent :

‘:‘::;i"‘i . E x, <8/NF (D(k)s(8/N.4, j' "Y'“du) a, o (p(x))
i,

o 2 © 2
s(8/Fua, [ W au) X' <8/Wa,. [ §au=c (15)
o o

et :
n-1
P(M 2 Tiyj (x+ 2 X )}
n-1
sP{nzBﬁ(ﬁ-1)22—C}=pn. (16)

Ceci étant vérifié pour tout entier i€ [1,N(K,en)] , on en déduit :

P(A)sP(a,_,)+P(E>x).N(e K)up . (17)

Remarque : Soient RN muni de la topologie usuelle, et X un compact de RN
de diametre D(K) , soit aussi M un nombre strictement positif, Il est évident

D(x) . . .
que le nombre de boules de rayon M nécessaire pour recouvrir KX ne saurait
dépasser la qualité M‘N , par conséquent :

w(x, 250 oo (18)

Nous déduisons a l'aide de (18) :
n-1
P N(Kye,) < 0(10.5 2 “exp (.27) . (19)

La série de terme général pn.N(K,en) est alors convergente, Soit

c1 sa somme, On a montré :

2

oo Y

¥Yn21 P(A)SC.J' e?, du_
n 1 %

Nan

ce qui prouve (4) en tenant compte de (8).
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Nous allons maintenant étendre ce résultat & S . Posons pour tout

réel x>0 :
-1,1
e(x) =%o (a—-; .
1

Soit {ti, 1<is<N(S,e(x))} une suite de points dans S telle que
la famille des boules {B(ti,e(x)) , 1sisN(s,e(x))} constitue un recouvre-
ment de S .

Posons pour tout entier i€ [1,N(S,e(x))]
= =
X, = {s€s : ls—t l|se(x)} . (20)
Puisque de toute évidence :
D(Ki) s2¢e(x),
nous obtenons :

a,0(D(x,)).x<d, o(2e(x))e x<d, o(5 ($)).x$ 1. (21)

En outre :

P{Sup X(s)>x+ 16ﬁd1 f“a(a s(x).Euz) du} .
S€ES o

N(s,e(x)) ® 2
) P{ Sup X(s)>x+ 16~/f¢d'1f o(2e(x)ee™ Jau} . (22)
i=1 SEX, o

<

Il suffit alors d'appliquer (4) a chaque terme de la sommation de

droite pour obtenir :

P{S\étp x(s)>x+ 16ﬁd1 fwo(2 e(x).'e'uz)du}
sES o
u2
< c1N(S,e(x)).J‘ e? _du_ (23)

2m

Posons maintenant :
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@ 2
y(x) = x+ 16ﬁd1.f o(2.¢(x)ee ¥ )du

@ 2
zvu
c, = 16ﬁ.dzfoe du

On constate aisément que :

c
2d1
d1x

1<sx<y(x)sx+c .d1o(2e(x))$x+ < x+cC

2 2°

Ainsi :
y(x) ~x (x=w) ,

d'ol par continuité et monotonie de o au voisinage de 1l'origine :

.

e(y(x)) ~e(x) (x==) ,

et a fortiori :

N(s,e(y(x))) ~N(s,e(x)) (x==) .

On peut donc déterminer une constante c3>0 indépendante de

S et x telle que :

2
u

P{Sup x(s)>y}Sc3N(S.6(Y)).fw e? du .

SE€S y /2:

LEMME 1.4.2.- (de minoration) - Soient S unme partie bornée de R et

X = x(s) » SES un processus gaussien centré séparable de variance é&gale & 1

Supposons que X vérifie les conditions suivantes :

1. il existe une fonction non décroissante continue ¢ est une

constante 6>0 , telles que :

Vs,tes , EfX(s)-x(t)}?2 0% o2(||s - ¢||)
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2, il existe deux constantes strictement positives , et vy tel-

o(tx Y
Vyt21 ,Vx>0,-é(;}zc1.t .

Alors pour tout nombre réel v€]0,1] ; il existe une constante

les que @

c2>0 , dépendant de v , telle que :

2
u

m(e) had -E
P{sup X(t.)2x}2 (1-v)em(e) f e du
j=1 J X 2
"
~1( 2
ox e=0|g)et {tj ,1<js<m(e)} est un ensemble f£ini quelconque de points
de S réalisant : V i#j , |,|ti-tj|.|ze .
Démonstration : Notons A, 1'événement {x(tj)>x} , 3= 1,2,00e,m(e) o

3

Nous obtenons en appliquant 1'inégalité de Poincaré :

m(e) m(e) m(e)
P{ U Aj} 2 ¢ p(a,)- = P(AiﬂA.) . (1)
=1 =1 J i,j=1 J
i#j

Soit pour tout entier j€[1,m(e)] et pour tout k=21 :

Bj(k) = {ie[1,m(e)] :kes“ti—tj||$(k+1)8} .

Puisque S est une partie bornée de R , les index Bj (x) sont
tous vides des que k est suffisamment grand, ceci indépendamment de joeOn

vérifie aisément 1'égalité suivante :

m(e) ( ) m(e) : )

v P(ANA)= T I r  P(A.NA.) .
i,j=1 1 J j=1 =1 iEB.(k) i 3 (2)
i#j 3

Fixons les entiers j , et k et soit iEBj (x) ; posons alors :

py 3 = BIX(t,)x(e))} = 1-3 B{K(x;)x(e))"
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Le lemme (1.3.2) fournit 1'inégalité :

2
P(AiﬂAj)$d1.exp(—d1(1-pi'j)x ).P(AJ.) »1d4,>0,d,>0 . (3)

c
Si e=¢(x)= 5 (&%) od c,>0 est une constante qui sera dé-

terminée par la suite, nous déduisons des hypotheses (1) et (2) du lemme

(1.402) H
1-p; 5 = 1= (1= B{x(t;) -X(£)) )
2 2
2L (le; -t,0) 2 & P(xe)
c ec ok’
=1 (22—, (4)
Les inégalités (3) et (4) impliquent donc :
© 51 Yy
m(zE) P(A,NA,)<d (m(rf) P(A,)) = (rlsfp)#B.(k)).Edzz (e195%7) .
S T T A A
i#A (5)

Considérons a présent un recouvrement de la boule B(tj,(k+1)e)

par des boules de rayon _e%) .

Il est facile de remarquer que le cardinal de ce recouvrement ne
saurait 8tre supérieur A la quantité [4(k+¢1)]" .

On remarque facilement a 1l'aide de 1'inégalité triangulaire que
chacune des boules formant le recouvrement considéré ne contiendra au plus
qu'un point t, tel que i appartienne & 1'index Bj (x) + On en déduit

donc :

Vielnm(e)], vx21, # B, (k)< [4()]” . (6)
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Combinant les relations (5) et (6) nous obtenons l'estimation :

4
2 Y\2
o - ( C,.k m
m(ze) P(a.NA.)<(a 4" £ (k1) 2 °+%*) ). (;) P(A.) » (7)
i,;=1 1 T k= j=1 7
i#J

soit v€]0,1] , et choisissons c2 en fonction de v afin que @

d
2 Y\2
® = (c ec,ek’)
a5 (w)le® T E T <y, (8)
k=1
Nous concluons a l'aide des relations (1), (2), (7) et (8) :
2
m(e) m-‘—;
P{ U A.}2(1-v)m(e).f e du_ . (9)
=1 ’ x 2m

I.5 - EVALUATIONS DE L'ECART ASSOCIE AU PROCESSUS NORMALISE :

soit X = X(t), t€T un processus gaussien centré, défini sur T ,
de covariance Ty . Nous notons A(T) 1la diagonale de TXT . L'écart d

déterminé par X sur T est défini par :

V (s,£)€TxT, d2(s,t) = B{x(s) -x(£)}® = Iy (s,s) # T (t,8) - 2ry(s,t) «
(1)
On constate facilement 2 1l'aide de 1'inégalité de Minkowski

que d vérifie 1l'inégalité triangulaire. Cependant d ne définit pas une

distance sur T , car si l'implication :
¥ (s,t)eTxT , (s=1t) = (a(s,t) =0)

est trivialement vérifiée, la réciproque est fausse en général.

Introduisons donc le sous =ensemble de TXT,D défini par :

D= {(u,v)€eéTxT:d(u,v) =0} .
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Nous définissons alors le processus normalisé ;(’ associé & X en

posant :
- X(s) -x(t)
¥V (s,t)eTxT , X(s,t) = — . I(s,t)
d(s,t) T XxT\D

L'étude des classes uniformes fait intervenir directement le pro-
cessus X et plus exactement 1l'écart d qu'il détermine sur T xT . Nous
savons le majorer en toute généralité. Nous verrons par contre qu'il sera né-

cessaire d'ajouter quelques hypothéses supplémentaires sur la régularité de d

03 . 3 ~
pour obtenir une minoration correcte de d .

soient (s,t), (s',t') un couple déléments de T xT\D ; un
calcul simple montre :
2(a(s,t) -a(s",t") - 2E {(x(s) -x(t)) (x(s*) -x(t*))}

d(s,t).d(s',t")

’52 (s't) ’ (S'vt')) =

(2)
ou encore a 1l'aide de (1) :

2, N2, .,
T2 (5,8) 1 (57, 00)) = 20 (EE) (3)
d(s,t).d(s',t")

dz(s,t)+d2(s',t') —dz(s,t')-d2(s',t)-— (a(s,t) -d(s',t'))2

* d(s,t).d(s',t")

De 1'égalité (2) nous déduisons facilement la majoration suivante :

N / a%(s,s') + a3(t, ") .
d((s,t), (s',t') < J2. . (4)

d(s,t) . a(s',t")

I1 suffit pour cela de remarquer que :
=2 E{(X(s)=x(t))e (X(s")=x(t*'))} = E{X(s)-x(s')+X(t)-x(t')}2-d2(s,t)-dz(s',t')
< 2(a%(s,s")+d2 (1, 1)) - d%(s,t) =a3(s', t') .

Le lemme suivant montre que dans certains cas particuliers cette
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majoration ne déforme pas trop la réalité :

LEMME 1,5.1.- Soient X = X(t), t€ [0,1] , un processus gaussien stationnaire

centré ; dz(s,t) = d2(|s—tl) la variance de ses accroissements, On suppose que

d vérifie les conditions suivantes :

1. il existe un nombre xo>0 , tel que d2 soit une fonction

concave non décroissante sur l'intervalle [O,XO] .

2, d est une fonction A croissance faiblement réguliere d'exposant

vy>0 , sur 1l'intervalle ]O,xo] .

Dans ces conditions, il existe un nombre réel c>0 , dépendant de
x, et &, tel que pour tout couple (s,t), (s',t') d'éléments de [0,1]x[0,1]
vérifiant :

3.

s2t,s'2t', [s=t|v|s'-t']<sx_, ls=s'lv]t-t'] <c(ls=t!Als'=t'])

on ait :

d(s,t),(s",t")2 53 4( s=s' |2 [t-t"1?) .
Ja(ls=t])ed(s'-t')

Démonstration :

Posons @

(a(s=t) -d(s'=t"))?

>
[}

a®(s-t) 4+ a%(s'=t') =a®(ls=t'|) -a®(Jt=s']) .

w
']

En vertu de l'égalité 3, nous avons :

~2 ooy @2(Is=s')+d?(Jt-t"])-a+B
d (s,t),(s y t ))= d(s—t).d(s'-t'). ad .

Majorons tout d'abord l'expression A . Elle est symétrique en

(s-t) et (s'-t') . Nous pouvons donc supposer, sans restriction :
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s=t>g'~t' ,
Alors, par concavité de la fonction d2 e
a®(s-t) sa®(s'=t*) + a2((s=t) = (s'=t")) .

D'ou :

Asdz(s'—t').( 14+ dz(s';)‘(s"t')) - 1)2 . (1)
d%(s'-t')

Puisque 'd est A croissance faiblement réguliere d'exposant y>0 ,
nous pouvons associer a tout nombre Yqo O<Y1 <y , une constante c1>0 , de
fagon & obtenir en vertu de la proposition (1.1.5) :

d(tu y1

vuef0,1],v telox ], alt) S Cqu . (2)

Fixons Y, arbitrairement choisi dans 1'intervalle JO,y[ , et

choisissons ¢>0 vérifiant :
Y
1

c1(2c)Y1s(2J2.c1 22)71_ o . 3)

Les couples (s,t) et (s',t') vérifiant 1'hypothese 3. du

lemme, on déduit donc :

—_— -
s'=t!

a2((s=t) - (s'=t")) ((s—t)-(s'—t'))Y1
< C1

dz(s'-—t‘)
Yq
< c1(2c) <o .

Mais puisque : (,/ 1+y-1)2501y lorsque yé€[0,a] ;

on obtient finalement la majoration :

Asad®((s-t)-(s'=t')) sa d2(/2[(s-s')2+ (t-t1)27)
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Yq

< ac .2 d2( (s—s")2+(t—t')2)

sz—’ﬁ ca?(f]s-s" 2] et?) o @)

Estimons 2 présent la quantité B et posons & cet effet
a = s=t b= s'-t! c = s=t' £ =5s"'-t.,

Nous pouvons, ici aussi, supposer sans faire de restriction que :

s=t 2s'=t' , ce qui se traduit par :
az2b a—c = f<b . (5)

Si £ =aVvbVvc , c'est-a-dire si : csbsasf , nous déduisons

de la fonction d2

a?(b) -d(c) 2 d%(¢) -d3(a) ,

d'on :
B20 L]
De méme si ¢ = aVbVf ou encore f<bs<asc ; nous avons alors :
a®(b) -d2(£) 2 d%(c) - d%(a)
et :

B20 ,

Enfin, si b = aVcV# , nous déduisons de (5)

a=b=c=f et par conséquent B =0 ,

I1 nous reste A envisager le cas restant o a = bVcVf ; or @

= d?(a)+d%(b) -d%(cv ) -a3(cAe)

o
[

[d%(a) -d%(cv£)]-a2(c A£) + a2(b)

[}

- 2(cAg)+d(b)

v
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mais puisque : b<cAf<cVf<a , nous déduisons de la concavité de d2 :

a?(cA£) sa®(b)+d(c A£-b)

d'ou ¢

B2- d>(cAf-b) .

Nous remarquons par ailleurs 2 1'aide de (5) suivant que cA£ est

égal & ¢ oua f:

O0scAf-bs |a<| A |b=<]
finalement nous avons obtenu la minoration suivante pour B :
B2~ a2(Jac| A |b<]) . (6)
Posons alors : h, = [s-s']  h, = |t=t'] .

Les résultats précédents permettent d'écrire :

d(s=t)ed(s'=t").d2 ((s,t),(s',t')zda(h1)+d2(h2)-da(h1Ah2) -;—1/—5 V)

(h Vh )
> a(./n2+n2) ‘
v z{dﬁ““hahz) v

Vh
or : de(h1Vh2) = dz(—J——-—2~ h +h )
J/n2+n?
1™
h,Vh
2 2d2(h+h)2 d(h2+h§).
fr2on? J2
ha+h,

En conclusion :

32 ((s,t),(s',t") > - d2( !5‘5'l2+lt-t'|2) .

J2 | als-t).a(s'-tr),
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I.6 - ENONCE DES RESULTATS, UN LEMME DE REDUCTION :

Nous désignons par ./ 1l'espace des fonctions ¢ R+-'R+ non

décroissantes au voisinage de l'origine et telles que :

Tim q)(t)=+°°o
tio

Nous énongons deux des théoradmes dus 3 N. K6no, concernant les

classes uniformes,

THEOREME 1.6.1.- Soient X = X(t), t€[0,1] , un processus gaussien centré a

trajectoires continues, notons ci(s,t) = E{X(s)-x(t)}z, 0<s,ts1, 1l'écart

associé &2 X . On suppose qu'il existe une fonction o: ]0,1]-'R+ continue

non décroissante a croissance réguligre d'exposant o >0 et deux constantes

c et C, 0<c <C <+o, telles que :
¥ (s,8)€[0,11x[0,1] , co (ls=t]) s (s,t)sCa (Js=t]) (1)
Posons pour tout élément ¢ de B :

2
Iu(G.«J) = ‘I‘ ___s%—tp(.ﬂ__dt .

+0 |=1,0(t
3" )]2 o(t)
Dans ces conditions :

(1(00) <+=) = (€U (X)),

THEOREME 1.6.2,- Soient X = X(t), t€[0,1] , w1 processus gaussien station—

naire centré 2 trajectoires continues ; notons o(s,t) = o(|s-t]) 1la variance

de ses accroissements. Nous supposons que i o: [0,1]-'R+ est une fonction

continue & croissance faiblement réguliére d'exposant a>0 sur ]0,1] , et

que o est concave sur un intervalle [0,68], §>0 ,

Soit ¢ un élément de B ; dans ces conditions :
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(1,(00) = +=) = (we s, (X)) .

Remarques : La comparaison des énoncés (1.6.1) et (1.6.2) montre que lorsque
X est un processus gaussien stationnaire centré a trajectoires continues et
si de plus la variance de ses accroissements est assujettie aux conditions
du théoreme (1.6.2) , on obtient alors un bon critére intégral caractérisant
ses classes uniformes., Dans ce cas les événements (0.2,2) satisfont & la loi
0-1 .

Nous retrouvons en outre, comme corollaire, les résultats de

I. Pétrowski sur les classes uniformes du mouvement brownien dans [0,1] .

En effet, pour qu'un module €. , appartienne a xu(w) , il faut

et il suffit que 1l'intégrale :
1204
sro () 3,
1 (o,0) = €27 Teg(t) 4
u ! f+m t2

soit divergente,

o
De méme lorsque : o(x) = x 0<a <} , nous concluons de la méme

fagon suivant que l'intégrale
gro(v) ?(t) -1
I(09) = [ z = (o(t )) at

+0

est divergente ou convergente,

Enfin si : o(x) = . (log i—)s , O<a<%,BER,

nous remarquons facilement :

(820) ; o<x<t<1, t¥ sl((t—x)l < %P
glx

(B<0) ; O<x<t<1, ¥ 38 co(x) _ @

a(x)

ce qui nous permet de déduire, en domnant & t les valeurs :
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1 _a _a
(o)) @, @ Pex))® ou (2Pe(x))®

et tenant compte de : (%)

¥ e>0, o(x) = 0(x%) (x=0")
que + S (EE) i o)) @ (x-0")
o(x)

Cela montre donc, que les classes uniformes .r.u(x) et ?,(u(x) ne
dépendent que du paramétre o , ainsi que l'avaient montré T. Sirao et
H. Watanabé.
Plus précisément :
1 2
-1 -39 (t)
2 d

2
(o4
(o€ .Eu(X)) o (J' (o(t)) tz.e t=4+o),

Le lemme suivant permet de réduire la démonstration de chacun des

deux théorémes a un cas particulier que nous précisons.

LEMME 1.643.~ Nous pouvons supposer pour démontrer les théorémes (1.641) et

(1.6.2) qu'il existe un nombre t >0 tel que :

v teloe A1l , A/log% < o(t) < A/3log% .

Démonstration : Posons pour tout t € ]0,1[ :

9,(t) = p(t) Vi/log ]
9, (t) = <P1(t)/\«/3109%

alors : A/log% < tpz(t) < A/3109:} ; cpa(t) < co1(t) . (1)

(* cof. Lemme 1.6.3).
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Nous procédons en deux étapes :

1ere Etape @ (Iu(o',(g)<+ ®)

Supposons que ¢ ne vérifie pas 1l'inégalité de gauche, nous pou-
vons donc construire par récurrence une suite numérique (tm)rnz1 décroissante

telle que :

a) lim t =0
m=— o

1
b) ¥m=21, cp(tm) < A/logt—

m

c) w(t1)>1 ’

par conséquent, pour tout entier n21 :

SEFETC: A sto(t)  F1g,
S . dt2T——, / =
tn (c t )]2 (t) tn t%o(t) (p(tn) t, t
/ (._ 1y
log — t

dfou :

Iu(o,co) = 4o, ce qui est contradictoire,
Etablissons a présent :
Iu(o,cpa) <+

soit a, € Jo,22[ , nous déduisons des propositions (1.1.4) et (1.1.5) qu'il

existe une constante c, > 0 dépendant de « et telle que :

1 1

31(tu) ar1

< C,eu .
31(1:) 1

¥ uef[0,1] , V¥ telo,e(1)] ,
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Cette propriété nous permet d'obtenir la majoration @

[\S]

/’_1‘ -2 1. %7 -
Iu(o, 310g;) s ¢ J'+o (3 logz) t% dt <o ,

Mais @

—_—

1
1,(00,) % T,(0,0) + (1,(0, ¥/3 2062)
et par suite : Iu(a,cpz) <+,
D'autre part, nous déduisons du calcul précédent :
gt >0: Y tE]O,t°A1[ qu(t) < o(t) (2)

I1 suffit donc de démontrer le théoreme (1.6,1) en substituant

@, a ¢ , car par définition de ?,(A(x) , la relation (2) montre que :
(m, €Yy (X)) = (0eu,(X)).

2e Etape : (Iu(c,m) = +®),

Supposons que ¢ ne vérifie pas l'inégalité de gauche ; le calcul

fait auparavant établit alors @

Iu(6»<o1) = +®,

Posons successivement :

"= (telol : o(t) s 3109%}
I~ = {tE]O,‘I[ H (91(t) > 310g%}
2, .

. s, (t)
1

) 2
I+ -1,0(t) - .
"G ] oo
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z305(t)

1=j‘ dt
2 171, 0(t) 12
( ) (t)
[" cp1t)] ®

=4 op(t)

I, = f - 4
P [a’%%)]z 9,(%)

t .

Les égalités suivantes se déduisent immédiatement

Iu(c,<p1) =I,+1,

I“(U»(P2) = I1+ I3 L4

Montrons la convergence de 1l'intégrale I > H

(o, (e g
- d

3o (t)
1, = [ 1 <[_ 5

1" -1, 0(t) \1? o "¢ t2
cn1(‘c)[c (;1(&)7)] 1

01—1 .
sj‘_—12-(310g%) t'%dt <t+o,
I c1

(3), (4), (5), permettent donc d'obtenir :

Iu(cr,cpz-) =+,

t

(4)

(5)

I1 suffit donc de démontrer le théorame (1.6.2) en substituant

P, a ¢ , car alors, tenant compte du fait que :

1>t>0, ¢(t) = Jalog%
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appartient a uu(x) , on aura @
9, €£,(X)

et en conclusion : @€ .tu(X) , puisque @, 20 .

I.7 - DEMONSTRATION DU THEOREME 1.6.1.

Nous posons pour tout entier n>0 :

((s,6) € 0,11 x[0,1] + 3™ < |st] <37

w0
it

A =1 sw X|s,t| > o(Z")}
(S,t)ESn
T I B
dn - (C) 02(-2-1'1—1) *

(1)

Nous établissons tout d'abord ume majoration de 1'écart '&'1 ,

associé au processus normalisé X , a partir de (I.5,(4)) ; soient

(s,t) # (s',t') deux éléments de S :

ai(s,s')-&-aﬁ(t,t')

32 ((s,t), (s'yt")) s 2
1 01(s,t).o1(s',t')

< A(J1sst P4 et

Posons alors avec les notations du lemme (1.4.1)

5!1-1
X=X = o(Z") e(x,) = % 51(31_132 . c)
€ p(2")

Ce dernier nous permet d'établir :

(2)
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nig

P(a,) < c,.q‘"@n) e an s, . elx) (3)
LY

ol C 1>0 est une constante indépendante de n .

Nous constatons, par ailleurs, que le nombre de boules de rayon

e(xn) nécessaire pour recouvrir Sl'1 , ne saurait &tre supérieur a la quantité :

2,/2.2%

ez(xn)

Finalement :

237 (2

P(a,) = 0(1) o (4)
q,(gn)[o (i%_ll_]
2C o2
Or :
§n+1 ) - n)
oL 00 pgke )

<§§%})] oft) o) (ﬂ(in—ﬂl 5

Puisque par hypotheése, Iu(o,cp) est convergente, nous déduisons

de (5) que la série de terme général I, converge.

Par ailleurs, ¢ est a croissance réguliére d'exposant o>0 ; soit

c,>0 et notons c_ (x) = o(cox) ; alors :

Cette propriété nous permet d'établir :

o(—n- )C L » c(-n+1)

=1
ol /— o=
2C q)(21’1) w(2n+1)

(n-w) (6)
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et par suite 3 ) P(An) <+
n

d'ol en appliquant le lemme de Borel-Cantelli :
P(1im A ) =0,
n-e O

Ce qui permet de conclure que ¢ appartient & uu(x).

I.8 - DEMONSTRATION DU THEOREME 1.6.2.

Soient n un entier positif, § un nombre réel strictement supé-
rieur 2 1, et c€J0,%[ , un nombre assujetti aux conditions fixées par le

lemme (1.5.1) ; posons pour tout entier k = 1,2,s00,k = %-[én] -2

1} = (x: (2x=<) T < x < 2k} (1)
n,k
2= {x s (20e1) 8 s x s (2ke14e) B)
1
i
2
Bk = In,x*tn,x

Nous déduisons immédiatement du lemme (1.5.1) :

/2 P )s-s" o]t [?)
OZ(En)

V (s,t), (s',t')€B_, , E(X(s,t) -X(s',£)}? 2 .
’
(2)
Soient €£>0 et {(sj'tj) , 1< sm(e)} une famille finie de

réalisant :

points de Bn,k

- C oy 2 >
ViJjs= 11210001"‘(5) y 1 #J ’ Aﬁsi-sj! + 'ti'tjlz 2 €

et posons 3
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m(e) ~ n
By x(e) = (5w X(s50t5) > o(3))

J=1

Soit v€10,1[ ; les hypotheses faites sur ¢ ainsi que (2) nous permettent

d'appliquer le lemme (1.4.2) ; il existe donc une constante c, = ce(v) >0,

- telle que si nous posons :

_ v -1 2
®(3")
v
An,k("'-) - An,k
nous ayons : P(A: k) 2 (1-v)m(e:) «Bog(3h) (3)
’
et, tenant compte de :
-l 2
v 8
m(e ) ~ n-—w
n c2.25/4.a(3n)>l
o(3") J
nous établissons
v ( ( 31’1 2 n
¥nz1, Vk=1,2,.,k , P(a .)2(1-v)e,(n) 3o (3")
nt T S (c2.25/4.o<sn>
o n
o(8")

avec 1lim c,(n) =1 .
n-c

Mais par hypothése, 1l'intégrale Iu(c,cp) est divergente ; nous

concluons donc de la méme fagon qu'au paragraphe 7 (alinéa 6) :

v velo,1[ , r P(A k)=+w. (4)
k ?
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Notons 2 présent : N, = fh=(nk),n21,1sks kn} .
Nous mettons sur N1 la relation d'ordre lexicographique :
VYh=(nk)eN, , Vh's= (n',1<')eN1 ,
(h*>n) B (ou bien n=n' et k' >k>

ou bien n'>n

Posons successivement pour tout h€N, , a>1, h= (n,k) :

1 2
Lh = In,kUIn,k
B =12 xI

:n+1<n'<n+alogn

[ o)
0
loan)
=
m
=

-
~
i
~~
)
o3
N

et LhnLh' o) .

R: est une partie finie de Bh , de cardinal m(e:) vérifiant

v
Vu,vER , u Fv, llu-vl 2 €,

et posons pour tout élément u de A;

ch = (X(u) > o(3%)}

]

Ay = Ay o= {swp X(w) > o(8Y)
uGR;:
Soient hGN1 ,h'€N1 tels que :

a

h'>h et h';é:[h

y h = (nrk) Jh' = (n'!k') .

Si n=n'" et k'>k, alors LhnLh' = ¢ par construction de
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D'ou par concavité de 02 H

L 1
Vuer) , vurery, , Pleinch)) < pich) . p(eh))
et

P(a NA,) < P p(chnch))

uER}\:,u' GR}‘:,
< P(Ah) . P(Ah,) . (5)

. . . a
Sinon, n'>n , mais puisque h')éII,1 y nous avons deux cas a

envisager :
a) LNL,=29.

Nous sommes ramenés au cas précédent et nous concluons de la méme

facon qu'en (5).
b) n'>n+alogn .
Considérons deux éléments (s,t)eBh et (s',t')EBh, :

(st =t])+P(ls=t'])=?(|s-s'|) =o?(|t =t])

20(|s =t])ea(]s* -t'])

s,t

Veiter = BX(s,0).(s" 1)} =

P(ls-t] Als' -t']) (51

s .
a(|s=t])ea(]s* =t*])

Mais par construction de Bh et Bh' :
- ! ' ' ‘
< |s-t] = (142c) ; B < [st=t?| < T (142¢) . (6)
Nous supposons 3

a>1, §>2 ,n23,

Nous déduisons de (6) :

|s*=t*] < |s=t]|
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dros « yz:tt' . o(]s'-t']) B 0(23:')
’ a(|s=-t|) a(8")

Mais o est A croissance faiblement réguliére d'exposant o >0 ,

donc en vertu de la proposition (1.1.5), il existe une constante Car>0 telle

que :

o(28") -4 (n'-n)
—_—<c }
(T

et par suite en utilisant le lemme (1.6.3)

s,t e en! -%(n'-n)
Ys:’t'-CP(E )-(P(& ) < 31log b.café m .
Posons :
—%(n'-n) ,
£(n,n') = ey
C4 = 3 log 6'ca
n'
U = >1.
™R ptalogn
o
£(n,n") -E(log 6)Un at _%1095 n+alogn
- (e e T Jor

£(n,n+ alogn)

o o
-3 (109 8) Un, y=51098

< (e n ”/I?n')rwalogn

<3 (alogn+n) - Cs(n)

ainsi 3
£(n,n') < Cs(n) «f(n,n+alogn) = C6(n)

(7)

(8)
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avec 1lim c6(n) =0,
n-o

Appliquons le lemme (1.3.3) :
h h' h h'
\4 “ER: , YV u! GR:' ’ P(Cun Cul) < c7(n)P(cu) . P(Cul)

avec 1lim c7(n) =1
n—o

P(AYNAY,) < LN T )

uER;:,u' €R.,y

o PE . pEl))

< C7(n) uER:vlz"' G%.

c,(n) :
s-(—;%:iEP(A:).P(A: ) .

Nous avons établi finalement :
P(a,NA),) s cgln,v) o P(a)) o P(ny,) (0)

avec lim cg(n,v) = (1=v)72 .
n-—o

Supposons maintenant que : h' GI; , et soient (s,t) €B, ,
(S',t')GBh,
-n' -
|st=t'] < (142¢). 3 <28~ < |s-¢]
d'od , si § est choisi suffisamment grand afin que :
[°4
2,2 1
c (& 1
a(a) <2

nous déduisons de (5') :

(10)
. . . o]s'=t']) 3
il - o0 Toren s TR e B <4
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Examinons l'expression :

h. h

A= T P(A;:HA;.) < z P(c_Nc_,) «  (11)
a a v v 3 S

h h'EIh,SERh,S'GRh'

En vertu du lemme (1.3.2), il existe deux constantes cg>0 et

>0 telles que :

10

d'ou si

- e (1 -E(s).X(s) Do’ (B ).P(ch)

h. h'
P(csncs,) s cgee <

1 2,=n"'
-5C.,0 (8 )
<eg e2 10 . P(cl;) . (12)

or : 2(8') 2 ¢2(F") 2 nlog 6 (13)

v
me o) =

La régularité de ¢ permet alors @'établir :

(o]
gc,,>0, m(ey,) = 4R, sn ", (14)

Nous remarquons que si LhnLh' #¢ alors nécessairement :

L 'C[z(k-ﬂ-c , 2(k+ 1)+ 1+c]
h 61'1 6n

s, = #(n' = (n',x") : h' €N, et LhnLh,;éq)}

n'=n alogn
o L]
Hpe = €4 €128 (c1p>0) (15)

Combinant les estimations (11) & (15), nous établissons :

1
c,,-=c,.(log §)n
Asc13logn.6a1°gnn 11e2 10 .P(Ah) o (16)
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Il nous reste a choisir § suffisamment grand pour obtenir :

A= T, P(A.:ﬂA.:,) SP(A;:) . (17)

Al
h GIh

Le lemme (1.2.1) permet de déduire des résultats (4), (9) et (17)

Tim Yy 2 (1-v)° (18)
h=(n,h)-’(m,a)Ah Y
h ENH
finalement :
P{1im Tim A(%)] 1 (19)
im im = .
m=w h=(n,h)=(2,=) "
h€N1

Ce qui permet de conclure que « appartient 2 xu(x) .
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CHAPITRE II

II.1 - INTRODUCTION :

Soit X = X(t) , 0 <t <1, un processus gaussien centré, séparable,
. . 2 2 -
stationnaire ; notons d (s,t) = d“(ls-tl), 0 <s,t <1, la variance de ses

accroissements, Nous supposons que d est assujettie aux conditions suivantes :

(2.1.1) d est une fonction A croissance faiblement régulidre

d'exposant « sur un intervalle ]0,8] , §>0 .

2

(2.1.2) d° est une fonction concave non décroissante sur 1'inter-

valle J]0,8] .

La comparaison des énoncés des théoremes (1.6.1) et (1.6.2) permet
de constater que lorsque l'exposant « est strictement positif ; on obtient un
bon critére intégral 4d'appartenance aux classes xu(x) et uu(x); par contre
si cette condition n'est pas vérifiée, on ne sait pas conclure., Les paragraphes
6 et 7 du chapitre précédent ont montré par ailleurs combien les hypothéses de
régularité sur d sont indispensables ; par exemple pour appliquer les lemmes

(1.4.1) et (1.4.2). Elles interviennent constamment au cours des démonstrations,

Or, concernant la classe uniforme £u(X) , Cc'est précisément le
lemme (1.4.2) qui permet d'obtenir une condition d'appartenance sous forme
intégrale. Il est donc vain d'espérer obtenir de cette fagon toute extension

de résultats 2 des processus gaussiens stationnaires un peu plus généraux.

Cependant, et ceci fait 1'objet de ce chapitre, nous pouvons malgré
tout obtenir des conditions d'appartenance a la classe xu(X) , pourvu que

le processus X satisfasse 3 l'hypothese (2.1.2) seulement.
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Bien évidemment ces conditions sont plus faibles que celles que nous
venons d'étudier, La démonstration de ces résultats repose sur deux lemmes :
un lemme fonctionnel énongant une condition simple permettant de comparer les
distances associées & deux processus gaussiens normalisés donnés, et un lemme

de comparaison des lois de ces processus : le lemme de Slépian.

II,2 - UN LEMME FONCTIONNEL :

Soient §>0 et g wne fonction sur ]0,§] & valeurs dans R: H

nous posons pour tous réels x,y ;j 0 <x,y < § :

P (x+y) -2 (x)+ g2 (v)
I(grxt}') = .
2g(x+y) . g(y)

‘Nous avons 1l'énoncé suivant :

LEMME 2.2.1.- Soit f,h: ]0,5]-°R: , §>0 , deux fonctions vérifiant les condi=-

tions suivantes :

a)

est une fonction non croissante sur 1l'intervalle ]0,6]

5 m

b) £ est une fonction non décroissante sur 1l'intervalle 10,6] .

Alors, quels que soient les réels x,y ; 0 <x <y, x+y s § ,

nous_avons :
c) I(h,x,y) 2 I(£,%,y) »

Remarques : On ne peut espérer obtenir un meileur énoncé sans restreindre la
généralité. Le lecteur se convaincra, au vu de la démonstration, qu'il est trés
facile de construire de nombreux exemples de fonctions £ et h assujetties
aux conditions a) et b) et pour lesquelles 1l'égalité c) est en défaut lorsque :
XxX>y>0.,

Supposons que f2 soit concave non décroissante sur 1l'intervalle
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[0,8] , et posons h(x) = /x . Les fonctions £ et h vérifient bien les

conditions a) et b) ; nous en déduisons :

¥ x,y€ER, 0<x<y, X+ys§; I(f,x,y)sﬂ/;h.
Démonstration ¢ Soient x et y deux nombres réels fixés vérifiant :

O0<x<y , X+y <6 o

Posons

.

phi(x+y)  £2(y) = an(y)  £2(x) = rn3(x).

f2(x+ y)
L'hypothese a) établit 1'inégalité :
O<ps<gqgs<r

et par substitution I(f£,x,y) s'écrit :

ph2(x+y)+ qh?(y) -rh2(x)

2/peq n(x+y) . h(y)

I(£9XIY) =

Considérons l'expression suivante :
J = (I(ftle)'I(hnxr}'))ah(x"‘}') . h(Y)
2 2
= ph(x+y)+an’(y) - rh?(x) - J/pa (h¥(x+y) -n%(x) +0(y)) .

Il suffit de montrer : J <0,

Or, en vertu de 1l'hypothase b) :
2 2
qh®(y) s ph(x+y) .«
On en déduit :

3 = =/p (/a-/p) 0% (x+ ) +/a (/a -/p) h2(y) + (/5T - r) h(x)
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< = /2 (Va-/p) 3 0 (y) +/a Va=/2) 0 (v) + (/BT -1) B2(x)

< - éq (/a-/p)2n? (y) =-/a (/g =/p) h2(x)
P

puisque r2q ; finalement :
J<0

d'oll le résultat,

II1,3 - ENONCE DES RESULTATS, DEMONSTRATIONS :

THEOREME 2.3.71.- Soient X = X(t) , 0 < t £ 1 un processus gaussien station-

naire centré séparable, dz(s,t) = da(ls-tl) la variance de ses accroissements.

On suppose que d2 est une fonction non décroissante concave sur un intervalle

Jo,@] , @ >0, vérifiant les conditions suivantes :

1. il existe une fonction h: ]0,0]-'R: , concave non décroissante

telle que :
2. -l% est une fonction non croissante sur 1l'intervalle ]0,a]
3. il existe deux constantes strictement positives <, et vy telles
que ¢
vez1,vx>0, AX zc tY.

Posons pour tout élément ¢ de B, (c.f. I.6) :

-1
4. L1(ho¢) = ﬁ exp(~-% q)z(t)) . [‘P(t) . 5-1(%&%)] .

Nous avons l'implication suivante :

(2,(h,9) = +=) = (v€L (X)) .
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COROLLAIRE 2.3.2.- Soient X = X(t) , t€[0,1] un processus gaussien station-

naire centré séparable ; da(s,t) = d2(|s -tl) 1la variance de ses accroisse-

ments.

2 < .
Nous supposons que d est une fonction concave non décroissante

sur un_intervalle J]0,0] , >0 .

Posons pour tout élément ¢ de B :

S 2y(9) = T exp (-3 °(1)) ole) . ¥
tio

Nous avons 1l'implication suivante :

(4l0) =+2) = (o€ L,(X) .

COROLLAIRE 2,3.3.- Si les limites 11(h,¢) et 1,2((9) figurant dans les alinéas

4., et 5. existent et sont strictement positives, finies ou non, alors nous

obtenons dans chaque cas énoncé :

x(s) -x(t)
6. P{ 1im —_—z21)=1.
{ls-t!=h-°o a(s,t)o(]s=t])
oss,t<1

COROLLAIRE 2.3.4.- Sous les hypoth&ses du corollaire (2.3.2) ; si de plus 4

est une fonction d'un des types suivants :

1
1, d(x) = (log ;)Y , y<O0,

(10g1)P
2. d(x) =& X ,0<B<1.

3. d(x) = (log %)Y(loglog%)6 Y<0, ~0< 8§ <+

posons alors :

—

Yc€ER , q)c(t) = Alog%-a-cloglog—l— o
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Dans ces conditions :

Vc€éR, 9. €2L,(X) .

Remarques : Lorsque X = X(t) , t€[0,1] est un processus gaussien station-
naire satisfaisant aux conditions (2.1.1) et (2.1.2) avec un exposant « > 0
nous savons que les modules o, définis plus haut appartiennent a la classe
.cu(x) si et seulement si c est strictement inférieur a é « Le dernier co-
rollaire met donc en relief la différenciation de composition de la classe

wiforme .cu(x) suivant que @>0 ou a =0,

Le corollaire (2.3.2) laisse augurer le fait que dans la famille
des processus gaussiens stationnaires déterminés au début de ce chapitre, le
mouvement brownien apparait comme celui qui a les variations d'accroissements

les plus faibles, '

Démonstration du théoréme 2.3.1. ¢ Le théordme de Polya permet d'associer a

h un processus gaussien stationnaire, centré, H = H(t) , 0 <t <1, admet-

tant localement h2 comme variance de ses accroissements,
Dans ces conditions soient r un entier supérieur 2 1, c€]0, %] ’
une suite numérique vérifiant :

(pn)n 21

Y¥n21, 0<pn<c.rn.

Posons pour tout triplet d'entiers (n,k,i) ,n 21, 0sk < -1

et Osis[c ], et tout F , F désignant X ou H :

A
Pn
-n -n .
Spx = (x+1)r L kro+ip,
. c
Sn,k = {(sn,k’tn,k,i) » 01 s[ n]}
p T
n
~ -n
An'k(F) = {H(s,t)esn'k : F(s,t) > o((1-¢)r)}
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n n

r -1 () r -1 ()
s = U S A(F)= U A F
n oy_-o n,k n X=o0 n,k

Soient (s,t) et s,t') deux éléments distincts de S , , nous remarquons
?

facilement :
E{X(s,t) X (s,6")} = I(d , Jt-t'] , s=tAt)
E[E(s,t).g(s,t')] =I(h, |t=t'|, s=-tAt")
en outre , J[t-t'] s s-tAt' .

Donc, en vertu des hypothé&ses du théorzgme, nous déduisons par

application du lemme (2.2.1) :

n
:i{no>0,n°=no(a):Vn>n Vk=0,1e00,r -1,

[e) L]

v (Svt) ’ (srt')esn'k ’ (stt) # (Svt') ’

E{X(s,t) X (s,t")} = E{H(s,t).H (s,t")} (1)
v (S’t)esn,k,
E {%2(s,t)} = E{I?(s,t)}= 1. (1)

et 2 1'aide du lemme (1.3.1)

P(a, (X)) 2 P(a (1)) (2)

ceci, indépendamment des indices n et k ..
Soient n>n_, k' €[0,r"=1] , X #k' et (s,t)€s,
’

(s"t')esn xt * Les intervalles [t,s] , [t',s'] sont donc disjoints ou
’

conjoints, par suite
E{x(s,t) X (s',t")} =0

d'ol, en vertu du lemme (1.3.1) :
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P{X(s,t) > @((1-¢) T) , X (s',t")> o((1-c) T}

<SP {X(s,t)> o((1-c) )} P {X(s,t)>0((1-c) )]} .

(3)
Cela nous permet de déduire de la majoration suivante :
P(a, (K)INA, (X)) s z P{X(s,t)>0((1-c)eF),X(s",t") >o((1-c)F")]}
{ s,t Sn,k
(s"t') esn,k'

Vn>n , ViK' = 0,1,000,0 =1, X £ X' ;

P(An’k(x)nAn'k,(x)) < P(An,k(x)) . P(An'k'(x)) . (4)

Fixons 3 présent deux éléments (s,t) et (s,t') de S,  distincts ;
?

nous avons @
n2(0) +n2(J¢* - t]) - [n(|s - t]) -n(]s -t ])1?
h(ls-t]).n(]s-t']) )

E{H(s,t)-H(s,t")} =

Nous pouvons supposer sans restriction @

2t

et par conséquent, utilisant la concavité de h2 H

n?(Js-t]) s B(s-t")+n’(t =t) .

d'ou @
2
he(t' -t)

n2(s-t') ']

[h(s--t:)-h(s-t')]2 < h2($-t')|: 1+ ?

Mais, v ye[o0,1] , (,\/1+y-‘l)2 < (1—%)37
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h2(t'-t)
et —_— 1.
' n2(s-t')

Nous avons donc établi :
2(s-t)-n2(s-t')1% = (1 —71—2)h2(t'-t)

et, par suite :
n?(lt-t'])

h(s-t) .h(s=t")

B(i(s,t) -H(s,t) P = &

2‘-/-2—.—}:2—(;;;.h2(!t—t'” . (5)

avec |t-t'| 2p, .

Posons en conservant les notations du lemme (1.4.2) ; n étant

fFixé ¢
92 = —_;:-;l— O(X) = h(x) V= % Cz(\)) = C2
/2 n5(r)
¢, 2 ()
=1 2
E = Pn =h ____—_1-1—] .
o((1=-c)r)
Nous établissons en appliquant ce lemme :
¥Ynzn, Y k=0,1,00e,r =1
c -n
P(A X 2 P(A H 2 . -
(n,k( )) (n,k( )) % - .2%.h(;n) rop((1 C)r )
rn H" 2

o((1-€)F)

(6)
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n((1-¢))

or h(r?) <
1=c
(e [ (-0
et ¢ h' | ——————_—i—' <h C3 —_n-
o((1-c)r’) e((1=c)r)
-1
c3=c2.2%.(1-c) .
Si c3>1 , soit alors y un nombre positif tel que :
h((1-c)r")
=1 -1
y2h' (————=) =h(v),
o((1-c)r")
ainsi :

n(y) 2w .

Choisissons to d'apr2s la condition suivante :

<=

) .

3
to 2 max( 1, (::—1)
De ce fait :

h(tyy) 2 ¢ ch(y) 2c,tu 2c,u_,

1 1 0n 3"n

ou encore :
1"1-1(cu)sty yzﬁ1(u)
3'°n o’ ! n’ *
Finalement :
' (cpou) < t o (u) (7)
3*"n o® n’ *

si Cy £1 , la relation est trivialement vérifiée par suite de la

croissance de h .
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Nous concluons donc qu'il existe une constante c4:>0 , indépendante

des indices n et h telle que :
n
¥n 21’10 H Vk= 0,1,0.0,1‘ -1
2 -n
=1 o ((1-))

n((1-c).7)

cp((1-C)~?n)]

(8)

P(An'k(x)) 2 c,e
o((1-e). 7). ™E" |

ce qui compte tenu de 1l'hypothese faite sur ¢ , suffit a montrer
n

r -
lim I
n—-o k=0

" p(a, 4 (0) = ve. (9

Les relations (4) et (9) ainsi que le corollaire (1.2,2) impliquent :

Lim P(a (X)) = 1

n-—

et & fortiori :

P{Tim A(X)}=1. (10)

n-—eo

Enfin pour tous entiers n,k,i , n21, 0 <k < -1 , 01

< [ €. ;
P,T

-n -1
(1-c)r <SS x ki ST ¢ (11)

Les relations (10) et (11) permettent de conclure.

Le corollaire 2.3.,2 se déduit immédiatement du théoreme 2.3.1. Il
suffit de remarquer que si 02 est concave, la fonction %‘/-ﬁxi)- est non crois-

sante au voisinage de l'origine ; nous obtenons donc le résultat escompté en

appliquant le théorame précédent, ayant posé a cet effet :
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h(x) = /x .

En outre, concernant le corollaire 2.,3.3, nous savons que 1'événe-
ment figurant dans l'expression (6) satisfait la loi du O0-1 ; et par consé-
quent il nous suffit de montrer :

P(1im An(x)) >0 .

n-=o

C'est le cas lorsque 51(h,cp)>0 ou z2(¢)>0 , en vertu du lemme
(1.2.2).
Enfin, le corollaire (2.3.4) se déduit du théoréme (2.3.1) en po-

sant dans chaque cas :

ha(x)=xa O<a <%

puisque la fonction hgﬁ(% est non décroissante pour tout o .
o
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