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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1975=-T76

LE DUAL DE §1(Rv) H DEMONSTRATIONS PROBABILISTES

par P.A. Meyer

Le séminaire de 1'an dernier ( volume X ) contient quatre exposés
consacrés & une démonstration probabiliste des inégalités de LITTLEWOOD
PALEY dans LP(m“). Le travail qui suit en est le prolongement, puisqu'il
s'agit d'étudier le cas limite ol p=1. Notre but &tait de déduire le
théoréme de FEFFZRMAN-STEIN sur la dualité entre §1 et BMO , ainsi que
les résultats sur les transformées de RIESZ , de ia for;;—probabiliste
du théoréme de FEFFERMAN, Cela peut se faire, mais les démonstrations
dépendent malheureusement beaucoup plus d'estimations faites i la main
sur le noyau de POISSON que les démonstrations de la théorie de LITTLE-
WOOD~PALEY, et nous ne parvenons donc pas & dépasser le cas du mouvement
brownien,

Les exposés avaient, dans leur premiére forme, une ambition beaucoup
plus vaste : une étude probabiliste des principaux théorémes sur les
fonctions harmoniques dans le demi-espace, Je remercie vivement A, BERNARD
d'avoir lu cette premiére rédaction, et de 1l'avoir critiquée, en me mon-
trant a quel point certaines considérations parasites ( ccncernant en
particulier le retournement du temps ) avaient obscurci le plan général
de la démonstration., Les exposés ont été entidrement récrits, et le re-
tournement du temps ( la "petite" et la " grande" version ) a été entidre-
ment rejeté sn appendice. Quelques passages entre *,,.y dans le corps du
texte sont inutiles pour la démonstration du théoréme de dualitd propre-
ment dit, et peuvent &tre omis par les lecteurs pressés, Enfin, j'ai re-
jeté en fin d'exposé deux questions qui étaient mélangées au reste dans
la premiére rédaction : la caractérisation de g1 au moyen des fonctions
maximales, et la théorie probabiliste des transformations de RIESZ ( ou
l'on se refuse 1l'outil des transformations de RIESZ dans 1'étude de 21,
la régle du jeu consistant 3 déduire la théorie de RIESZ des théordmes
de mertingales ).

I1 me paralt évident que ces exposés sont trés loin d'épuiser la ques-
tion, qui ne sera entiérement claire que lorsqu'on sera parvenu i une
démonstration purement probabiliste. Les atomes eux mémes sont encore
trop 1liés 4 la structure de l'espace euclidien. Il me semble vaguement
que l'avenir se trouve du cdté des "fonctions spéciales" de NEVEU et
de la théorie du potentiel récurrente, ol interviennent aussi des esti-
mations pour des fonctions d'intégrale nulle,
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Un point général de notation : on a fréquemment affaire dans les
calculs & des << constantes dont la valeur importe peu, et qui peuvent ‘
changer de ligne en ligne >> , Nous réserverons la lettre © pour désigner
de telles " constantes variables" . Le lecteur est donc prié de se rappe-
ler que O<6<co, mais que par ailleurs exp(© + 5/86 )=6 , etc.
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LE DUAL DE 21(Rv) : DEMONSTRATIONS PROBABILISTES

EXPOSE I : LES DEFINITIONS FONDAMENTALES

I. L'ESPACE BMO CLASSIQUE , THEORIE ELEMENTAIRE

Notre référence principale est ici le remarquable volume de Lecture
Notes de REIMANN-RYCHENER ( référence [RR] de la bibliographie ).

NOTATIONS, B" est muni de la mesure de Lebesgue, notée tantdt dx, tan-
t6t A(dx) [ et non & comme dans les exposés [LP] de 1l'an dernier ]. la
mesure d'un ensemble A est souvent notée |A|.

La notation Q est réservée en principe aux cubes de g’ dont les aré-
tes sont paralléles aux axes, Si f est localement intégrable, nous écri-
rons

-1 -
(1.1) g = IGII I = [fe
La notation eQ pour désigner la mesure "moyenne sur Q" est bien compati-
ble avec la notation €, pour désigner la masse unité en x !

DEFINITION, Une fonction f appartient & BMO si elle est localement in-
tégrable et s'il existe une constante ¢ telle que 1l'on ait, pour tout
cube Q

(2.1) é |£-24 |2 < clql (ou Jt-foleg < e ).

La plus petite constante ¢ possédant cette propriété est notée |Ifl, .

On ne modifie pas ||f]|, si 1'on ajoute une constante & £, et la con-
dition [f]l, = O signifie que f est constante p.p. . Il est donc naturel
de considérer ggg comme un espace de classes de fonctions localement
intégrables modulo les constantes. On vérifie qu'alors BMO est normé par
Il I » et que c'est en fait un espace de Banach. Mais on est aussi peu
rigoriste quant & ce passage au quotient qu'en ce qui concerne les Lp,
ol 1'on ne sait jamais si 1l'on parle de fonctions ou de classes.

EXEMPLE, Dans R”, 1la fonction log|x| appartient & BMO, Ce n'est nullement
évident ([RR] p.5 ).
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3 LEMME. Soit f localement intégrable. Supposons que pour tout cube Q il
existe un nombre a, tel que flf-aneQ < c. Alors on a |f], < 2¢c .

DEMONSTRATION, I/feQ - Ja
< 2c .

IA

QeQI /If-aneQ , donc IfQ- ols c et /|f—fQ|eQ
4 COROLLAIRE, a) Toute f bornée appartient 3 BMO ( prendre aQ=O )e

b) Les fonctions lipschitziennes opérent sur BMO, En particulier, BMO
est stable pour les opérations A et V.

DEMONSTRATION, Soit L(x,y) une fonction lipschitzienne de deux variables,
par exemple, et soient f et g deux éléments de BMO, On a en désignant
par £ la constante de Lipschitz de L

|L(£,8) - L(fQogQ)l = L(If‘le"'lg‘ng)
aprés quoi on intégre par rapport 2 EQ ¢ et on applique le lemme 3.

ESPACE BMO ET MARTINGALES DYADIQUES

5 Nous n'avons pas précisé si les " cubes" figurant dans la définition
de BMO sont fermés, ouverts... Pour faire le lien avec la théorie des
martingales, il est bon de convenir qu'il s aglt toujours de cubes gemi-
ouverts, produits d'intervalles de la forme al< x1 i
la i-iéme coordonnée ).

<a iin ( ou x~ désigne
Nous pouvons considérer tout cube Q comme un espace probabilisé
(Q,E,P), F étant la tribu borélienne de Q, I’ la loi de probabilité e
( considérée ici comme mesure sur Q plutdét que sur B" ), Désignons
par P la n-iéme partition dyadlque de Q ( pour former P1 , hous décou-
pons chaque intervalle facteur a‘< x1 <a “+h en deux intervalles semi-
ouverts égaux, et formons les produits de tous les intervalles ainsi ob-
tenus ; P1 comporte donc 2V cubes . On itére 1'opération pour construire

Q

P2,...Pn . Nous désignerons par En la tribu engendrée par ?n ( go est
réduite & Q entier et 4 1l'ensemble vide ).

Soit £ une fonction localement intégrable sur B . La restriction de
f & Q ( que nous noterons encore f ) est P-intégrable, et nous pouvons
calculer 1'espérance conditionnelle f = E[flgn] ; on a

(5.1) T, = tePn £yly
et par conséquent
(5.2) B[ |- ||B ] = tePn (I12-tyley) - Iy

Par conséquent, si f appartient & BMO, nous avons E[lf—fn||£n] < Ifls -
Inversement, si nous avons pour tout cube Q E[|f-f ||E ] < c, en prenant
n=0 nous avons en particulier que /|f-fQ|eQ < c , et f appartient & BMO.
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Sur un espace probabilisé (Q,F,P) muni d'une famille croissante de
tribus (En), on dit qu'une martingale (Xn) = (E[Xlgn])1appartient a
BMO s'il existe une constante Y telle que 1l'on ait pour tout n

(5.3) BL1X-X _4||E,] = ¥ (y compris, par convention pour n=0,
BLIX||E) < v )

et la plus petite constante Y possédant cette propriété est la norme de

la v.a. X , ou de la martingale (Xn), dans BMO . Plus précisément, il

faudrait noter cet espace BMO, et I "§M91 la norme correspondante, et

définir EESP par l'existence d'une constante Y telle que

(5.4) E[|X—Xn_1|p|£n] < v?* ( y compris, par convention,
E[|X|p|£0]‘§ vP ; on suppose 1<p<w )

la plus petite constante possible étant HX“BMO . Mais 1'un des premiers

résultats de la théorie probabiliste de BMO est 1'identité des divers
espaces gﬂgp , et 1'équivalence des normes || |lgyo - de sorte que, au

moins en ce qui concerne l'espace, la mention de 1l'exposant p est inutile.
Cependant, si 1l'on compare (5.3) au résultat obtenu plus haut

(5.5) E[lf-fnllgn] ¢ ( sur tout cube Q )

A

on constate deux différences :

a) On a £ dans (5.5), alors qu'il faudrait f _, pour (5.3). Nous avons
pour lever cette difficulté une propriété géométrique des partitions
dyadiques : soit UePn , et soit V le cube de Pn—1 qui contient U, On a

sur U v v
Bl|e-2,_,||E,] = /l2-tyley = Jm{-nf-fvuuev < an-fvnv <
< +%+c =2Y¢

b) On n'a certainement pas pour tout cube Q la propriété (5.3) pour n=0,

]

en posant X=f, X =f . Car cela entrainerait IfQ|§ ¢, donc |f|<c p.p..
En revanche, tout marche bien si 1l'on pose X=f—fQ ’ Xn;fn—fQ « On en
déduit aussitdt :

Si f appartient a ggg(ﬂv), pour tout cube Q la v.a. f-fQ sur Q appar-
tient 3 1'espace BMO probabiliste relatif a (Q,(En), eQ), avec une norme

"f_fQ|l§M91 < 2" “f“* .

En voici quelques conséquences. Tout d'abord, nous aurions pu définir

aussi bien EQQ(RY) comme l'ensemble des fonctions feL?oc satisfaisant
3 une inégalité du type

flf-fqlpeQ < c?

pour tout cube Q

1. On dit aussi que la variable aléatoire X appartient a BMO.
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et la plus petite constante ¢ possible aurait défini une "norme" équiva-
lente & la "norme" | ||, . Voir par exemple [6], p.64-65 .

Un autre résultat qui passe immédistement de la théorie probabiliste
- ou il admet une démonstration trés générale et trés simple - & la théo-
rie analytique est 1'inégalité de JOHN-NIRENBERG ( dont nous ne nous ser-
virons pas ) : pour tout cube Q

(6.1) Al xeQ : |f(x)-fQ| >t )< aIQIe"bt/"f"*

ol a et b sont des constantes universelles, Méme réf. que ci-dessus.

LES ATOMES DE COIFMAN

La notion d'atome a été introduite en théorie des martingales par
HERZ, utilisée en analyse de manidre spectaculaire par COIFMAN ( Studia
Math., 51, 1974 ) et COIFMAN-WEISS ([CW] de la bibliographie ), et vient
d'étre introduite & nouveau en théorie des martingales par BERNARD et
MAISONNEUVE sous une forme adaptée au temps continu,

L'idée est extrémement simple, Elle ccnsiste & interpréter les quanti-
tés apparaissant dans la définition de BMO

1
LIPAGRETE
de maniére linéaire. Pour cela, nous écrivons
1 _ 1 - _ 1 _
|Q|/|f-fQ|)\ = sup Im/(f £)hA = suplQI./f(h o) IA

h parcourant 1'ensemble des fonctions nulles hors de Q, telles que In|<t.
Posant k—(h-h )1 /|Q|, nous voyons que k est nulle hors de Q, bornée par
2/1Q|, et d'intégrale nulle.

DEFINITION, Nous dirons qu'une fonction a est un (1,0 )-atome si a est
intégrable d'intégrale nulle, et s'il existe un cube Q telle que |a| soit
nulle hors de Q, et bornée par 1/|Q|.

La fonction k/2 ci-dessus est un (1,0 )-atome, et nous avons done,
en désignant par é 1'ensemble des (1,00 )-atomes
(7.1) Itle < 2 SUP, 04 | [£ar]

Mais d'autre part on a pour tout (1,m )-atome a |/faA|—|f(f—f Jar| <
lélllf-fQIA I£lly - Les (1,m )-atomes permettent donc de "tester' Hfﬂ*.

8i 1'on avait remplacé les cubes par des boules dans la définition des
atomes, on aurait simplement modifié la constante 2 dans la formule (7.1).
Nous ferons ce genre de passage des boules aux cubes sans méme le mention-
ner,
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La notion de (1, )-atome se rapporte & la définition de BMO par la
norme || |bMO . Si 1'on avait utilisé la norme BMO , on serait parvenu
& la notidon éulvante :

DEFINITION, Soient pelt,oo [ et @ 1l'exposant conjugué de p. Une fonction
a est un (1,p)-atome si elle est intégrable d'intégrale nulle, et s'il
existe un cube Q tel gque |a] soit nulle hors de Q, et que f|a|qA <
(1/]aYP,

On n utilise guére que les cas ol p=00, p=2. La mention de 1 dans la
notation' (1,p)—atomes tient a l'existence d'espaces Hr dont nous ne
parlerons pas ici, et auxquels correspondraient des zr.p)—atomes.

II, PROLONGEMENTS HARMONIQUES

Dans toute la suite, nous désignerons par Qt(x,dy) le noyeu sur B’
c,t Aldy)
(Palag [ (72

(1.1) Q(x,dy) = qg(x-y)Mdy) =

jici | | désigne la distance euclidienne, et c, est une constante de
normalisation . Les noyaux Qt forment le semi-groupe de Cauchy, et qt(x—y)
est le noyau de Poisson dans g’ xﬂ . La transformée de Fourier

(1.2) JeWq, (0,ay) = e~tlul

est classique.

Soit f une fonction borélienne définie sur 8”, Nous dirons que f
est prolongeable s'il existe un point (x,u) du demi-espace vaﬂ+ tel
que u>0, Qu(x,lfl) < © . Cette propriété a alors lieu pour tout point
(y,v) [ cela résulte, soit de considérations générales sur les fonctions
harmoniques, soit de la remarque évidente que le rapport qv(z-y)/qu(z—x)
est borné ] et nous pouvons définir le prolongement harmonique de f au
demi-espace, que nous noterons

(1.3) £(x,u) = Qu(x,f)

en utilisant toujours la méme lettre ( ici £ ) pour la fonction sur le
bord et son prolongement harmonique. La fonction £(.,u) sur B’ ( c'est
a dire Qf ) sera parfois notée f .

Soit maintenant g une fonction harmonique dans le demi-espace ouvert.
Le probléme se pose assez fréquemment de savoir si g est un prolongement
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harmonique d'une fonction ( prolongeable ) sur le bord. Il y a 3 cela
une condition nécessaire : que pour tout a>0 la fonction 8, soit prolon-
geable, et que l'on ait ga+u=nga pour tout uw>0., Nous dirons dans ce cas
que la fonction harmonique g est poissonniemne., La fonction g(x,u)=u

est un exemple de fonction harmonique non poissonnienne,

Nous désignerons de maniére trés systématique les points du demi-es—
Pace par des lettres grecques, et presque toujours par les notations
g=(x,u) , N1=(y,v) (x,y e °, u,v e B ),

Soit N 1l'ensemble des applications continues de B dans B"xR y avec
ses coordonnées notées B =(Xt’U )eR"x® [ nous aurions pu les appeler
ét , mais nous avons Tls B pour "brownien" ] ., Soit (P ) le semi-groupe
du mouvement brownien sur B’ , et soit (P ) de méme le semi-groupe du

1

mouvement brownien "horlzontal"Zsur R, Nous construisons le semi-groupe

du mouvement brownien & v+1 dimensions
(2.1) 1, (£,a1) = B, (x,dy)ePy(u,av) (S=(xm)elxE

1=(y,v)eR"xR
et nous munissons Q des mesures Pg du mouvement brownien issu du point §
gouverné par (Dt) On désigne par F,F By les tribus de tous les événements,
des événements antérieurs & t sur Q, complétées de maniére convenable.

Ce mouvement brownien sort du demi-espace positif, mais si 1l'on intro-
duit le premier instant ol l'on rencontre le bord

(2.2) O(w) inf{t : U (m)<0}
et si 1l'on pose pour EeR® xR
(2.3) G, (5,8) = Eg[f(Bt),tdl‘O]

ou f est borélienne bornée sur le demi-espace, on obtient un semi-groupe
sur le demi-espace, le semi-groupe de GREEN, Nous en reparlerons en ap-
pendice. Notons seulement le noyau potentiel de ce semi-groupe : V(§,4n),
admettant une densité V(E,M) par rapport 3 la mesure dN=dydv, qui est

la fonction de GREEN

(2.4) v(s,m) = 6, (151" l5-n ") (w2, n'=(y,~v))

Soit f une fonction harmonique poissonnienne. Munissons Q d'une mesure
Pg, et désignons par Ta le temps d'arrét infit : Utga}. I1 résulte de la

1, I1 s'agit du mouvement brownien des analystes, de générateur 4 , non
de celui des probabilistes, de générateur 8/2 ,

2. Dans les exposés [LP] de 1'an dernier, (Pt) était noté (P;), et
appelé "transversal®t{— . On le dira encore & 1l'occasion,
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formule d'ITO que lorsque a>0, le processus M -f(BtAT ) est une martin-

gale pour la mesure Pg dont le processus croissant associé est
tAT,

(3.1) <M M > = 2/ grad®s(B_)ds
- il n'y a aucune difficulté a appliquer la formule 4'ITO, du fait que
f est de classe c® au deld de l'hyperplan {u=a} : cf. le séminaire X,
p.130 .

Supposons ensuite que f soit le prolongement harmonique d'une fonction
( prolongeable ) sur le bord, On vérifie & la main ( méme réf, ) que
Mt=f(B T ) est une martingale. Le calcul de <M, M> peut se faire par

arrét a 1'1nstant Ta’ car on sait que <M, M> est continu et ne croit

plus aprés T, . I1 vient donc

(3.2) M, = f(BtATO) est une martingale, <I’I,M>t=2ét/\TO gradzf(BS)ds

En arrétant & l'instant Ta et en appliquant la formule 4'ITO, puis en
faisant tendre a vers O, on voit que si f est prolongeable

tAT .
R M, = £(B = 0 v AT i
(3.3) M, = £( tATo) £(By) + é D£(B,)AU, + 1| é 0 D, £(B,)aXg
od Df ( parfois notée D°f, D,f ) est la composante horizontale du gra-
dient de f, et Dif (ix1) est la i-iéme composante transversale.
* b . s
Nous pouvons donc associer & f plusieurs autres martingales, parmi

lesquelles la plus importante est

t
(M;) est la projection de (Mt) sur le sous-espace stable engendré par le

- tATo
(3.4) W o~ [0 pe(syau, , ST Ms, =/ (0£(B,)%ds
0 st 8 0

mouvement brownien (Ut)' *

I1 s'agit ici de martingales continues, et il n'y a donc pas lieu de
faire la distinction habituelle entre les deux crochets <,> et [,]. Soient
f et g deux fonctions sur le bord, satisfaisant a des conditions d'inté-

grabilité que nous ne précisons pas pour l'instant, et soient Mt et Nt

les deux martingales correspondantes f(BtAT )y g(BtAT ). La formule
0 0
5 = EM W f®
Uﬁ)E[%ﬂb]_EM§d+E[£ddm%]

s'écrit, en désignant par pQ la mesure harmonique sur le bord
(3.6)  pQ(n) = E*[neBy 1 = /u(ax, du)Qu(x dy)h(y)
(3.7) <pQ, fg > <p,fg> + EP[/ Oégradf(B )e gradg(B )ds ]

= <, fe> + 2<pV, gradf.gradg >
ol V est le noyau de Green.
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Ces formules sont justifides rigoureusement dés que la martingale
locale MtN£—<M,N>% est uniformément intégrable pour la loi P“, mais
nous ne nous occupons pas ici de cette justification, que nous ferons en
détail dans chaque cas particulier. Continuons & présenter des calculs
formels,

Nous désignerons par Aa (a>0) la mesure A®sa , c'est & dire la mesure
de Lebesgue sur 1l'hyperplan {u=a}. La mesure AaV se calcule trés simple-
ment, on a AaQ = A, et il vient

(3.8) [£ar = ffagaA + 2/dxé°°uAa gradf(x,u).gradg(x,u) du

qui est 1l'une des formules classiques de la théorie de LITTLEWOOD-PALEY,
Cette formule a, nous l'avons vu, une démonstration probabiliste. Il n'en
est pas de méme de la formule suivante, qui résulte de la gymétrie du
noyau de Poisson ([IP] p.133, étape 1 ou formule (17) p.169 ) : on a en
fait

*

[gradf(x,u).gradg(x,u)dx = 2/Df(x,u)D g(x,u)dx pour tout u
de sorte que 130n a aussi

(3.9)  Jfer = /£ g\ + 4/dx(/)°° uAa Df(x,u)Dg(x,u)du

ce qui signifie encore que

(3.10) Be[M N1 =E2[MN,] + 2B [(f) 4, N> ]

intuitivement, dans le cas symétrique, nous pouvons estimer J/£g\ en con-
naissant seulement les martingales horizontales M“,N“ : c'est 14 le conte-

nu probabiliste de la théorie des transformations de RIESZ, comme nous le
Verrons, ,

APPLICATION DE LA THEORIE DES MARTINGALES AUX FONCTICNS HARMONIQUES

Sous ce titre prétentieux, nous voulons mettre juste une petite re-
marque, que nous ne démontrerons pas complétement. Soit f une fonction
harmonique poissonnienne dans le demi-espace ouvert, Associons lui les
martingales (M:)z(f(BtATa)) pour a>0, Supposons que pour un point § au

moins, les variables aléatoires M2>=fa(XT ) soient uniformément intégra-
bles pour la loi Pg. Posons a
F(w) = lim inft€>To_f(Bt) ; Fw) = 1im supti>T0_f(Bt)

D'aprés le théoréme de convergence des martingales, nous avons E:F
Pg-p.s., et en désignant par F leur valeur commune, nous avons

E§[|F]] <o , f(BtATa) = Ei[FlgtATa] pour tout t et tout a



143

ADMETTONS MAINTENANT QU'IL EXISTE UNE FONCTION BORELIENNE ¢ sur le bord
telle que F=goBn Pg-p.s. 3 Alors la condition E§[|F|]<a> entraine que

¢ est prolongeable, et la condition f(BTa)=E§[¢oBTO|£Ta] g'éerit ( en
notant encore par la méme lettre ¢ et son prolongement harmonique )
f(BTa)=¢(BTa) Pg—p.s. » donc f =%  p.p. au sens de Lebesgue sur 1'hyper-
plan {u=a}, et par continuité f =¢_. D'od finalement f=¢ dans le demi-
espace ouvert, et la fonction f est le prolongement harmonique d'une
fonction définie sur le bord.

La phrase en majuscules est une conséquence trés simple1de la théorie
du retournement du temps, & laquelle nous consacrerons un appendice,

III, INTERPRETATION PROBABILISTE DE BMO
BMO ET NOYAU DE POISSON

Le contenu de ce numéro est purement analytique : il s'agit de prouver
le théoréme suivant, dG & FEFFERMAN-STEIN

THEOREME. Si f appartient & BMO, on a Q. (x,|f|)<mo pour tout x et tout
t>0, et il existe une constante ¢ ( < ©[f|,)telle gue

(1.1) pour tout x  JQu(x,dy)|£(¥)-Q(x, )| s c .

Inversement, (1.1) caractérise BMO ,

REMARQUE., On a des résultats analogues pour les exposants p>1 :
Qt(x,[f|p) est fini pour tout x et tout t>0, et l'existence de ¢
telle que th(x,dy)lf(y)-Qt(x,f)lp < c? caractérise BMO. Nous indi-
querons cela en variante 4 la fin de la premiére partie.
DEMONSTRATION, Soit J le cube unité de centre O , et soit Jk le cube

homothétique de rapport Zk. Nous définissons une fonction a(x) posi-
tive, comme valant

Q0
):O b, sur Jy , ] "1"bi sur J,\Jg ... T 0b, sur J\J,

ol les b, sont des constantes positives. Soit feBMO , [f|,=c . Nous
avons

[, a(x)|£(x)=£5|A(dx) = [ byle-£5|+[ b, |2=L ] +.o+) by [E-L 5]+, .0
B J dJ )
0 1 k
v, kv
= boflf-fJ|eJo+2 b,/|f-fJ|eJ1 +.. + 2 bkflf-fJIeJk+...
Nous majorons /|f-f;le; vpar [|f-£; |e; + |f;-f; | , et nous utili-
k k k k
sons un calcul du § I, n°5

1. En fait, on peut la démontrer sans aucune théorie générale du retour-
nement du temps, comme nous le verrons. (App.1, n°2
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J
Ne-t; ley = Elrjee; ep < 2%
k=17 |3l k ‘k
~ N \"
et a fortiori |£; -f; |x 2%¢c , d'od par sommation IfJ-ka|§ k2 c.
k-1 k ~
Finalement,
Ja(x)|£(x)-5|A(dx) < 1:g>2k”bk<1+kz“>c
. =k(v+1)
Cette série converge si 1l'on prend par exemple bk=2 . Alors

la fonction a(x) vaut ez‘k(“+1) sur Jk\Jk-1 , ol la distance & 1l'ori-

gine est de l'ordre de Zk. Donc au voisinage de 1l'infini a(x) est

de 1'ordre de (1+lx|2)'(“+1)/2 , et la relation
(1.2) Ja(x)|£(x)-£5|A(dx) < 6c
entraine /Q1(O,dx)|f(x)-fJ| < B¢ ( autre 9 )

Nous interrompons la discussion pour un instant.

VARIANTE. Dans le cas ol p>1, suivre le méme raisonnement, mais J
est homothétique de J dans le rapgfrt 2pk’ a4 la ligne 7 on majore

v s N
fa(x)lf(x)—fJ|pA(dx) par ) SDkaP flf-fJF)eJk, puis cette derniére

intégrale de la maniére suivante
1/p p._y1/p p, y1/p
(/)1£-£|Pe; ) < (J1£-£; 1Pe. ) + ([t~ |Pe, )
J Jk = Jk Jk J Jk Jk

le premier terme est majoré par ©c ( inégalité de JOHN-NIRENBERG,
cf.§I,n°6 ) » le second vaut |f;~f; |< k2P¥c ( calcul fait
plus haut ), d'ol une majoration finale k
k
Ja(x)|£(x)-£;|Max) < T8 2PVb, (8+x2P")P ¢

On peut prendre b _2-pk(v+1), et conclure comme plus haut que
=
/Q1(09dY)|f(y)—fJ|p < ecP

Reprenons le cas p=1, vu plus haut . On a |Q1(O,f-fJ)|§ Q1(O,|f—fJ|)
< Oc . Nous en déduisons alors que

/2, (0,dy) |£(3)-Q, (0,£) [P < ocP
et maintenant, nous translatons f , ce qui ne change pas la constante
¢ , pour obtenir

/Q, (x,dy) |£(y)-Q, (x,£) |P < 6cP
Et comment passe t'on de Q1 8 Qt ? On remplace f par la fonction ft:
x> f(x/t) , qui est telle que |f [,=]f],=c , et 1'on remarque que

Qﬂ(x,f) = Qt(tx’ft)’ ou encore que Qt(x,f)=Q1(x/t,f1/t). Les inégali-
tés ci-dessus s'étendent alors de t=1 4 t quelconque.
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Nous passons maintenant & la réciproque, due semble t'il 4 STROOCK et
VARADHAN dans leur travail de 1974 ( Trans.Amer.M,Soc., 192 ). Tout
est trés simple & comprendre, sans aucun calcul, dés que l'on fait
intervenir le groupe des dilatations, qui vient déja de jouer son
role dans les lignes précédentes. Nous traitons le cas ou p=1.

Soit G le groupe des transformations de R’ de la forme gex=a+tx
( aeﬂv, t>0 ). Nous pouvons faire opérer G sur les fonctions de bien
des maniéres

"type IO : g.f(x) = £(g 'x)

£7PV£ (g7 'x)

"type P e & g.f(x)

1'opération de type P préservant la norme dans 1P, On voit ici de
quelle maniére BMO est apparenté & 1? ;: les opérations " de type L *
préservent aussi la norme de ggg ; de méme, 21 plus loin sera appa-
renté 3 L' pour la méme raison.

Maintenant, nous pouvons construire de bien des maniéres des normes
invariantes pour l'opération de type Lq). Soit p une loi de probabi-
1ité sur B® . Si f est p~intégrable, notons fP son intégrale. Posons

Hp(f) /If(x)-fplp(dx) si f est p-intégrable

= +m sinon
et posons H:ﬁ'll,(,}l = Supg.q Hu(g~f) .

La norme |f|, usuelle correspond au cas oi p est la loi uniforme sur le
cube unité, et la propriété (1.1) correspond & une évaluation de |f],. ,
m
pour p(dy)=Q,(0,dy).
Maintenant, soit m une mesure de probabilité dominée par un multi-
ple Cp de la loi p . Nous avons si f est p-intégrable

fe(x)~t, Im(ax) 5 OB (2)
et comme m est une mesure de probabilité, |fm‘fp|§ CHF(f), finalement
Hy(2)g 2CH,(2), et |2l = 2]t ly,, -

Ainsi, dés que p a un petit bout de densité continue quelque part,
l'espace ' BMO " est contenu dans BMO usuel. On voit combien peu cela
est 1ié au semi-groupe de POISSON ! Cela s'appliquerait non seulement
au semi-groupe du mouvement brownien, mais 4 des approximations de 1'
identité par des fonctions cantinues >0 quelcongues (& décroissance plus
rapide que le noyau de POISSON, si 1l'on veut avoir 1'identité des
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deux espaces )., Il me semble qu'on a 13 le ®sultat dual ( beaucoup plus
facile ! ) d'un théoréme célébre de FEFFERMAN-STEIN, affirmant que 1'espa-
ce §1 peut se caractériser au moyen de n'importe quelle approximation de
1l'identité assez réguliére ([FS], p.183 ).

REMARQUES. On aurait manifestement pu remplacer le semi-groupe de Poisson
(Qt) par le semi-groupe du mouvement brownien (P ).
I1 résulte du théoréme 1 que le semi-groupe de Poisson opére dans BMO
soit en effet feBMO avec Q (f )- (Q f) < 02, et soit h=Q f . On a
2 2 2
Qg (f2) = Qt(Qu(f ) = (9, )2)= Q, (h2), done @, (n2)=(an)% Qy ,, (£2)-

(Qt+uf)2§ ¢

Enfin, 4 la caractérisation de BMO donnée par le théoréme 1 corres-
pond une notion de (1,p)-atomes. Par exemple, pour tester que Q1(O,lf-Q1fD
< ¢ , on écrit que pour toute fonction j comprise entre- et 1, on a

1Q,(0,3(£-Q,£)) [ ¢ ou |/(£(y)-Q,2(y))3(y)a, (¥)M(dy)|
Posons k(y):j(y)q1(y) ; cette intégrale s'écrit <f-Q,f,k>, , et la symé-
trie du noyau de Poisson nous permet d'écrire cela <f,k-Q1k>A. La fonction
k-Q1k est intégrable, d'intégrale nulle, bornée par q,+ase. Nous pourrions
alors appeler (1,w)-atomes les fonctions a

intégrables, d'lntégrale nulle, satisfaisant 4 une inégalité de
(2. 1)la forme |a(x)|< (1+|x] %v+1)/2
et toutes celles qui s'en déduisent par translation et dilatation ( i.e.
qui sont de la forme x1— t-va((x—xo)/t)). De méme, les (1,2) atomes
seraient les fonctions intégrables d'intégrale nulle satisfaisant a
(2.2)  [la?(m)[(1+]x| )12
et toutes celles qui s'en déduisent par translation et dilatation. Pour

éviter des confusions, nous réserverons le nom d'atomes aux atomes du § I.

A

(o]

Le théoréme 1 entraine une agréable caractérisation de BMO au moyen
des prolongements harmoniques, qui est étroitement liée ( nous le verrons
en appendice ) 4 la théorie des "mesures de CARLESON"

THEOREME, Soit f une fonction sur le bord. Pour que f appartienne 3 BMO
i1 faut et il suffit que f soit prolongeable, et gqu'il existe une constan-

te positive ¢ telle gue l'on ait

(3.1) V(grad“f) < ¢ ( V est le potentiel de Green ) .

La plus petite constante ¢ possible définit une norme équivalente 4 la
norme |f]l, .




147

DEMONSTR.ATION Si f appartient & BMO , avec ||f||,=c , nous savons ( th.1)
que Qu(x f )<® pour tout u>O et tout x ( £ est donc prolongeable ) et
que Qu(x f ) (Qu(x f) < Gc .

Soit &=(x,u), et soit M, la martingale f(BtAT ) pour la loi P§ La
martlngale(Mt)est de carré intégrable, puisque Og [M ]_Qu(x £2 J<w .
La martingale M -<M, M> est donc uniformément 1ntégrable, et les calculs

formels du § II n°3 sont justifiés. D'aprés (3.7)
(3.1) Q,(x,1%) = Q (x,0)% = 2V(5, grad’s)

et la fonction V(gradzf) est donc bornée par 902.

Inversement, si f est prolongeable, et si V(grad2f) est finie au point §,
la v.a. +<M ¥>_ est intégrable, donc (M ) est de carré intégrable, pour
la loi Pg La relation (3.1) a alors lieu, et 1'inégalité V(grad f)<c2
entraine d'aprés (3.1) et le th.1 que f appartient & BMO.

REMARQUE, Soit £ une fonctlon harmonique dans le demi-espace ouvert ,
telle que V(grad f)<c . Nous allons voir dans un instant que f est pro-
longement harmonique d'une fonction de Qgg .

THEOREME., Soit f une fonction prolongeable sur le bord, et soit (Mt) le
processus f(BtAT ). Les_propriétés suivantes sont équivalentes
0

1) f appartient & BMO .
2) I1 existe une loi initiale p telle gque la martingal (M -M,) appar-

tienne & BMO pour la loi P* ( définition rappelée ci-dessous )
3) Pour toute loi initiale p, la martingale (M —MO) agpartient BMO
pour la loi PH,

DEMONSTRATION, Il nous faut d'abord rappeler la définition de BMO en temps
continu, Une martingale locale (Mt) appartient 3 EEQ(P”) 8'il existe une
constante ¢ qui, d'une part borne les sauts lAMtI en valeur absolue ( y
compris éventuellement le "saut en O" MO , 81 M n'est pas nulle & l1l'ins-
tant 0 ), et qui d'autre part est telle que

EL(M,M] |Ep)-[M,M]y < c® pour tout temps d'arrdt T (PF-p.s.)

Comme le processus du coté gauche est en fait continu & droite, il suffit
de vérifier que 1l'on a E[[M’M]oo|£t]'[M'M]t < c? p.s. pour tout t constant.
Pour tout cela, voir le séminaire X, p.333.

Lorsque la martingale (Mt) est continue et nulle en O, il n'y a rien
4 vérifier quant aux sauts. Il reste la seconde condition, qui s'exprime
sous l'une des deux formes suivantes
1) u =E[M_|E, ] et E[(Moo'Mt)2|£t] < ? Plop.s.

2
2) El,M> -, |E] < PHop.s,
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Ces préliminaires ayant été dits, démontrons le théoréme.
1) Soit f appartenant a BMO , et soit (M )= (f(BtAT )). Nous avons

Bl 91, |E J-AM,M>, = E[/t O 2grad f(B )dle ]

= 2V(BtATO’grad f) s elklh
et m voit que (M -MO) appartient a EMQ(P“) pour toute loi initiale p.

2) Inversement, supposons que pour une loi p (Mt'MO) appartienne &
BMO(P#). Alors on a PHop,s, V(BtAT , grad?f) < c®. Mais cela entraine

que V(.,grad f)< c? P.P. 3U sens de Lebesgue., Cette fonction est un poten-
tiel de Green, elle est donc semi-continue inférieurement, 1'inégalité
a lieu partout, et f appartient & BMO d'aprés le théoréme 3.

REMARQUE, Nous avons parlé tout le temps de loisg initiales. En fait, tout
s'applique & des mesures initiales o-finies.

DEMONSTRATION DE LA REMARQUE 4, Fixons § , et introduisons pour a>0 les
martingales arrétées Mt = f(BtAT ). Nous avons

ES[,M5 ] E[/ 2 2¢grad®s(B,)as] < E[/ 2grad2f(BS)ds ]

]

V(§, 2grad f) <

Les martingales sont donc uniformément bornées dans LZ(Pg), et le n°4
du § II entraine que f est un prolongement harmonique de fonction sur le
bord. Aprés quoi on applique le th.3.

IV ., TRANSFORMATIONS DE RIESZ

Les transformations de RIESZ Rj (j=1ye..,v ) sont les opérateurs bor-
nés sur L2(Rv) définis par

(1.1) (R32) () = iﬁf % (u)

ou la transformation de Fourier est désignée ici par un * ( et plus loin
par ¥ ). Nous allons relier cela au noyau de Poisson. Partons de la
formule classique c t
F = e
(t2+|xl2)(v+1)/2
Cette égalité est préservée si 1l'on multiplie par x:j 4 gauche et si 1l'on

applique iDj 4 droite. Ainsi
c. X

) u
4 v - i f e—t|u|
(t2+|x|2)(v+1)/2 u

=ty
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Introduisons donc les éléments de 12

(1.2)  d(x) = eyx hiPe]x|H) (/2

et les opérateurs de convolution bornés sur L2

(1.3) Ry f = £k (feL(R")

( nous écrirons désormais kt au lieu de kg , j restant fixé dans la suite).
On vérifie aussitdét sur (1.1) , par transformationde Fourier, que

(1.3) Ryp = RiQp = QR,
En particulier, la fonction (t,x)hi>Rjtf(x) est harmonique dans le demi-
espace, et lorsque f appartient & L2 R Rjtf converge dans 12 et p.p.
vers R,f.
J

Notons quelques propriétés des fonctions k., et des opérateurs Rjt .
(1.4) La norme de Rjt dans 1° est bornée par A, indépendant de t.
En effet, on a liuje-t|u|/|u||§1 , et on applique Plancherel.
(1.5) On a |Dikt(x)| < C/|x|v+1 , oi C est indépendant de t
Cela se voit par un petit calcul direct. Il en résulte que si |x|22|y]

C
(1.6) |k (x=y)k,(x)| g |y| swp —S— < Blyl/|x|"""

Ostst  |x-ty|

A

Ces propriétés interviendront dans un calcul fondamental que nous allons
faire maintenant. Il s'agit d'un résultat sur les (1,2)-atomes (§ I, n°7).

THEOREME, Soit Q une boule de centre O et de rayon R, et goit a ume fonc-
tion de carré intégrable, & support dans Q ( donc intégrable ), et d'in-
tégrale nulle, telle que /a2(x)dx < 1/]1Q|. La transformée de RIESZ Rja
appartient alors & L1, avec une norme majorée indépendamment de R.

DEMONSTRATION, Comme a appartient & L2, Rja est limite dans L2 de Rjta’
et le lemme de Fatou nous raméne & la recherche d'une majoration uniforme
pour /IRjta(y)Idy. Posons Rjta(y)=rt(y)‘

Nous avons |r.|, < Allell, §1/|Q|1/2 ( ef. (1.4)). Donc si B est la
boule de rayon 2R

v 1/2 v/2
{y|<2R Iz, ay = Iglliegl, = (710D Slegll, < 2777

Pour |y|32R, nous utilisons le fait que a est d'intégrale nulle, en
écrivant
r, (v) = [(k (y-x)ki(y))a(x)dx
Q
Comme |y|>2R, |x|<R, nous avons |yl=2|x|, et nous pouvons majorer
lkt(y-x)—kt(y)l par B|x|/|y|v+1 , puis x par |R|. Alors
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+1
)] s 055 flat)lax 5 Femiglylel, s 38/1y”
y
et alors { |28 Irt(y)ldy est borné par une quantité indépendante de R,
yiz

L'ESPACE §1 DES ANALYSTES ET SCN DUAL

Nous allons maintenant introduire 1'espace H classique, que nous
noterons H ( a rappelant qu'il s'agit de 1'espace des analystes, par
oppositlon 4 l'espace probabiliste H; que nous verrons plus loin ),

Puis nous donnerons une description sommaire de son dual - lorsqu'il s*
avérera que ce dual est en fait BMO , nous en déduirons une représenta-
tion explicite de BMO .

Nous avons considéré jusqu'd maintenant les transformations de RIESZ
comme des opérateurs sur L2. Nous dirons & présent qu'une fonction inté-
gga?le f admet une transformee de RIESZ intégrable fj—RJf si fj appartient
3L et sil'ona £, (u)—lf(u)u /|u]. Noter que ¥ et “f. sont continues en
0, alors que u, /|u| n'a pas de limite en O ; on a donc f(0)=fj(0)=0,

autrement dit, f et fj sont d'intégrale nulle,

DErINITION H est l'espace des feL1 admettant des transformées de RIESZ
R fel' (1<j<v) muni de la norme

(3.1) !lflhzﬂ = llelly + IV IRyE,

H1 est un espace de BANACH. Le théoreme 2 exprime que tous les (1,2)-
atomes sont contenus dans une boule de H Nous désignerons par gé 1l'es-
pace vectoriel engendré par les (1, 2)—atomes, i.e. 1l'espace des fonctions
de carré intégrable, a support compact, et d'intégrale nulle. L'adhérence

1 1 .. 71
de §O dans Ea sera notée EO .

I1 est trés facile de déterminer le dual de g; ¢ le dual de L1 étant L

THEOREME, Les formes lindaires continues sur E; s'écrivent

(4.1) f— < f,g5> + Z‘; < Rf, g >

ol g , &; (1gj<v) sont des éléments de L®

Nous allons donner une représentation plus concréte d'une telle forme
linéaire en faisant opérer les transformations de RIESZ sur Laa([RR],
70 ). Nous déduisons d'abord de (1. 6) que

kg (y=x)=k ()| < Bly|/|=|™*" st |x|32]y]

donc pour y fixe, cette fonction est intégrable en x. Nous remarquons
aussi que ID 1 (%) | 2te /IxI\H'3 s de sorte que la fonction k, (x)-k, (x)

( ou kt(—x)-k1(-x) ! ) est intégrable. Cela nous permet d'introduire,
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p @ ‘ .
pour t>0 les opérateurs sur L, donnés par de vrais noyaux

(5.1) ﬁjtf(y) =fﬁjt(y,dx)f(x) = f(kt(y-x)-k1(-x))f(x)dx

Si f appartient & Lm)ﬂLz, on a ﬁjtf = R,,f + Cte. Noter aussi que lorsque
y reste dans un compact, la masse totale /|R t(y,dx)l reste bornée.
LEMME, Si a appartient & HY , on a pour fel

(6.1) < Ryga,f>= =< a,ﬁjtf >

DEMONSTRATION, L'application frai<Rjta,f> sur LL est une @esure bornée
(th,2) , et de méme f+> -<a,R +f > ( a est & support compact ). Pour )
vérifier 1'égalité sur Lai i1 suffit de vérifier 1'égalité pour feL P nL,
Mais alors, comme ﬁjtf = Rjtf + Cte, et comme a est d'intégrale nulle, il
suffit de prouver :

< Rjta’f > = =< a, Rjtf > si fel®

ce qui est immédiat, par transformationde Fourier par exemple,

COROLLAIRE, "Rjtf"* < ©lfll, » o& © ne dépend pas de t .

DEMONSTRATION, Prenons pour a un (1,2 )-atome, Nous avons. vu dans le thé-
oréme 2 que HRjtaHL1 < @ . Donc sup, |<a,§jtf>| < 8Jfll, » et le membre

de gauche est une norme équivalente & |I£], ( § I, n°7 ).

N (¢9)
LEMME, Qsﬁjtf ='ﬁj,s+tf§._feL .

DEMONSTRATION, Nous remarquons d'abord que ﬁjtf appartient & BMO d'aprés
7, donc QS|Rjtf|< ® . Ensuite, si feL2ﬂL°°, nous avons
f+Cte ;3 R f = R, £ + Cte

Rypf = Ryy 5, s+t j, s+t
avec la méme constante ( -/k1(-x)f(x)dx ). Donc la relation se réduit &

R,
J

' _ .
1'identité Qstt_Rj,s+t . Enfin, la valeur de chacun des deux membres en

un point y définit une mesure bornée en f, et deux mesures bornées égales
sur 1N 1° sont égales.

Nous pouvons maintenant conclure : pour feLoo, considérons la fonction
r(x,t) = thf(x). D'aprés 8, c'est une fonction harmonique poissonnienne
dans le demi-espace ouvert, D'aprés 7, on a |k |k < ol » D'aprés un
raisonnement tout semblable & celui du g III, n°5 , il existe une fonction
r sur le bord, telle que |rll, g ©lff|l, » et telle que r;=Q,r pour tout t.
Nous poserons
(9.1) r = Ryf £el®

et nous dirons que r est la j-iéme transformée de RIESZ modifide de f.

I1 résulte aisément de (6.1) que l'on a, pour aegg
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< Rja,f >=-<a, ﬁjf >

Mais alors, revenons 3 4. Il vient :

THEOREME, Toute forme linéaire continue sur Eg est le prolongement d'une
forme linéaire sur gé du type

(10.1) f +» < f,g > ol g appartient 3 BMO .

DEMONSTRATION, Avec les notations de 4, g = &y = I:: R.g. . Noter que
g est uniquement déterminée 3 une constante additive prés par la connais-
sance de la forme ft» <f,g> sur gé .

I1 sera trés facile de démontrer que le dual de Hé est BMO , et plus
difficile de démontrer que H’:H; - o

V . L'ESPACE 2119 PROBABILISTE

Nous allons maintenant rappeler quelques points de la théorie proba-
biliste de la dualité entre 51 et BMO , telle qu'elle est exposée dans
le séminaire X, p.336 sqq.

Soit p une mesure initiale quelconque ( non nécessairement bornée ),
Une martingale (Mt) pour la loi P* appartient 3 1'espace 21(p) si elle
satisfait 4 l'une des conditions équivalentes '

> 1
(1.1) B] < o ol M* = sup, [M,| ou BLIMMIY?) < o
Nous munirons plutdt 1l'espace 21(p) de sa norme "maximale"

(1.2) ||M||§1 () = EMMY]

La norme " quadratique"E“[[M,M];{z] lui est équivalente ( inégalités
de DAVIS : les constantes d'équivalence ne dépendent pas de 1l'espace
probabilisé ),

Nous définissons maintenant 1'espace g;(p) ( qui est un espace de fonc-
tions prolongeables sur le bord ) comme l'espace des fonctions f sur le
bord, prolongeables, telles que la martingale

(1.3) M, o= f(BtATO) appartienne a 21(p)

et nous posons "f"H1(p) = "M"H1(P) . La lettre p signifie "probabiliste™",
-~ _p =

par opposition a EZ ( analytique ) utilisé au 8 IV , Nous poserons

(1.4) ¥ = sup, If(BtATO)l

1. Rappelons qu'ici [M,M]=<}M,M>, les martingales étant continues.



153

Nous allons maintenant définir l'espace 51 tout court, sans mesure
I ¢ rappelons que Aa est la mesure de Lebesgue sur l'hyperplan {u=a},
Montrons gue EAa[f*] croit avec a, Soit O<b<a ., On a

SupO<s<’l‘O lf(Bs)l z Supr<s<TO |f(BS)|

~ A -~
Intégrons par rapport & la mesure P 2 , Du cdté gaucheAnous avons EAa[f*].
Du c6té droit, d'aprés la propriété de Markov forte, E b[f*]. Nous pouvons
donc définir

DEFINITION, E; est 1l'espace des f prolongeables, définies sur le bord,
telles gue
(2.1) "f”-[i;) = lima_>0° ||f“§;(}\a) < ® .

Nous donnerons en appendice une interprétation de cette norme qui ne
fait pas intervenir un passage & la limite ( grice & la théorie du retour-
nement du temps ).

Revenons a 1'espace §1(p) ( toutes les martingales, pas seulement celles
qui sont associées aux fonctions ). On prouve dans le séminaire X, p.337,
1'inégalité de FEFFERMAN

(3.1). Si (Mt) appartient d 21(p), si (Nt) appartient & BMO(p) ( 1'espa-
ce des martingales BMO pour la mesure P* ) on a
1
E”[{O’a)[ld[M,N]s|] < QHM“§1(p)|m"§¥g(p)
et le théorédme de dualité nous dit ( p.338 ) que toute forme linéaire
continue sur §1(p) est de la forme Mt—>-E[[M,N]G)], ou N appartient a
BMO(p) .

En particulier, si g est une fonction sur le bord, qui appartient &
BMO , la martingale g(BtATO)-g(BO) = Nt est nulle en O, et appartient a
BMO(p), avec une norme < 8llg|l, ( § III, n°5 ) indépendante de p. Il n'y

a pas de terme en MONO s €t nous connaissons, par polarisation de la for-
mule (3.2) du § II, l'expression explicite des crochets [M,N]., Nous avons
donc

{0 o]
(3.2) E"[(f) 2|gradf(Bs)-gradg(Bs)Ids]gellflh{;(u)llg”*

Le cdté gauche vaut < p, 2V(|gradf.gradg|)>. Prenons en particulier
p:ha, il vient '

(3.3) /ax(/)°° wha |gradf(x,u).gradg(x,u) |du < Ol gt (5 )l
=p a

1. Une lecture inattentive de la référence laisserait croire que ©6=y2Z,
mais en fait la norme que 1l'on utilise sur H! n'est pas la méme.
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et en faisant tendre a vers +m

(3.4) fdxzzulgradf(x,u).gradg(x,u)Idu < olitllgt lel,
=p

On peut considérer cela comme une forme analytique précise de 1l'inégalité
de FEFFERMAN, Explicitons en une conséquence

THEOREME, Pour tout a>0, soit
(4.1) A (£,8) = Jax/ 2ura gradf(x,u).gradg(x,u)du
et soit A(f, g)- (f,g) Cette forme bilinéaire est bien définie et con-
tinue ( unlformement en a ) sur le produit prBMO et 1l'on a lim A (f,g)
= A(£,8).

La formule de Plancherel permet de voir que , lorsque f et g appar-
tiennent & L2, on a [fg=M£,g). Cela peut aussi se démontrer de maniére

probabiliste, mais nous ne donnerons pas de détails, car nous aurons a
démontrer plus loin cette égalité lorsque f est un atome et g appartient
a BMO , et le principe de la démonstration est le méme.

CONSTRUGTION D'ELENENTS DB HJ

Nous démontrons maintenant un résultat fondamental. Nous en donnons en
fait deux démonstrations : l'une au n°6, l'autre au n°8 ou 9 - mais cela
n'apparaitra que plus tard. Le n°8, par ailleurs, nous servira directement.

THEOREME, Les (1,2 )-atomes appartiennent a g; , et plus précisément for-

ment un ensemble borné dans Ep R

Nous avons vu plus haut que les (1, 2)-atomes forment un ensemble borné
dans E; ( § IV, n°2 ), donc il suffit de montrer

THEZOREME . ||f||H1 < e||qu1

DEMONSTRATION, Nous posons fy=f , et nous désignons par f, (1<i<v) les
trasnsformées de RIESZ de f, qui appartiennent toutes &4 L' par hypothése.
La définition des transformées de RIESZ entraine immédiatement, en
regardant les transformées de Fourier, que 1'on a pour les prolongements
harmoniques de f et des fi les relations
(6.1) D, f =D, f ((i=1,...v 3 Dy =D") D.f, =0

Nous con31deronsv1? martingale vectorielle F = (fO(BtAT )seodd,, (BtAT ))
& valeurs dans R . Elle s'écrit

(6.2) = F§ + Z / U dB od Ul =D, £, (B gk=pX

tATC) ’ AT,

Nous allons montrer qu'il existe un exposant q<!1 tel que, pour toute
loi Pg, le processus (e+I:F%2)q/2 soit une sousmartingale. Appliquant
alors 1'inégalité de DOOB avec 1'exposant 1/q>1, nous aurons

(6.3) BE[(e+TF2) 1/2)%] < o B (TR /2]
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aprés quoi on fait tendre € vers O, puis on intégre par rapport & Aa,

puis on fait tendre a vers 1l'infini, Du coté droit on a une norme équi-

valente & |fffl;1 . Du cdté gauche, on obtient un résultat meilleur que
=a

celui qui est annoncé, a savoir que
8i f appartient & g; » toutes les R,;f appartiennent a3 g; .

Pour établir le résultat concernant la sousmartingale, nous repre-

nons la formule (6.1), et nous posons sur g !

h(x) = (¢ + 1_ xi )q/2
la formule 4'ITO nous dit que

t
. 1 i k £
n(F,) = h(Fy) + martingale + 3 ) {)DiDjh(F )UksUisd<e B>y

On a d<Bk,BL>s = I{s<T }ékzds . Donc pour finir il suffit de vérifier
0

que -

D.D h(F 35
15k 4 i7j ( s) ks

est positif. Ou encore qu'en tout point x, et quelle que soit la matri-

ce Ui symétrique et de trace nulle, on a

(7.1) T DiDjh(x)U]i{U%f,kl 50

Dans le cas qui nous occupe, nous avons en posant |x|=r
DiDj(x) = A(x)[(q—2)x j + (e+r2)6ij] A(x)go

Nous avons d'abord eI:biJUiU% skt >0 . Inutile donc de s'occuper du
terme en € ! Ce qui reste est homogéne, une forme quadratique en les x4
T 6ijUiU36kz DI ( 2 est alors la somme J_ Ai, ol les A, sont les.
2

O<

i>0
vl A ( Schwarz ), puis (v+1)x < vI: K . Cela vaut pour toute va-
1>O

i kl
leur propre, et l'on a donc |J_ xixJUkUaé | <r supifl | <;—€I: A .

valeurs propres. La relation AOﬁI: —k ( trace nulle ) entraine A

Reste donc comme minoration

A(x)rz.I: kg .[1+(q—2);¥7] , positif si g> Zel

Cette démonstration est servilement copiée de STEIN, Singular integrals
and differentiability properties of functions, p.2} . Mais je dois

dire que j'ai été frappé de la propriété (7.1) , qui est lide 3 la
convexité ( positivité sans restriction de (7.1) ) un peu de la méme
maniére que le "type négatif" au "type positif" en analyse harmonique.
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L'autre procédé va consister 4 évaluer, si a est un (1,2)-atome, 1°
intégrale de la fonction maximale radiale associéde & a :
(8.1) a~(y) = sup, IQ,(y,a)].

et 4 montrer qu'elle est bornée indépendamment de a. Nous verrons
dans le second exposé que cette propriété caractérise g; . Un se raméne
aussitdét au cas ol
(8,2) a est une fonction d'intégrale nulle, & support dans la boule unité
de B, telle que /a’(x)dx <.

aprés quoi on procéde par translation et dilatation, pour atteindre les
(1,2)-atomes généraux.

Nous allons calculer séparément / a~(y)dy et /[ a~(y)dy

ylg2 ly|>2

PREMIERE INTEGRALE, Nous n'utilisons pas le fait que a est d'intégrale
nulle ; nous écrivons simplement que
(8.3) le=ll; = ellall,
qui est un résultat classique ( se remenant & 1'inégalité de DOCB pour
une martingale convenable : voir l'appendice 1 . Voir aussi dans le sémi-
naire X p.167 une démonstration par la théorie ergodique ). Nous majorons

alors [ a (y)dy par 1'inégalité de SCHWARZ,

yis2 _
SECONDE INTEGRALE., Nous écrivons que a est nulle hors de la boule unité,
et d'intégrale nulle

8. R =
(8.4) Q (y,a) {x

1 (94 (y-x)-q, (v))a(x)ax

l=
Or nous avons / »
ID;a, (x)| = 6(t%+]x|2)~ (1) 262 /(424]x)2)

et comme 2tx, < t2+|xi|2 il reste |Diqt(x)|§ 6(t2+|x|2){v+0/? . 8iylz

]

2, |x|<t on a Ty}g 2|x| et

. 2\=(v+1)/2
lay (7=0)-a, (1) |5 €lx] sup__, (+2+]y-ax|?)=(*1)/

olx|y|~™*") car |y-sx|3 |yl/2

A

et comme |x|<! il reste

©.5) 1o a)l = o  1yI™ax)|ax < oly| ™
= x|t

qui est intégrable sur {|y|>2}. Il ne reste plus qu'ad passer au sup en t.

Avant d'en tirer une conséquence assez importante, mentionnons qu'un
calcul analogue peut se faire A4 la main pour démontrer 1'intégrabilité
de la fonction maximale conigue

(9.1)  a%(y) = SUP(x,u)er, |Q,(x,a) | ry =l(y,u) = |y-xigu |
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ol 1'on prend le sup sur un cdne d'ouverture fixe de sommet y, au lieu
du rayon issu de y. Ce n'est pas une simple vanterie : le calcul ( sans
intérét ) figurait dans la premiére rédaction.

Revenons au n°8, avec les mémes notations. Soit J le cube homothétique
du cube unité dans le rapport 2, La formule (8,5) nous donne

a=(y) < e(1+]y|?)~(v+1)/2

et alors la formule (1.2) du § III n°1 nous donne ( le fait que l'on ait
doublé le cube n'ayant aucune importance ! )

pour |y|z2

/ a (v)|e(y)-g;ldy < 8lel,
lylz2

D'autre part on a [ ) a (y)|e(y)-g;ldy

Jis
Ainsi on a, pour toute fonction geBMO

(10.1) [ a™(y)|e(v)-g;lay < ®llell
La formule (10.1) n'a pas d'importance en elle méme, mais 1'intégrabilité

A

s “a "2“(8‘5J)IJ"2 e"g"*’

de a=|g| pour toute geggg va nous permettre, par convergence dominée, de
démontrer un résultat important.

THEOREME, Si r appartient & Eé , 51 g appartient & BMO, on a MT,g)=/fe\.
DEMONSTRATION, Nous écrivons la formule
BS[m_ N1 = B3 [uN ]i—EQ[faa<M,N> ]

pour les deux martingales (M )= (f(BtAT )) et (N )= (g(BtAT )), bornées dans
12 pour la loi Ps Cela nous donne, si &=(x,u)

Q,(x,fg) = £(x,u)g(x,u) + 2V(§, gradf.gradg). )

Intégrons par rapport i la mesure Aa(dé) ; f appartenant a L et étant 3
support compact, g appartenant & Lloc , |fg| appartient & L' et est & sup-
port compact, donc [|fg|A = an(IfgI)A < 0, La fonction |g| appartient a
BMO ( § 1, n°4 ), la fonction Q |g| aussi ( § III, n°2 ), donc ff=Qa|g‘A
< o ( n°10) et en particulier AQ fIQ |g|A<0 . Enfin, nous avons
2/v(g, Igradf.gradgl)A (d§)<nopu1sque f appartient 3 Hp et g 4 BMO ( n°3).
Nous pouvons donc écrire

Jten = J£ g N + A (£,8)

et comme A (f,g) tend vers A(f,g) lorsque a-=>0 par convergence dominée
( n°4 ), 11 nous suffit de démontrer que [f a%a A > 0, Mais nous avons

f|Qaf|ga|g|A<oo, done < Q,f,Q,&= <Qy f,&>, . Znfin, Q, f tend vers O
dans L° ( Plancherel ) donc en mesure, et nous pouvons appliquer le
théoréme de convergence dominée puisque |Q, f| < £~ et que /£ |g|A<oo.
D'od la conclusion. En particulier, d'aprés (3.4) et 6 .

COROLLAIKE. Si feH) et geBMO on a |/far|< anlkéﬂgﬂ*
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EXPOSE II : LE THEOREME DE DUALITE

Dans cet exposé, nous allons présenter d'abord le théoréme de dualitd
sous sa forme la plus compléte, puis nous traiterons une théorie '
des transformations de RIESZ, ne reposant pas sur les calculs explicites
de 1l'exposé I, §4 . Nous démontrerons d'autre part, presque complétement
le théoréme de BURKHOLDER, GUNDY et SILVERSTEIN caractérisant §1 au
moyen de la fonction maximale radiale ou conique, -

Le numérotage des paragraphes suit celui de 1'exposé I,

§ VI . DEMONSTRATION DU THEORSME DE DUALITE

Si 1'on veut comprendre clairement le probléme qui reste a résoudre,
il faut éviter de mélanger les espaces H1 et H; Nous nous occupons uni-
quement de H et nous rappelons deux falts établis dans l'exposé I,

(1.1) Les (1,2)—atomes forment un ensemble borné dans g;.

(1.2) Si f est un (1,2)-atome, si geBMO , on a [fg\ = A(£f,g), et la forme
A est bornée sur_gpxggg .

Rappelons bien aussi comment cela s'obtient : (1.1) résulte d'un calcul
fait 4 la main, & partir d'une condition suffisante analytique d'apparte-
nance 3 H; (1.2) cache 1'inégalité de FEFFERMAN et dit, d'une part que
l'on sait majorer E[[M,N]OO] en fonction de [M||1|Nlzy, » et d'autre part
que l'on peut interpréter E[[M,N]a)] simplement”commé E[F%ONGJJ'

Les démonstrations de ces théorémes n'ont pas été spécialement simples,
mais toutes les difficultés sont venues du fait que la mesure de Lebesgue
n'est pas bornée, Imaginons un instant, en effet, qu'elle le soit. Nous
démontrons (1.1) en prenant un cube fixe, et en regardant les atomes rela-
tifs 4 ce cube, Ils forment un ensemble borné dans L2 , donc ( inégalité
de DUOB ) dans gz, contenu dans g‘ avec norme plus forte., Puis nous chan-
geons de cube grace aux dilatations, qui préservent la norme H1 De méme,
en (1. 2), il n'y a aucune difficulté quand au passage de E[[M N] ]la
E[M ], puisque les deux martingales sont bornées dans L°. La seconde
31mp11ficat10n se présente effectivement dans le cas du dlsque, mais je
ne sais pas si 1l'on peut utiliser, dans ce cas, quelque chose d'analogue
aux dilatations.
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Rappelons que gé désigne le sous-espace engendré par les atomes, i.e.
1'espace des fonctions de carré 1nte9rab1e, a support compact, d4'intégra-
le nulle, et que ﬁ1 est 1l'adhérence de HO dans H1 ( ou si 1'on veut le
complété de H ).

On a immédiatement un petit théoréme de dualité :
THEOREME, Le dual de HO est BMO . Toute forme lindaire I
contlnue sur ﬁ est prolongement par continuité d'une forme linéaire sur

O du_ type
(2.1) > [fgA ol geBMO est déterminée 3 une constante prés,

et on a alors I(f)=Mf,g) pour tout feﬁé.

DLMONbTRATION Nous savons déjd que si geBMO , 1la forme 11nea1re (2.1)

sur HO s'écerit aussi f~>A(f,g), et donc se prolonge 2 Hp, qui contient

H1 . L'unicité de g & une constante prés est aussi évidente. Il reste

donc 4 vérifier que toute forme linéaire continue I s'obtient ainsi.,
Soit J le cube unité, et soit J le cube homothétique n.d , Soit feHé

a support dans Jn ;s la fonction T3—|1/2 W—ﬂ est un (1,2)-atome, et on

a done |I(£)|ge|d, ]1/2Pfﬂ , ol c est la norme de I. Donc il existe une
fonction g/ el2 , nulle hors de J, » telle que I(f)=/fg\ pour toutefeH1 3
support dans Jn. Comme toute £ est d'intégrale nulle, g, est détermlnée
4 une constante prés, que nous choisirons en imposant que la moyenne
(gn)J sur le cube unité soit nulle. Cette normalisation étant imposée,
on vérifie aussitdt que les g, se raccordent en une seule fonction g, et
la continuité de I exprime que g appartient a BMO.

On voit bien pourquoi il a fallu travailler sur les (1,2)-atomes, et
1%

non sur les (1,00 )-atomes ! on serait tombé sur le dual de , et on

n'aurait pu continuer,

Le théoréme de dualité complet << le dual de g; est BMO >> est mainte-
nant équivalent 4 1l'assertion suivante

(3.1) Eé est dense dans g;

I1 faut remarquer que c'est un probléme sérieux, que de trouver un ensemble
dense dans H1 ! Voir STEIN [S8], p.225, ligne 20, puis la demonstration
p.230-231, puis 1'échappatoire "that such f are dense in L0 can be proved
by elementary computation, or one can appeal to WIENER's theorem characte-
rizing the maximal ideals of L1" qui évite d'écrire encore une page de
démonstration, Nous allons suivre ici une méthode purement probabiliste.
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Nous exprimons la propriété (1.2) sous la forme d'un lemme, qui con=—
tient l'essentiel de 1l'histoire. Dés qu'on 1l'a énoncé, on s'apergoit qu'
il y a un vide génant. Peut on le généraliser1é des martingales non bor-
nées ? Il n'est méme pas évident que 1l'espérance considérée ait un sens.

A
LEMME, Fixons a>0, Soit (V ) une martlngale bornée pour la mesure P a

et soit k une fonction borellenne sur B’ satisfaisant a

_ nla

(4.1) k(XTO) =E [Va)lXTO] R.S.

( rappelons les notations : B,=(X,,U,) , By =(Xn ,0)). Alors k appartient
% £t TO TO

4 BMO et 1'on a

(4.2) el < lViIgwo(a )
=== a
DEMONSTRATION, On écrit la chaine d'inégalités suivante, ol tout est immé-
diat & justifier du fait que(Vt) est bornée. Soit j un (1,00 )~atome ; on
j (%)
a ”J"H1(A ) = et
=p
. A,
|/3xA| =|E7203 (Xq )k(X O)]I—IF a[J(X )V 1l =|E a[M ol

=|B a[[M V] I = €IVl -

I1 reste 3 passer au sup sur j, et on obtient (4.2).

I/\

Nous savons que nous pouvons "tester" l'appartenance 3 ggg au moyen
des atomes, et que ceux ci appartiennent a une boule de §1 . Nous allons
en déduire - par application de la dualité probabiliste entre E (A ) et
BMO(A ) - que 1l'on peut tester 1l'appartenance & H; au moyen de certains
élements de BMO .

DEFINITICN, Nous désignons par ® 1'ensemble des geBMO telles que

(5.1) lell, < 1 . le(x) < A(1+]x|2)=(VF /2

La constante A peut dépendre de g. De telles fonctions appartiennent &
tous les LP, et d'autre part, si f est prolongeable, 1'inégalité Q1(O,|f|)
< o entraine /|fg|\ < © pour ge® , ce qui donne un sens 3 1'énoncé sui-
vant

THEOREME, Soit f une fonction prolongeable. Alors
(6.1) el , <@ sup  /2er

H = ge®

=p
DZFINITION, Si f n'appartient pas a L1, le second membre vaut +oo ( il
suffit de prendre des g bornées & support compact dans le sup ! ), et
il n'y a rien 4 démontrer. Supposons donc feL1.

1. Nous le ferons, mais aprég la démonstration du th, de dualité ( n°12),
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Soit & (fini ) tel que o< [|f| 4, ( finie ou non )e D'aprés la défini-
H
tion de E; , nous pouvons choisirPa assez grand pour que l'on ait

S
1l(r,)

Considérons la martingale M =f(B ), posons q,(x)=c (1+|x|2)_(\'+1)/2
t tATO 1 v

( noyau de POISSON ), et introduisons le temps d'arrét
(6.2) R=inf { ¢t : [M-My| 2 cq,(Xp) }

R=R(c,M) dépend de la martingale (M ) et de la constante ¢, que 1l'on
choisira trés grande. La martlngale arretée Miag = MR appartient & §1(A ),
puisqu'elle est majorée par |M, |+0q1(BO)eL Nous choisirons c assez

grand pour que 6< |M7|| et n'y toucherons plus.

1
H ()
D'aprés le théoréme de FEFFERMAN probabiliste, il existe une martinga-

le (U ) de norme BMO(Aa) <1, telle que 1l'on ait
A
e lg! < eE™luM +/°’d[U M] ]
=N

]

A
R
6E ®[UM, + (f) alu,M]y ]
+
- le théoréme de FEFFERMAN n'est pas établi, d'habitude, pour des espaces
de mesure infinie, mais il n'y a aucune difficulté lorsque la mesure est

o-finie sur 20 , comme c'est le cas ici. Introduisons & nouveau un
temps d'arrét R'=R(c¢',U) relatif a (Ut)’ et soit V. la martingale
UtAR' - UO . 31 c' est assez grand, l'intégrale

O+ O+

A
est arbitrairement voisine de E a[é:?d[U,MR]s] ( convergence dominée ) .
Nous choisissons c' assez grand pour que
Aa o R _ apla
(6.3) b< 6B (UM, + é+ afv,m 1;1 = €8 [UOMO+VRM00]
En effet, la martingale (Vt) est dominée par c'q1(BO) qui est bornée, et
1l'on a donc, V étant nulle en O

}‘a[j°°d[v Mt 1] = E}‘a[v M ] = e (v, Mpl= B }‘a[v R]_E}‘a[VRMCD]
Rappelons aussi que dans (6.3)

- U, est Fy-mesurable, bornée par 1 du fait que ”UHEMQ(Aa) <1

- V est une martingale nulle en O, de norme Egg <t, dominée par
Cq1(BO) , et en particulier bornée.
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Introduisons deux fonctions h et k sur le bord, définies par

h(XO) = U0 ( UO est mesurable par rapport & la tribu engendrée
A par By=(X,,a))
k(XTO)=E [VRIXTO]
La formule (6.3) nous donne alors
A
8 < 6E"2[ UM, + Vo 1 = [2(Q h+k)A
en effet, Eka[UoMo] = EAa[(fah)oXO] = /fahA = /f.QahA. De méme, My =
£f(B, ), donc on peut remplacer V, par EAa[V |Bn ], et le second terme
TO R R TO
donne /fkA.
Nous faisons alors une derniére transformation, en posent g:Qah.Ika,

ou K est un compact assez gros pour que l'on ait encore 6<8/fgA . Nous
vérifions que g posséde les propriétés exigées dans la définition de &,

1) D'aprés le lemme 4 , |kj,

A

e"vRHEMQ = 8 , D'autre part, h est
bornée par 1, donc Q h.Ip aussi , et pour fini? "gHEMQ <.

2) Qah’IK est bornée & support compact. Vp est majorée par dq1(BO)
et nous avons donc en conditionnant

Ik(XTO)I < c'an(XTO.dy)q1(y) = c'ayg(¥p )

et par conséquent |k(x)| < A.(1+|x|2')"(\’+1)/2 .
Le théoréme est établi.

Nous démontrons maintenant que les (1,2)-atomes relatifs au semi-grou-
pe (Qt) ( § III, n°2 ) appartiennent & H; .

THEOREME, Soit f une fonction intégrable, d'intégrale nulle, telle que

(7.1) 122(x) (1+]x|2) ()72
On_a alors [f] , < ©.
i

DEMONSTRATION, D'aprés 6, il suffit de montrer que si g satisfait a
(5.1) on a |/fgA|< € . Or soit g= g - Q1(O,g) ; comme f est intégrable
d'intégrale nulle, fg et fg sont simultanément intégrables ( avec la
méme intégrale ). D'autre part

£(0)8(x) = EEWE; T £ (x) /A, (x)
Appliquons 1'inégalité de SCHWARZ, Le second facteur fournit (/f2/q1 A)1/2
<1 d'aprés (7.1). Le premier fournit Q1(O,(g-Q1(O,g) )1 2 < 8lsl, III.1).

Ainsi fg est intégrable et |/fEA| < Oliglly < ©.

LEMME . Soit K l'ensemble des fonctions f intégrables, d'intégrale nulle
et telles gque |£(x)| < A(1+]|x|%)” v+1)/2

. Alors E est dense dans g; o
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DEMONSTRATION, Soit jeg1 , et soit (Mt)=(j(BtATO)) la martingale cor=-
respondante., Soit Nt—Mt MO . Nous avons

Pbllgt ) = Ba i1 = /1,312
NOUS DEMONTRERONS EN APPENDICE1QUE CETTE INTEGRALE TEND VERS O lorsque a
> ® : c'est un tout petit résultat, tout a fait élémentaire, de con-
vergence dominée.Pour 1l'instant, étant donné €>0, choisissons a assez

grand pour que cette intégrale soit < &/2.
Ce choix étant fait, nous considérons un temps d'arrét de la forme

R=idinf { %t : |Nt| ch1(xo) }
et nous désignons par (U ) la martingale nulle en O (NtAR)' Elle est
dominée par 0q1(XO), et nous avons

a[ sup, th-UtIJ = E ar supt>R IN =N []

Lorsque cto, on a I{R<q>}l0 , donc la variable aléatoire sous le signe

E, dominée par 2N*, tend vers O dans L', Donc pour ¢ assez grand |N-U| 1
<ef2, et "M'U"H1(A y > € . Q )

Soit enfin k la fonctlon définie par k(XT )=E a[U IXT ]. Comme U
est Pka—lntegrable d'intégrale nulle, k est Asintégrable d'lntégrale
nulle. Comme|Uq)| < cq1(XO), on a|k(x) cq1+a(x), et k appartient & K.
Reste a évaluer Hk-jﬂHl . Pour cela, nous prenons ge® et la martingale

"g(BtATO) correspondgnte. Nous avons

/(k=3)er = a[g(XT ) (Mg <k(¥p ))] = B a[g(xT )M -Ugy )]

e
= %o, (M -U,)]
Comme Gooest bornée , nous pouvons calculer cela au moyen de 1'inégalité
de FEFFERMAN probabiliste, et il vient

|/(k=3)er| < GIIM-UnH1(}\)|G||BMO < O
I1 ne reste plus qu'd passer au sup sur ge® , et 3 appliquer 6.

THECREME DE DUALITE , 1) Le dual de gp est BMO.

2) Les (1,m )-atomes forment un ensemble dense dans H .

DEMONSTRATION, Soit p la mesure de densité (1+|x|2 (v+1)/2. L'intégrale
ordinaire [fA est une forme linéaire continue sur L (p), et le théoréme
7 nous dit que l'espace Lo(p) des fonctions d'intégrale nulle est contenu
dans E; , avec une norme plus forte. I1 est trés facile de vérifier que

1. App.1, n%
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les éléments de Lg(p) 3 support compact ( i.e. les éléments de gé )
forment un ensemble dense dans Lg(p).

Soit I une forme linéaire continue sur §1 , nulle sur HO . D'aprés le
théoréme 7, elle est continue sur Lg(p) . Donc nulle sur Lo(p) D'aprés
1e lemme 8 , elle est nulle sur Hp . D'aprés le théoréme de HAHN-BANACH,
HO est dense dans H; . D'aprés 2 et 3, la premiére assertion est établie.

2) résulte alors d'une nouvelle application du th, de HAHN-BANACH,

APPLICATION AUX TRANSFORMEES DE RIESZ
Nous avons vu au § IV, n®10, que si f est un atome

(10.1) |fﬂ 1 < ®sup < f,g >

ol g = g; - 1:1 Rjgj , et “gi”a>§ 1 pour i=0,...,v . D'aprés le § IV n°7

on a donc

"f“H1 < © sup” < <,z < Olitll 1 ( th. de dualité, n°9 ! )

=1 s

mais d'autre part, au § V n°6 nous avons vu 1'1negallte inverse : g;c H;
avec une norme plus forte. Au § IV n°2 nous avons vu que Hé = H1 .
Ainsi H1 et H; induisent sur Hé des normes équivalentes. D'apres le n°9,
1'inclusion gé CQ;C g; nous donne par complétion gé:g;:g; . Cela mérite
un énoncé ( qui nous autorisera i écrire simplement H1 désormais )

THEOREME E’ et H; sont identiques, et les transformations de RIESZ

Rj se prolongent en opérateurs continus de H1 dans lui méme,

En effet, les R, sont définis sur go qui est dense, et nous avons vu

3 la fin qu n® V, que |R.f| 1 slit Iy
J ! =T =a
=p

REMARQUE, Le lecteur pourra s'amuser & démontrer que Eé est dense dans E;
( ce qui est & proprement parler , avec le théoréme 2, le théoréme de
FEFFERMAN-STEIN analytique ) en utilisant seulement le théoréme 2 et la
détermination du dual de H ( § IV, n°4 ), sans recourir aux théorémes

des n°S 6-8 ( ce n'est tout de méme pas évident ).
OPERATEURS D'ESPERANCES CONDITIONNELLES ET ggg

Nous revenons maintenant sur le lemme 4. Notre but est de lever 1'
hypothése que V soit bornée, et nous ne donnerons donc pas de nouvel
énoncé - d'autant plus qu'il y a un point délicat .

Toute martingale (V ) de norme BMO < 1 est différence de deux martlnga-
les positives de norme BMO < 2 (¢ est le fait que la fonction =t ou x~
est lipschitzienne de rapport 1 ; la démonstration est toute analogue a
celle du § I, n°S 3-4, Nous supposons donc V positive .
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Nous poserons k(XT ) = E}\a[VCD|XT ] ( aucune difficulté quant & l'exis-
0 0

. n Ag
tence de k, puisque va);o ) et k (XT ) =E [Va)Anle ]. La fonction
Xt—> XAn étant lipschitzienne de rapport 1, le lemme 2 entraine que
™ < GHVa)Anleo reste uniformément borné.

Maintenant, on utilise le petit lemme analytique suivant

LEMME, Soit (kn) une suite uniformément bornée dans BMO , gui converge

en mesure vers k., Alors ou bien k=+m p.s., ou bien k=-cop.s., ou bien
la suite k' converge faiblement dans EMQ vers k ( en particulier keggg ).

DEMONSTRATION, Soit J le cube unité. Nous faisons une extraction de sous-
suite, sans changer de notation , assurant les propriétés

(1) ¥® - k p.s. (2) les moyennes kg tendent vers veR .

Dtaprés le § III, n°! , nous avons

sup, f(kn—kg)zp <o , ol p est la mesure Q,(0,.)=q,A

Faisant une nouvelle extraction, nous supposons que les kn-kg convergent
faiblement dans Lz(p) vers leLZ(p). Si a est un (1, )-atome, on a a/q1
eLZ(p) , donc falA = lim fa(kn—kg)h y et sup | fa4A| est fini, de sorte
que 4 appartient & BMO , et que la suite (kn—kg) converge faiblement vers
4 dans BMO.

D'ap;g; le théoréme de HAHN-BANACH, il existe des fonctions n® telles
que i) h™ appartient 3 1'enveloppe convexe de la suite (km—k? >n ii)
n® converge vers £ dans L°(p) fort. Ecrivons h" comme combinaisofi convexe
finie I héki—k}) avec i>n , et posons 4 = L Aiki ; nous avons

(1) £ >k ps. (2) £ > veR (3) -4} = £ dans 12(p) fort.

I1 existe alors une sous-suite de (&%) qui converge p.s. vers 4 , et on
en tire 4 = k-y . Donc ou bien Y = o, et k=too, ou bien YeR et keBMO,

Quant 2 la convergence faible, si vyeR,,ce raisonnement montre que toute
sous-suite de (k™) qui converge faiblement vers j dans BMO est telle que
j=k & une constante prés. Comme BMO est un dual, la boule unité de BMO
est faiblement compacte, et toute la suite (x™) converge vers j.

REMARQUE. Soit keBMO positive, et soit k"=kAn ; les k" sont uniformément
bornées dans BMO , et le lemme entraine que k"—>k faiblement dans MO,

Ce lemme étant établi, nous revenons & la situation initiale : il
s'agit d'examiner si la fonction positive k telle que k(X )=E7‘a[V'oo|XT ]
peut étre p.p. égale i +o , Nous utilisons 1'inégalité de JOHN-NIREN-
BERG de la maniére suivante., Soit ¢(x) une fonction positive d'intégrale
1 sur Rv, et soit o la loi initiale portée par 1l'hyperplan f{u=a}, de
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densité ¢ par rapport 4 la mesure de Lebesgue de 1l'hyperplan, D'aprés
1'inégalité de JOHN-NIRENBERG, dés que c positif est assez petit
( dépendant seulement de [V|gy, ) nous avons Ea[exp(cvoo)]<mo. Ou encore

BN fexp(cV )¢(X0) ] < @
Utilisons maintenant la concavité du log : nous avons1

A A
E8[cV  + log ‘P(XOHXTO] < Log(E"*[exp(cV )‘P(Xo)|XTO])< ® D.s.

" et il reste seulement & voir si Eka[log cp(XO)IXT ] est p.s. finie, Mais

cela se calcule explicitement ! c'est,j(XTo), ou

J(x) = Jq,(x,dy) loge(y)
et on constate que si l'on prend encore une fois ¢(x)=q1(x), cette inté-
grale est convergente, Nous avons donc prouvé l'extension du lemme 4 sans

restriction,
Nous avons en fait prouvé un peu plus. Supposons [V, lgyo = 1. Alors
¢ peut &tre choisi indépendamment de V, et si nous posdns
h(ky ) = E™exp(cV )o(X,) %)
nous avons Eka[h(xT )]g 6 . La formule que nous avons écrite plus haut
pour majorer k s'écrit

ck(XTO) s log h(XTO) = 3p)
et par conséquent
ck(XTO) < exp(ck(XTO)) < (he'j)(XTO)
La fonction j est localement bornée . Donc si L est un compact nous
avons, avec une constante © dépendant de L
ck(XTO)IL(XTO) < Gh(XTO) , donc finalement
(14.1) si L est compact, SiuvaﬂlBMQ s 1, V, étent positive,
A
on a B [vcoIL(XTO)] <

Mais qu'est ce que cela signifie ? Tcut simplement que la fonction positive
IL appartient 3 g;(ha) . Contrairement a g; , qui ne pontient que des
fonctions d'intégrale nulle, il y a des éléments positifs dans les espaces
g;(ka) lorsque a est fini.

Encore une conséquence. Soit f une fonction qui appartient & BMO , et
soit (P%) la martingale associée. Nous savons que la variable aléatoire
> = [ 2grad®s(B,)ds
0
appartient a ggg(p) pour toute mesure p. Il en résulte que si 1l'on po-
se EAa[<M,M> |Xp 1 = k(X; ), k appartient & BNO . Or 1'expression de
@ T(} 0 ===

1. Ne pas confondre X ( position de départ, relative & 1l'hyperplan fu=a})
et Xp ( position d'a¥rivée, sur 1'hyperplan {u=0})
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k est connue ( sém., X, p.132 ). En explicitant la dépendance en a
k (x) f 2ura grad f(x u)du

d'aprés le theoreme qui vient d'étre établi, |k |, = QHfI* . Faisons
tendre a vers +w , et appliquons le lemme 13. Il v1ent
THEOREME, Soit feBMO , Ou bien la fonction de LITTLEWO(D-PALEY

(15.1) G2(X5_— /ajugrad f(x,u)du
est p.p. égale & +w, ou bien elle appartient & BMO, avec HGf" < QIfH

Il s'agit bien sir d'une simple curiosité mathématique.

VII ., DEFINITION DE 21 AU MOYEN DES FONCTIONS MAXIMALES

La démonstration du théoréme de dualité au paragraphe précédent a
reposé entiérement sur les propriétés (1.1) et (1.2)., Nous avons démon-
tré (1.1) au moyen des transformations de RIESZ, mais nous allons déve-
lopper dans ce paragraphe des méthodes directes pour y parvenir. D'une
maniére précise, nous allons établir le théoréme de BURKHOLDER-GUNDY-
SILVERSTEIN, que nous énongons & présent.

DEFINITION. Soit f une fonction sur B'x]0,c0 [ . Nous définissons la
fonction maximale radiale f~ et la fonction maximale conique £< agsocides

& f comme les fonctions sur 8"
(1.1) £(y)
(1.2)  £5(y)

Ici T est le cdne {(x,u) : |x-y|<tu} d'ouverture t. Nous prendrons
toujours t=1 dans la suite, d'ailleurs, mais si 1'on voulait faire une

sup,_o |£(y,u)]

SUP(x y)el |£(x,u)].

théorie sérieuse il faudrait se laisser la possibilité de varier t.

THEOREME, f note a la fois une fonction prolongeable sur B’ et son pro-

longement harmonigue 3 8'xB. . Les propriétés suivantes sont équivalentes.
a) £ eH b) £-eL! ) £=<ell .

et les trois normes [flly! I£=10 K "f“<1 sont équivalentes.
=p

DEMONSTRATION, a) => b) . Nous savons que E Ma[£*] < “fH 1 < © . Nous
avons alors f

A
sup0<b<a|E [foXT |XT ll< g e[e* IXT ]
Or qu'est ce que E [foXT |X ] pour O<b<a 9 I1 résulte trés simplement
de la symétrie du noyau deo POISSON que c'est Qb(XT T )_sz(XT ,E).

Le cdté gauche vaut donc sUPy ¢ o, IQt(xT ,£)|, et en 1ntegrant on ob—
tient = ©
/ Sup0<t<2a IQt(X )| = lE”H (A )

il ne reste plus qu'a faire tendre a vers 1l'infini.
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. Aar,, . _a
REMARQUE, Pour b>a on a E [fobeI{Tb<$°i|XTo] = FQ2b(XTO’f)' de sorte
que la vraie formule relative d A, est

/ sup | (183)Q, (x,£) |A(ax) < "f|§;(la)

Cela ne sert probablement & rien.

b)=>c) Nous allons commettre une escroquerie, en déclarant qu'il s'agit
13 d'un résultat d'analyse1. Nous utilisons le lemme suivant, que nous ne
démontrerons pas ( il est dfi & HARDY-LITTLEWOOD, et démontré dans [FS],
lemme 9.2 ). I1 n'est pas évident.

LEMME, Soit f une fonction harmonique dans une boule H de centre x, et
soit v=|£|7/2 | Alors

(3.1) v(x) ;,{;,é v(y)dy

Ce lemme étant admis, nous prouvons que JEawN < 8/£5\ pour toute fonction
harmonique £ . Soit g = (f=)1/é, et soit Mg la fonction maximale de

HARDY-LITTLEWOOD relative 3 g , c'est & dire
(3.2) Mg(x) = sup T%Tég(y)dy ( B boule de B’ centrée en x )

I1 suffit de prouver que f<(x)§€M2(x) en tout point x, car on en
tire J£<||, < OM_|5 < llgll5 = OIIl, ; la seconde indgalité est un thé-
oréme classique %[S], théoréme 1, p.5 ) et plutot facile.

Plagons nous donc au point O . I1 nous faut montrer que pour tout § =
(x,u) tel que |x|<u on a |£(x,u)|< GMZ(O). Soit v=|f[1/2, soit H la

boule de centre (x,u) et de rayon u , soit B la boule de centre O et
de rayon 2u, et soit enfin T=Bx[O,u]. Nous avons HCT , mais le rapport
|T|/|H| reste borné. Alors d'aprés (3.1)
v(8) §§|If{ v(1)dn g{gié v(m)an gfm v(Man <747 / g(z)dzaw
|f(z,w)|1/2 par |f=(z)|1 2 g(z)
M (O .
RONM

car nous majorons v(z,w)
v@)gﬁégumz

A

¢)=>a). Nous suivons le raisonnement méme de BURKHOLDER, GUNDY et SIL-
VERSTEIN, Nous prenons une fonction continue f sur le demi-espace ouvert,
sa fonction maximale conique £f< , sa maximale probabiliste f*(w) =
supt<TO lf(Bt(m))I, et nous prouvons que pour tout a>0 et tout c>0

Pka{f*>c} < O\ {f~>c | ( © dépend de v seulement )
d'ol par intégration Hf"H1(A ) S 8/f<A , et il reste seulement 4 faire
a

tendre a vers +m . =p

1. Aprés tout, nous aurions pu décider que << le dual de §1est Egg >>
est un théoréme d'analyse, et rester au lit.
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DEMONSTRATION, Soit E 1l'ensemble ouvert {fbci, soit B la réunion
de tous les troncs de cones Cg ouverts (EeE) , et soit A la trace de
B sur le bord ( cf, dessin ).

Nous notons les points suivants . B

- A est 1l'ensemble {f< > c |

- I1 suffit de raisonner lorsque A(A)<wm . Mais A /C EE
la mesure de la trace de C u sur le bord ma- 4”5 R

jore cu . Donc A(A)<oo. entralne que la hauteur
de E est bornée. Nous prendrons a plus grand

que la hauteur de E ,

- Soit & un point de B. Alors le cone C§ de sommet § est contenu dans
B, et la probabilité partant de & de rencontrer la base Ag du cdne
est une constante >0, A fortiori, la probabilité partant de € de
rencontrer A’:A§ majore © .,

D'gprés la propriété de Markov forte, pour tout T , Pn}rencontrer Al
> QPn{rencontrer B}

A
Alors, B contenant E : P 3{f¥*>c| s'éerit
PAa{ rencontrer E| £ P 2{rencontrer B} < & P & {rencontrer Al= éA(A).
Le théoréme est établi.

Revenons maintenant au § V, n°8 ., Nous y avons prouvé directement, sans
faire appel aux transformées de RIESZ, que si j est un atome la fonction
maximale radiale j~ est intégrable, et nous avons signalé au n°9 qu'on
peut faire aussi la méme vérification directe pour j< ( ou bien appliquer
la partie b)=>c¢) du théoréme précédent ). Alors le théoréme de BURKHOLDER
GUNDY et SILVERSTEIN nous affirme que les atomes appartiennent 3 g; cee
et nous avons rendu la théorie de la dualité indépendante des transforma-
tions de RIESZ. Cela donne tout son sens au paragrarhe suivant.

VIII, THEORIE PROBABILISTE DES TRANSFORMEBS DE RIESZ
Nous allons utiliser ici pour la premiére fois les notions définies

dans les passages entre astérisques ¥...x du § 2, n°3. Etant donnée une
fonction prolongeable £ , et la martingale associée M —f(BtAT ), nous

considérons la seco&de martingale
(1.1) Mo = [0 e yau. , T,M s, = [HTo2(7e(B))%s
t 0 s’ s t 75 8
et nous utilisons le fait que M~ est la projection de M sur le sous-
espace stable formé des intégrales stochastiques par rapport au mouvement
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(U -U ) nul en O, et le fait que les projections diminuent les normes
dans H1(p) quelle que soit la loi p , pour écrire que

(1.2) i ll1() oM |I ()
p (p

Cela vaut aussi pour les mesures p positives non bornées, et en parti-

culier pour les mesures Aa . D'autre part, on a <M“,M">a)—<M~,M“>t <

QM -<M,M>, , donc aussi M~ "BMO "MHBMO .

. En particulier, considérons une seconde martingale N "g(BtAT ), et
écrivons 1'inégalité de FEFFERMAN probabiliste

(1.3) B0 11 5 0 Iy () W o = @Ml ) Wl

Le coté gauche s'éerit < p,2V(PD “£.D7g| > . Prenant p=A,, puis faisant
tendre a vers o, et enfin multipliant par 4 pour obtenir une égalité
un peu plus loin, nous obtenons

(1.4) /ax?qn“f(x,u)n“g(x,u) Jau < olielly! e,

o o . -
(1.5) 1la forme bilindaire A (f,g)= 4/dxé uD f(x,u)D g(x,u)du est
bien définie sur §1x§§g, et bornée.

Nous démontrons maintenant que la forme A" peut s'utiliser aussi bien

que la forme A :

THEOREME, Si f est un (1,00 )-atome, si g appartient & BMO , on a A (f,8)=
AMf,g) (= Jfgh , cf. § V, no11 ),

DEMONSTRATION, D'aprés (1.4) et le résultat analogue pour A ( § V, formule
(3.4)) , il suffit de démontrer que, pour tout u>0

(2.1) 2/ DT£(x,u)D g(x,u)dx = [gradf(x,ulgradg(x,u)dx

Lorsque g appartient a L2, c'est le théoréme de Plancherel, I1 reste &
justifier un passage 4 la limite. Nous introduisons la mesure p=Q, (0,4)
et montrons que ( f restant un atome fixé ) les deux membres de (2 1)
définissent des formes linéaires contlnues sur 11 (w) 3 comme 12 (A) est
contenu dans 1! (p) et dense dans 1! (p), comme d'autre part 1! (p) contient
‘BMO ( § III, n°1 ) nous aurons démontré le théoréme.

" Crest trds simple. Nous posons B(x) = tht(x)lt=u , et nous vérifions
que |B(x)|g eq,(x) g c'qy(x). Le cdté gauche de (2.1) s'écrivant

2<A, (Bxf) (Bxg)> , il nous suffit de majorer < A, |Bxf||Bxg|>. Comme f est
bornée & support compact, nous avons |B*f| < cq1(x) ( une autre constan-
te ¢ ) , et nous pouvons remplacer |Bxf|A par cp . Nous majorons |Bxg|
par cQ1|g| , de sorte que ce qu'il nous reste est <ch1,|g|> . Mais pQ,
est la mesure Q1+u<0")’ elle est elle méme majorée par cp, et finalement
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il nous reste une majoration en c<y,|g|> = clgl|_, . On procéde de méme

X Lo
pour le coté droit,

COROLLATRE. Si feH', geBMO , on a A7(f,8) = A(£,g).

Le théoréme suivant est énoncé sous une condition trop forte : il
suffit certainement que g soit prolongeable . Mais je ne sais pas le
démontrer,

LEMME, Soit gel® telle que V(D"g)?) soit bornée par une constante c®.
Alors g appartient 3 BMO et on a |glly < €c .

DEMONSTRATION, Soit f un (1,00 )-atome, Introduisons les martingales
Mt=f(BtAT ) , N, = g(BtAT ) et les deux martingales radiales correspon-

dantes Mﬂ = /Dﬂf(B )dU , = f D g(B )dU , nulles pour t=0, ILa
martingale M est bornée dans H1(A ), il en est de méme de sa projection

M~ sur le mouvement brownien (Ut) s d'autre part (Nt) appartient 3 BMO
avec une norme < C. Le théoréme de FEFFERMAN probabiliste nous donne

A
a[/ |a(m™,N ] 1< ol 1S 6c puisque f est un atome

ou encore < Aa ’ V(|D £f.D g|) >'< ec. Faisons tendre a vers +co, nous
obtenons |A~(f,g)|§ 6c . Par le théoréme de Prancherel - c'est ici qu'
intervient 1'hypothése que geL2 -~ cela s'écritl/fgk|§ 6c , d'ou en passant
au sup sur f |lg]y < 6c avec un autre © .
LEMME, Si geLzﬂggg , Rjg = h appartient & L2ﬂg§2 ( 1la transformée de RIESZ
est ici définie sur L2 au moyen du multiplicateur de Fourier : cf, § IV
n° 1) et on a |hf, < ol -
DEMONSTRATION, Passant aux prolongements harmonlques, on a heL2 ’ Dﬁh(x,u)
= D,g(x,u), done V((D "h)?) < V(grad®s) < 9||g||* (§ III, n°3 ), aprés quoi
on applique le lemme 4,

Et nous montrons enfin que les R, définissent des opérateurs continus
dans §1 ¢ comme g’ﬂL2 est dense dans §1 il suffit de montrer :
THEOREME, Si fel'nL?, on o IRz llgts olelyt.
DEMONSTRATION, On applique le théoréme 6 du § VI, suivant lequel il suf-
fit de montrer queI<R f,e>| < 8|t 1Hgll* pour geBMOﬂL2 . Comme tout est

dans L on écrit <ij,g> = -<f,R g> = -A(T, Rjg), et on applique 1l'inégali-
té de FEFFERMAN en tenant compte du lemme 5 pour évaluer HRng* .



LE DUAL DE g‘ (8”) : DEMONSTRATIONS PROBABILISTES

EXPOSE III : APPENDICES DIVERS

Nous commengons par un paragraphe court et facile, qui démontre a
partir d'un petit résultat de retournement du temps deux propriétés ad-
mises dans les exposés principaux, Puis nous donnons un long paragraphe,
qui n'a pratiquement plus rien & voir avec la dualité §1-§§9 , dans le-
quel le demi-espace fermé est interprété(d'une maniére qui Eous semble
plaisante ) comme un compactifié de MARTIN du demi-espace ouvert relative-
ment au semi-groupe de GREEN, La corésolvante, le semi-groupe retourné,
etc, s'éerivent explicitement, et divers lemmes techniques de la théorie
clagsique de la dualité §1-§§2 ( tels que ceux qui concernent les " mesu-
res de CARLESON " ) apparaissent plus ou moins comme des résultats de thé-
orie du potentiel. Finalement, un troisiéme appendice présente quelques
problémes ouverts.

App.I . RETOURNEMENT DU PROCESSUS. DE CAUCHY

Congidérons le mouvement brownien (Bt)’ avec la mesure initiale sg
(8=(x,2)). Nous savons que P§{T0<no§( qui est aussi la probabilité pour
que le mouvement brownien horizontal (Ut) igsu de a rencontre O ) est
égal 4 1, Comme les trajectoires de (Ut) sont continues, nous avons aussi
Pg{TS<TO}=1 pour tout selO,al . Toujours d'aprés la continuité des tra-
jectoires de (Ut) , nous pouvons écrire

BTS = (XTs,s ) pour sel[0,a]
Nous poserons pour O§s§a
(1.1) CS = Xp ﬁs = Xqp ( v.a. & valeurs dans B°)
a-s s

Quelle est la loi du processus (Cs) ? Lorsque s croit, le temps d'arrét

Ta-s croit, et si nous posons Qs = Fp , la propriété de Markov forte
- TTa-s

du mouvement brownien (Bt) nous donne, sans aucune peine, que

(1.2) E[foCtlgsl = Qt—s(cs’f) si Oss<t<a

pour toute fonction borélienne bornée f sur Rv. Cette formule n'est rien
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d'autre que 1l'interprétation des fonctions harmoniques au moyen des
martingales, que nous utilisons depuis le début : en effet, supposons
que l'on ait t=a , et soit f£(x,u) le prolongement harmonique de la
fonction £ ; le processus (f(B )) étant une martingale bornée, nous pou-
vons lui appliquer le theoreme d'arrét de DOOB, et écrire que pour tout
T<T
§ =

B [f(BTO)]gT 1=1£(B;) p.s.
et on obtient alors (1.2) en prenant T=Ta_s : alors £T=gs , BT=(CS,a—s)
f(BTO)=f(Ct) ’ f(BT) = f(csya"s) = Qa—S(cS’f)=Qt—S(CS’f)°

Mais d'autre part, (1.2) signifie que le processus (Ct)Ogtga est un

processus de Markov relativement & la famille (Gt)0<t , gouverné par
le semi-groupe de CAUCHY (Qt)’ et issu du point x .

( De 13 la notation Ct pour les variables aléatoires du processus ! )

Maintenant, intégrons par rapport & la mesure Aa(dﬁ) . Le processus
(Ct) reste un processus de CAUCHY, mais avec la mesure initiale A au lieu
de ¢ . Nous remarquons maintenant que le semi-groupe (Qt) est self-adjoint
par rapport & sa mesure initiale A, qui est invariante, et nous invoquons
un argument extrémement classique de retournement 3 un temps fixe pour
en déduire

(1.3) Le processus retourné §S=Ca_S est encore, pour la mesure PAa,

un processus de CAUCHY de mesure initiale A .

I1 faut faire une petite remarque, toutefois : le processus (Ct) n'est pas
continu, mais continu 3 droite et pourvu de limites & gauche ( pourquoi ?)
et 1'on a p.s. t=ct pour tout t. Si 1l'on veut que le retourné soit un

vrai processus de Markov continu & droite, il faut considérer le processus

Cs+ au lieu de C .

Nous établissons maintenant la propriété admise au § II, n°4 , Nous
savions que pour une mesure P§ des v.a., de la forme

Mn = fnoXT ( fy boréliennes sur R”)
1/n
avaient une limite p.s., i.e. que les v.a.

M = lim inf f oX M = 1im sup f_oX
L no Ty m
et notre probléme consiste & savoir s'il existe une fonction borélienne

@ sur le bord telle que M=ﬁ=¢oXT Pg-p.s. »

Premiére remarque : la fonction P°{M#M} est harmonique dans le demi-
espace ( cela résulte aussitdt de la propriété de Markov forte ), et po-
sitive, Si elle est nulle en un point €, elle est identiquement nulle.
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Donc nous avons aussi PAa{M¢M} = 0,

Maintenant, retournons le temps. Soit §f=2(és,ossst). Comme fnoXT
. . = == 1/n
= fn°c1/n est G1/n—mesurable, Met M sont mesurables par rapport & la
tribu §O+ = Q G1/n o Or d'aprés la <<loi de tout ou rien>> des bons proces-
sus de Markov , tout élément de §O+ est égal Pha—p.s. 3 un é1ément de

éo = 2(@0+) , et comme 50+ = Cy p.s., il existe une fonction borélienne
9 telle que E=$(ﬁo) ple PeSes

La fonction harmonique P'{M¢$(XT )} est positive, nulle A,~P.P., donc
identiquement nulle, et nous avons fini,

Maintenant, nous allons appliquer la théorie du processus de CAUCHY &
1'étude de l'espace g; . Nous remarquons que , lorsque nous avons & notre
disposition un semi-groupe de Markov (Qt) tel que le semi-groupe de CAU-
CHY, et une mesure invariante telle que A, nous pouvons construire un
processus de Markov continu & droite

(3.1) 0,F,P, (Ct) g(cs’ - <t<s )

—o<t<o * ItT
gouverné par le semi-groupe (Qt)’ et tel que P{CteA}=A(A) pour tout t

- bien entendu, P n'est pas une loi de probabilité ! La partie du proces-
sus qui nous intéresse est celle qui correspond aux temps négatifs.

Soit £ une fonction prolongeable sur le bord. Notant f comme d'habi-
tude son prolongement harmonique, nous avons que pour t<O

(3.2) £(0,,~t) = BL£(Cy)|g, ] p.s.

et le processus du cdté gauche est continu & droite, puisque f est conti-
nue et le processus (Ct) continu & droite. On peut donc si l'on veut
remplacer gt par gt+ du cdté droit, appliquer le théoréme d'arrét...

I1 est bien connu en théorie des probabilités que la tribu i_coest
dégénérde, et 1l'on montre aussi en théorie des martingales que, dans ces
conditions, si M est une v.a. intégrable, E[M|gt] converge p.s. ( mais
non nécessairement dans L1) vers E[Mlg_a;=E[M] lorsque t=+-mw , tandis
que si M appartient a P, 1<p<oo, E[Mlgt] converge dans LP vers 0. Ces
résultats de convergence en mesure infinie ne sont pas absolument clas-
siques. On les trouve par exemﬁle dans le cours de CHATTERJI ( Lecture
Notes n® 307 ).

Puisque nous avons associé une martingale (3.2) & toute fonction
prolongeable, nous pouvons introduire la variable aléatoire

(3.3) fz = sup, If(Ct,-t)l t variant de -o0 4 O
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et introduire le nouvel espace gl s relatif au processus de CAUCHY

DEFINITION, i£]| , = B[£X] , Bl = { £ : || , < @}
H c =c H1
=C =C

]

E; » mais seule 1l'inclusion El c g;

Nous allons vérifier que gl
nous sera vraiment nécessaire.

THEOREME, H' = H .
=C =p

DEMONSTRATION, Soit f* = Sup-a<t<0 If(Ct,—t)l Comme le processus

(c )—a<t<0 a méme loi que le processus (XT —a<t<0 pour la mesure I’J\a

nous avons E[fca] < Il 4 < lI£llg? « I1 ne reste plus qu'd faire tendre
- A)~  =p
p'a
a vers +@m .
Pour voir l'inclusion inverse, nous écrivons que E[f(Ct,-t)ICO ] =
Q-Zt(CO’f)’ donc
*
E[ Suptgo |Q_2t(coyf)|] = E[E[fclco]] = "f"H1
=c
de sorte que [f°A < [|£]ly1 . D'aprés le théoréme de BURKHOLDER-GUNDY-

=c
SILVERSTEIN, cela entraine |f|;1 < GHqu1 .
=p =C

Maintenant, soit feH E[foColG ] converge p.s. vers E[foCO[G 1=/£A

lorsque t<>-w , avec domination par fc intégrable. Comme la seule cons-
tante intégrable est 0, nous voyons que /fA=0 ( nous avions montré que
toute fonction de H est d'intégrale nulle au moyen de la transformation
de Fourier ! ) . Alors E[£oC, |G ] - 0 dans L' , ce qui signifie que

(6.1) /1Q,f|A » 0 lorsque t=>+o , si feg1
t =

C'est la propriété dont nous avions eu besoin au g§6 n°8. En fait, on a
mieux : les variables aléatoires

SUP_ coct [£(Cgy-s) |
tendent p.s. vers 0 lorsque t=>-m, en restant dominées par f . Cela

signifie que "Qtan1 = 0 lorsque t++w, et d'aprés le théoreme 5, que

(6.2) Q f e>0 dans H lorsque t=>+m , si feH1 .

Cela peut se déduire trés simplement de (6.1) au moyen des transformées
de RIESZ, mais la démonstration probabiliste est plus générale,
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App., 2 . LE DEMI-ESPACE COMME ESPACE DE MARTIN

I1 est bien connu que la compactification de MARTIN du demi-espace
ouvert est le demi-espace fermé. Néanmoins, la manidre dont on fait la
compactification de MARTIN en théorie classique du potentiel, en norma-
lisant la fonction de GREEN par la condition d'avoir la valeur 1 en un
point fixé, ne respecte pas la structure du demi-espace ( déterminée
par deux types d'opérations : d'une part, les translations paralléles
3 1'hyperplan bord ; d'autre part, les homothéties relatives & un point
du bord ). Ce que je voudrais montrer ici, c'est que le demi-espace peut
étre considéré comme espace de MARTIN pour une autre normalisation de la
fonction de GREEN, de maniére & respecter cette structure. Cela n'a rien
4 voir avec la théorie de la dualité elle méme, mais éclaire certains
aspects de la démonstration classique du théoréme de dualité.

LE MOUVEMENT BROWNIEN A UNE DIMENSION ET LE PROCESSUS DE BESSEL

Le semi-groupe du mouvement brownien "horizontal" ( sur B ) a &té
noté (P;) dans 1l'exposé I. Dans les quelques numéros qui suivent, il n'y
a aucun risque de confusion, et nous lui enlevons sa fléche,

Le mouvement brownien sur la demi-droite positive, tué en O, admet

le semi-groupe de GREEN (Gt) ( plus loin G; ) de résolvante (VP) et
de densité

(1.1) gt(x,z) = pt(x,z)—pt(x,-z) (x>0, 2z>0)
ce qui permet de calculer sa résolvante ., Connaissant l'expression
classique de la résolvante du mouvement brownien

(1.2) up(x,z) - 355 o~ |x-2z|Vp

nous formons up(x,z)-up(x,-z), et obtenons la densité de Vp(x,dz) :
1 -(xVv
vp(x,z) =7 Sh(xAz)Jp e (xvz)Jp

formule sans doute un peu inutile, mais qui pour p=0 nous donne un
résultat important

(1.3) v(x,z) = XAz .

" Nous posons maintenant ¢(z)=z . Introduisant le mouvement brownien1
(Zt) sur B , et désignant par T le temps de rencontre de 0, nous

avons Ty _
Vo) = B0 e Prras 1 (0)

1. Dans les exposés I et II, le mouvement brownien '"horizontal" est
noté (U;), non (Z;) . La notation (Zt) vient d'une rédaction anté-
rieure, conservée par paresse.
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T T
PVP(X,b) = EX[ —e_ptZt IOO + é Oe-psd.zS ] = EX[ZO] =x = ¢(x)

Nous voyons donc que ¢ est invariante pour le semi-groupe de GREEN,
Cela nous permet d'introduire un nouveau semi-groupe, markovien ,
sur ]0,mo [

(2.1) Ht(x,dz) = Gt(x,dz)§ (x>0, 2z>0)

- plus loin, nous le noterons Ht . La résolvante correspondante sera

notée Wp , qui se calcule connaissant Vp

Wp(x,dz) = e—(sz)JS §2&§$%ll§ zdz ®

le point important est l'existence d'une limite lorsque x>0
(2.2) WP(O,dz) = e 2P 44,

Si £ est continue 3 support compact dans [0,00[ , W _f est continue
dans [0,00 [ et tend vers O & 1'infini., On vérifie aussitdt que les Wp
forment une résolvante de RAY sur [0, [, que O n'est pas un point de
branchement, d'ol l'existence d'un semi-groupe de FELLER prolongeant
(H ) & la demi-droite fermée. Il est intéressant de savoir calculer
H (O dz). Rappelons que si 1l'on pose

2
(2.)  pylds) = oo o8 7/48 5%
on a / pplds)e “PS _ e -t/p ( on a déj3 utilisé cela dans le sém. X,

p.127 ) Aors la relation fH (0,dz)e Plyy = zvr zdz s'inverse et
nous donne /

=3/2
(2.5) HS(O,dz) = %7; z2e~% /48 dz

[ Une remarque ici, pour faire joli, mais qui ne sera pas utilisée :
posons T (dx)—H (0,dx) ; ces mesures de probabilité forment une loi
d'entrée du semi-groupe (H ) sur ]0,0 [ , soit NH =Ny - Les mesures
n (dx)/x forment alors une 101 d'entrée non bornéde pour le semi-groupe
(G ), la fameuse loi d'entrée 4'ITO, correspondant au "mouvement brow-
nien issu de O et tué en O", cf. le séminaire V .187 1.

Nous faisons quelques calculs plus précis sur le semi-groupe (Ht)'
Pour cela, il nous faut quelques notations. 0 désignant l'espace des

1, Noter pour p=0 l'expression simple 3 (2.3) W(x,dz) = XAz % dz .
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applications continues w , & durée de vie ¢(w), de B, dans RU{3},
avec les applications coordonnées notées Zt’ nous pouvons munir
Q de diverses mesures @
- mesures P* ( espérances EX ) relatives au mouvement usuel issu
de x ; la durée de vie correspondante est infinie p.s..
- Mesures Pf ( espérances E% ) relatives au semi-groupe de GREEN
(x > 0 ; on les obtient en tuant le mouvement brownien & l'instant T,).
- Mesures PX % ( espérances Ex'® ), relatives au processus de Mar-
kov gouverné par (Ht)’ issu de x>0 .

Rappelons quelques formules relatives au mouvement brownien ordinaire.
D'abord, pour la loi PX, le processus Zﬁ—zt est une martingale. Donc
aussi le processus arrété & T, , ce qui entraine en particulier que

(3.1)  B3[22] = EX[Z?GI{,KTO‘] - Ex[ziATO] = 28*[4AT ]
Nous avons aussi pour x>0

(3.2)  EY/*[2,] = 18%02,0(2,)] = 50221 = Z0¥[enny)
D'autre part

(.5 B = B 5] = P ) = (o]

t
Reprenons (3.2) : EX[tATO]=é Px{s<To}ds , donc pour x>0

t
(3.4)  EY/'2,) = [E/*(3 Jas
t 0 s
Ne nous occupons pas pour l'instant de ce qui se passe pour x=0 :
les processus gouvernés par (Gt) pouvant étre réalisés sur l'espace 4!
états JO,0 [, les processus conditionnels gouvernés par (Ht) peuvent
8tre réalisés sur le méme espace d'états, ce qui signifie que le point
0 est polaire pour le semi-groupe (Ht)’ Le sens de (3.4) - auquel on
joint 1'intégrabilité de Z., formule (3.2) - est le fait que le proces-
sus
/t
(3.5) Mt = Zt - A sts
est une martingale pour toute loi P§/L , x>0 , Soit t rationnel, et
soit A 1'événement
{ lim %, Mn -Mn )2 42t} , ot t% =12 , ocd<2™
n 1 U0 T ’ i= » U5
i+ i
Nous avons Pf/L(A) = % / L(Zt
An{t<c}
est un mouvement brownien +tué & l'instant ¢, tandis que 1'intégrale

)PX = 0, car pour la mesure Ph (z,)

est & variation bornée sur [0,t] puisque t<{. Il en résulte que (Mt)
est un mouvement brownien pour Pf v , x>0 ,
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Maintenant, plagons nous en O , Nous avons dtaprés (2.2)

0 0 - N ) -
é Eo/L[Zt]e ptdt = WP(O,L) = éme Z"/pzzd_z = 2p 3/2

d'od 1'on déduit que pour (presque) tout t
(3.6) EQ/”[zt] = 28T(3/2) = 4/&/n

formule peug 8tre intéressante. Un calcul analogue donne
(3.7) Eo/b[1/Zt] = 1/Jmt pour (presque) tout t

Noter qu'en tout cas, d'aprés le lemme de Fatou, ES/L[Zt] <oJ%,

et Eg/"[/t % ds ] <o, Donc le processus (Mt)t>0 , pour la mesure
s =
Pg/b, est une martingale bornée dans 1! au voisinage de 0. Elle con-

verge donc vers sa limite p.s. MO=O dans L1, et le processus (Mt)t>0
est une martingale., On vérifie alors aussitot que c'est un mouvement
brownien issu de 0. (3.6) et (3.7) ont alors lieu pour tout t.

Cela nous permet de calculer le générateur infinitésimal du semi-
groupe (Ht) de manidre trés précise. Soit f une fonction de classe
c? sur B ( cette hypothése est trop forte, ma%s peu importe ).
Appliquons la formule d'ITO & M +A, , ol A= / %ds . Il vient

0 s
+t 1 .t
—— 11]
£(2,) = £(Zg) + é £1(2)d%g + 3 é £(2,).2ds
ou encore

+ , %
(3.8) f(Zt) = £(Z) + é £ (Zs)dMs + é Cf(Zs)ds

ol C est l'opérateur de BESSEL D%+ %D . C'est pourquoi nous appellerons
(Ht) le semi-groupe de BESSEL,

En particulier, si f est 1l'application identique, nous voyons que
(Zt) satisfait, pour la loi P? ¥, & une équation différentielle sto-
chastique

[t 2 0 0
(3.9) 2y =My + 4 798 2y, 20 Zp=

ou (Mt) est un mouvement brownien issu de O, Il est amusant de remar-
quer, comme McKEAN 1'a fait, que cette équation a une solution unique.
Car soient Z et 2* deux solutions ; fixons w et posons f(t):Zt(m),
f‘(t):Z%(w), g(t)=f(t)-f*(t), et enfin h(t):g(t)z. Nous avons g'(t)
= -2g(t)/£(t)£*(t), donc h'(t)<0, et comme h est positive avec h(0)=0
on a h=0 , Ce raisonnement s'agplique en fait aux solutions issues du
méme point sz , et non seulement aux solutions issues de O.

Une conséquence, qui fait le lien avec 1'interprétation classique
du processus de BESSEL. Considérons un mouvement brownien (Bt) a

trois dimensions issu de O ; on sait qu'il ne revient jamais en O, et
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on peut donc appliquer la formule 4'ITO 3 la fonction x—|x|, qui
est deux fois dérivable hors de 1l'origine. Il vient

) 2
3 4Bl i 39,5 4 B
B = |B + S 4B + 7 = - 2
1By = IBol 1éms s 12£(TB‘TS E&r!s )2ds

La pgemiére somme est un mouvement brownien, la seconde se réduit
a2/ T%ET » et on retombe sur la méme équation différentielle sto-
0 s

chastique. On peut en déduire que le processus IBtI a méme loi que
le processus (Zt) pour Pg L.

Deux résultats sont clairs sur 1'interprétation browniemne ( mais
peuvent aussi se vérifier directement )., Le premier, c'est le compor-
tement des trajectoires du processus de BESSEL ( i.e. du processus
(Zt) pour la mesure PX “ ) : elles ne passent jamais par O pour t>0,
et s'éloignent indéfiniment pour t->+m . Le second, c'est le caractére

"stable d'ordre 2" du semi-groupe (Ht) relativement aux dilatations de
la demi-droite positive, Faisons opérer la dilatation x+s>cx (c>0) sur
les fonctions et les mesures par

cef(x) = f(ex) Cop = /scxp(dx)
de sorte que < cep,f > = < p,cef >, et sur les noyaux par
c.A(x,f) = A(c_1x,c.f)
( la mesure du noyau dilaté c.A au point ex est la dilatde de la
mesure A(x,dy) dw noyau A au point x ). Dans ces conditions, on a
(4.1) ceHy = H 2,

Les calculs suivants n'ont probablement pas d'intérét, mais
nous les recopions tout de méme. Il s'agit de calculer certaines
probabilités de passage relativement au semi-groupe (Ht)‘ Notons T,
le premier passage par u, et posons A={u} s on suppose d'abord x>0 ,

-pT
Eﬁ/b[e P U] = p-réduite de 1 sur A relativement 3 (Ht)’ en x
1 ’ Iy hy
=ZT§). p-réduite de ¢ sur A relativement 3 (Gt)’ en x
= %. p-réduite de 1 sur A relativement 3 (Gt)’ en x ,
Les p-réduites des points pour (Gt) sont classiques , et on a

x/vr -pTuq _ u Sh ) u exp(-x
By “[e ]l= X Shtavp) SLX*sw , 3 explonrp) Si xu

le cas ol p>0 n'a en fait aucun intérét pour nous : seul compte le
cas p=0, beaucoup plus simple, gui nous donne

(5.1) P/ ] = 12

Pour x=0, on a Tu<a> P.s., et cette formule est donc encore vraie.
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SEMI-GROUPES SUR R'R,

Nous remettons maintenant leur fléche aux semi-groupes (G;), (H;),
pour rappeler qu'il s'agit de deux semi-groupes sur 10,0 [, en remar-
quant que le second se prolonge aussi 3 [0,00[ de manidre naturelle, et
nous construisons sur va]O,oo[ les deux semi-groupes

(6.1) G, (8,am) = Pt(x,dy)®G;(u,dv) ( semi-groupe de GREEN )
(6.2) Ht(§.dﬂ)
ou &=(x,u), M=(y,v). Le second semi-groupe peut aussi étre considéré
sur va[O,a)[. I1 est aussi markovien ( Ht(§,1)=1) alors que (Gt) est
sous-markovien, La relation entre les deux semi-groupes est

13 M
(6.3) B (5,a1)= ¢,(5,anB a1 1(2)>0
ou 1'on a posé tv(x,u)=u . De méme , entre les opérateurs potentiels des
deux semi-groupes : V(§,d7) pour (Gt)' W(§,4n) pour (Ht)' on a la rela-
tion

(6.4) W(E,an) = V(&,an) o

1]

Pt(x,dy)®H:(u,dv) ( semi-groupe de BESSEL )

Le semi-groupe (Gt) est en dualité avec lui-méme par rapport i la
mesure df=dxdu , ce qui se traduit par le fait que la densité V(g,7) de
1l'opérateur potentiel V par rapport & 41 est symétrique, CHANGEONS DE
MESURE en introduisant la mesure fondamentale

(7.1) m(dg) = wududx

Alors (Gt) est en dualité avec (Ht> par rapport a4 m, ce qui signifie que
si f et g sont positives, < th,g>m = < f,Htg >n e

Notons pbur un instant B 1'espace localement compact B'x]0,00[, E
1'espace compact métrisable, compactifié d'ALEXANDROV de B”x[0,0 [. Le

semi-groupe qui nous intéresse vraiment est (gt). Le semi-groupe dual (Ht)
est fellérien sur E, et se prolonge en un semi-groupe fellérien sur vaﬂf,
puis sur ¥ ( le point & 1'infini &tant absorbant )., Ainsi, E apparait
comme un compactifié de RAY de E relativement au semi-groupe dual (Ht)’
c'est & dire ce que 1l'on appelle, de manidre générale, un compactifié de
MARTIN de E pour (Gt)1'

Quel est le noyau de MARTIN ? A tout point & de E nous associons une

1. Malheureusement, la théorie de la frontiére de MARTIN telle qu'elle
est développée d'habitude suppose que la mesure fondamentale m est pure-
ment coexcessive, alors qu'ici elle est co-invariante : la fonction ¢ est
invariante pour (Gt)' le semi-groupe dual a une durée de vien infinie.
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fonction excessive k(.,5)=k(§,.) , qui est la densité de la mesure coex-
cessive W(€,.) par rapport & m, C'est 3 dire
- si €=(x,u) ¢ E , la fonction de GREEN "normalisée" de pdle §

(7.2) E(gyc) =%V(§,o)

- gi € est le point & 1'infini, W(E,.) est une masse +oco0 au point & 1!
infini, et la densité correspondante est nulle,
- enfin, le cas le plus intéressant : si §=(x,0) nous écrivons

W(g,an) = /TP (x,ay)H (0,v)ds  ( T=(y,v))
0]

HS(O,dv) nous est donné par (2.5). Donc si 1l'on pose ps(x,y)=Ps(x,dy)/dy

~3/2,-v%/4s

W(g,dn) = (gﬁgéoovs py(x,y)ds ) vdvdy

et la grande parenthése n'est autre ( séminaire X, p.127, formules (6) et
(7)) que la densité qv(x,y) = Qv(x,dy)/dy du noyau de POISSON, Prenant la
densité de W(E,d1n) par rapport & m(dN)= vdvdy, il vient que

(7.3) si &=(x,0) , i(%,.) est la fonction harmonique g (x,.), noyau
de POISSON de pdle x sur le bord.

Dans ces conditions, nous pouvons aussi écrire :
si f est une fonction positive, et &=(x,0), on a

(7‘4’)
Ju(g,an)£(n) = émvdv/Qv(X,dY)f(y,V)

REMARQUE, Si nous prenons comme mesure de référence n(d1n) = vzdydv, nous
voyons que le semi-groupe (Ht) est son propre dual par rapport & n, avec
la densité symétrique

(7.5) w(g,dan) = e(§,n)n(dn)

ol pour E=(x,u), uw>0

(7.6) e(g,n) = Kié#ﬂl ayant la limite au bord %qu(x,y)
lorsque v-=>0
tandis que si u=0, v>0

(7.7) o(g,M) = %qv(x'Y) - cv(V2+|x-YI2)'(v+1)/2

ayant enfin la limite au bord

(7.8) si §=(X,O), 1]:(3790) ’ @(%,T]) = Cle"}’|_v_1

qui est un noyau de RIESZ d'exposant 1. C'est la notion qui correspond ici
aux "potentiels €@"de Mnme LUMER—NAEM, 3 nouveau utilisés par DOOB ( Ann,
Institut Fourier, 12, 1962 ). Je ne sais malheureusement rien en faire,
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REMARQUE., Quelle est la ™normalisation" des fonctions excessives qui
correspond 3 cette compactification de MARTIN ? Considérons les mesures
A, 3 leurs potentiels de GREEN sont AaV(dn)= vAa dydv , ils croissent
lorsque a->+00 vers la mesure fondamentale m(d7)=vdydv. Si f est une
fonction excessive, la fonction ar— <Aa,f> est croissante1 et on pose

(8.1) L(m,f) = 1ima€>a>< Aa,f >

Nous avons kaV(dn) = vAa dydv , d'ou en passant aux densités /Aa(dé)V(é,ﬂ)
=vAa , ou < Aa; V(.,N) > = vAa, Par symétrie, < Aa’ V(g,.) > = ura et
nous avons-d'aprés (7.2), si w0

(8.2) L(m, k(§,.)) = lim uAa,

1 o aa ura _
o < Aa’ uV(é,.) >=lim = =1

tandis que si u=0 , k(§,.) est ( cf. (7.3)) le noyau de POISSON, dont
1'intégrale sur tout hyperplan paralléle au bord est égale & 1. On a
donc pour tout & ( sauf le point a 1'infini )

(8.3) : L(m,k(§,.)) =1

et 1'on comprend pourquoi cette compactification de MARTIN n'a guére

été utilisée. La compactification usuelle permet de représenter, par des
mesures bornées , toutes les fonctions excessives finies en un point X,
choisi & 1l'avance. Celle ci ne permet de représenter - toujours par des
mesures bornées - qu'une classe beaucoup plus petite, formée de fonctions
excessives intégrables sur les hyperplans, I1 faut des mesures non bor-

nées pour atteindre les autres.

LE RETOURNEMENT DU TEMPS

Les semi-groupes (Gt) et (Ht)’ explicitement donnés ci-dessus, sont
en dualité par rapport a4 m ., Quelle est l'interprétation probabiliste de
cette dualité ?

Nous rappelons une forme relativement simple du théoréme général du
retournement du temps ( et qui en est la plus importante )} ) . Elle est
due & NAGASAWA ( présentée dans le vol. I du séminaire, puis dans le vol.
II avec une généralisation et une erreur, puis reprise dans le Lecture
Notes n°77 sur la frontiére de MARTIN, p.34-45 ). Présentons d'abord la
situation :

1. C'est evident lorsque f est un potentiel de GREEN Vg, et toute fonc-
tion excessive est sup d'une suite croissante de tels potentiels. Pour

une théorie plus détaillée de 1la fonctionnelle L

215 » Voir le séminaire VI,
P. .



10

1"

184

Nous considérons un espace localement compact E, et deux semi-grou-
pes de FELLER (Ht) et (Gt) sur E, de résolvantes respectives (Wp) et
(Vp). Ces semi-groupes sont en dualité par rapport & une mesure

m = aW
et 1l'on suppose que o et m sont des mesures de Radon. Nous munissons
1l'espace Q de toutes }es applications cddlag. de B, dans E, d durde
de vie, de la mesure P corregpondant au semi-groupe (Ht) et 4 la mesu-
re initiale «. Nous noterons Bt les coordomnées sur Q .,

[ Dans le cas qui nous occupe, E=R"x]0,00 [ , et « est la mesure de
Lebesgue AO sur RVXIO} , qui n'est pas portée par E : cela ne fait au-
cune différence essentielle c'est la situation concréte ol nous som-

H
P% les quantités relatives & (H.). ]

mes qui nous fait noter ﬁt,
Soit L un temps de retour, c'est 4 dire une v.a. sur Q satisfaisant

4 1'identité

(9.1) Lo, = (I-t)"

Le dernier temps de passage dans un ensemble borélien A
(9.2) Ly(0) = sup{ t : B (w)ea} ( sup #=0)

est un temps de retour. Si L est un temps de retour, et si QL=iO<L<a>},
on définit sur Q; le processus retourné de(Bt)é L

(9.3)  By(0) = By t)- st 0st<l(w) By(w)=d si tzL(w)

[ Dans le cas qui nous occupe, (ﬁt) peut étre pris 4 trajectoires
continues, et B, =B, , donc Bt=1§L__t tout simplement 8i O<t<L .]

Voici le théoréme de retournement

THEOREME, Pour la mesure ﬁa, le processus retourné (B,) est un processus
t

de Markov, gouverné par le semi-groupe (Gt)’ et admettant la mesure

initiale

(10.1) B(£) = B*[ £6By_ ,0<d<o] ( £ borél. positive ).

Nous appliquons ce résultat au semi-groupe de BESSEL (Ht)’ avec mesu-
re initiale a=k0, et en prenant pour L le dernier temps de passage La
par lthyperplan {u=a}. Noter que QLa=Q ( n°S 4 et 5 ). La mesure B est

portée par 1l'hyperplan fu=a}, et manifestement invariante par translation.
Elle est donc de la forme cka, et nous allons voir dans un instant que
c=1 : ainsi

Le retourné 3 La du processus de BESSEL issu de ho est un mouvement
brownien (Bt) issu de A et tué & 1'instant T, de rencontre du bord.

[ on a c=1, parce que d'aprés le retournement a(f):EB[f(XTO)]chO(f) ].
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On voit donc que tous les mouvements browniens tués au bord, et
admettant les diverses mesures initiales Aa , peuvent 8tre plongés com-
me processus retournés dans un méme processus, le processus de BESSEL
issu de~k0 . D'une maniére intuitive, on peut donc dire que le retournd
du processus de BESSEL issu de AO est le "mouvement brownien venant de
1'infini et tué en O",

Donnons en deux applications ., Soit A un ensemble borélien., La pro-
babilité P a{TA<Tol peut aussi s'interpréter comme PAO{TA<L }, et lors-
que a> +® cecl tend vers P O{TA<oo} Ainsi

La capacité de Green de A est simplement la probabilité de rencontre
de A pour le processus de BESSEL issu de A, .

Seconde appllcatlon. Soit £ une fonction harmonique. Nous avons
“ “H1( a[SuPO<t<T !f(B )l] = E O[Supo<t<L If(B l]

B ()
faisant tendre a vers 1l'infini, nous voyons que
A ~
Il = E7O0 sup, |£(BL)]] .
8y t t

Nous poursuivons cette introduction au retournement par des remarques
moins directement lides au sujet principal de ce travail,

On peut encore énoncer le théoréme 11 de la maniére suivante : si nous
regardons le mouvement brownien issu de A et tué 3 TO sy €t que nous le
retournons & l'instant TO y nous obtenons un processus (B ) identique en
loi 4 un processus de BESSEL issu de AO , et tué au temps de retour La
Or nous avons un théoréme général sur les processus de Markov, qui nous
dit ceci :

3i nous munissons Q de la mesure B qu processus gouverné par (H )
et issu de o , et si L est un temps de retour, le processus (B )
tué & I, c'est & dire le processus
Y, =B si Ot<l , Y,=2 si t3 L

t=
est un processus de Markov. gouverné par le semi-groupe (Héc) et issu
de c.a, ol c est la fonction excessive pour (H,)

(13.1) o(g) = B*{1>0}

et comme d'habitude

(13.2) H{"(g,dn) = @Ht(g.dn)c(n) si c(§)>0 .

1. Ceci n'est vrai que parce que La est p.s, fini, mais le résultat donné

LY

plus bas s'applique a un temps de retour non nécessairement fini,
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Nous ne détaillerons pas les conventions relatives aux & tels que
c(€)=0, car ici c est strictement positive. Pour les détails de ce
théoréme - qui est beaucoup plus simple que le théoréme de retournement -
voir le séminaire V, p.229 .

Dans le cas qui nous occupe ici, la fonction ¢ a été calculée dans
la formule (5.1) : Pg{La>O} est la probabilité pour qu'un processus de
BESSEL issu de § rencontre l'hyperplan {u=a}. Donc

(13.3) 81 8=(x,u) , c,(8) = PS{L >0} = 1a2

Nous pouvons retrouver i partir de ce résultat la formule fondamen-
tale des exposés [LP] de 1'an dernier ( Sém. X, p.131, formule (17)) :
g1 J est une fonction positive

Aar (To . @©
B[ é i(Bgds| By 1 = é aAv Qy(Bg ,3(.,7)) av
En effet, nous retournons le temps & Ty 4 et le c6té gauche devient

ﬁCaXO/ca [écj(ﬁs)dslﬁo ] = w/ca(ﬁo,j)

puisqu'on conditionne simplement par la valeur initiale, W/ca étant
1topérateur potentiel du semi-groupe (Htca ) ¢

/e 1
WTE(g,dm) = €317W(§.dn)ca(n)

Comme ﬁO est ici sur le bord, nous pouvons nous limiter au cas ou §=(x,0).
Alors ca(§)=1 , et nous avons d'aprés (7.4)

fu((x,0),ame, (MI(M) = /7 vav [Q(x,a9)3(y,v) 113

et c'est exactement 1l'expression cherchée.

Nous appliquons maintenant la théorie du retournement du temps a
1a définition et & 1'interprétation des limites fines d'une fonction
en un point &€=(x,0) du bord.
Soit f une fonction borélienne sur RVX]O,OO[ . Nous munissons a de
la mesure ?g du processus de BESSEL issu de § ( ici encore, le point
initial est hors de E, mais cela n'a pas d'importance ). Alors les v.a.

1lim ggg f(ﬁt) pour t->0 , t>0
sont mesurables par rapport & la tribu £0+ , et sont donc fg-p.s. égales
3 des constantes a(g), a(§) . Si ces deux constantes sont égales, leur
valeur commune a(E) est appelée la limite fine de f en § ( il serait
plus juste de 1l'appeler limite cofine ' ).

Nous appliquons le théoréme 10, en prenant pour (Ht) le semi-groupe

de BESSEL, et pour o la mesure eg . La nouvelle mesure m= gV admet

pour densité par rapport 4 m la fonction excessive x(.,%), que nous
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noterons kg , et le nouveau semi-groupe en dualité avec (Ht) par rap-
port & m n'est plus (G ), le semi-groupe de GREEN, mais

Gt(nodC) Gékg(n’dc ) = Gt(nrdC )——%—;

]

Si nous retournons & nouveau le temps i 1l'instant L , nous voyons que
le processus retourné sera un processus de Markov gouverne par (G kg),
de mesure initiale B . Nous voudrions calculer ?.

Pour toute fonction positive j sur R x]O,oo[ nous avons, en désignant
par ¥V 1'opérateur potentiel v/ke de (G&):(Gékg)
< B0 > = B/ [fn(s,)as) = B /72 (s )
0

5%/%a /gh(Bs)ds] (n® 13 )

= é vAa Q (x,h(.,v))av ( n°14 )

et cette propriété caractérise la mesure B , car une mesure est connue
dés que son potentiel est une mesure de Radon connue. Or vérifions que
la mesure Y(d1) = qa(x,y)k(dy)®ea(dv) la posséde, d'ol il résultera que
nous avons bien identifié P=Y . Comme Y est portée par l'hyperplan {v=al,
nous avons kg(ﬂ) = qa(x,y) Y=p.S., donc Y(dn)/kg(n) = Aa(dn), et

YW(ag) = /A, (an)vin,ag)kg(¢)

Mais le potentiel de Green fha(dn)V(n,dg) est connu ( séminaire X, p.131,
formule (16)) : si ¢=(z,w), c'est la mesure wAa dzdw. Reste donc fina-
lement la mesure wAa kg(z,w) dzdw , et c'est juste ce qu'il nous faut.
Nous avons obtenu

Le retourné & La du processus de BESSEL issu du point &=(x,0) du bord

est un processus de Markov gouverné par (GékE), de loi initiale
a, (x,y)A,(dn).

Revenons alors aux limites fines : 1l'existence d'une limite fine de
f au point §, i.e., l'existence d'une limite p.s. de f(ﬁt) lorsque t=0
le long des trajectoires du processus de BESSEL issu de §, équivaut par
retournement du temps 3 1l'existence d'une limite p.s. de f(B ) loquue
t tend vers la durée de vie, pour le processus gouverné par (G §) avec
la mesure initiale indiquée plus haut ( ou une mesure équivalente, puis-
qu'il s'agit de convergence p.sS. ).

1. On pourrait aussi utiliser une m%thode directe, en utilisant la loi
de La pour ps : PgiLa>t}=PaiTO>t} pour le mouvement brownien & une dimen-

-~

sion issu de a - puis l'indépendance des deux composantes de Bt‘
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MESURES DE CARLESON

Nous allons maintenant faire le lien entre l'interprétation du demi-
espace comme compactifié de MARTIN, et la théorie des mesures de CARLE-
30N telle qu'elle est développée dans [RR],

Nous commengons par quelques notations. Q(x,h) est le cube de R’
de centre x et d'aréte h . T (x,h) est le pavé Q(x,h)x[0,ah] de 2'x[0,m [,
dont une face est collée contre le bord. Nous posons T(x,h)=T1(x,h).

DEFINITION, Une mesure positive u sur va[O,oo[ est une mesure de CAR-
LESON s'il existe une constante ¢ telle que 1l'on ait, pour tout (x,h)

(16.1) p( T(x,h) ) < chY

Noter qu'on a alors p(Ta(x,h))gcahv, avec c,=c si agl , ¢, = ca’ si
a>1.

La condition (16.1) est satisfaite par p=e( avec c=v ".

¥,V)

Nous démontrons maintenant le lemme de CARLESON, Nous faisons un des-
sin voisin de celui de la page 169, Etant donné un point E de va[O,a)[,
nous considérons le cdne Cg de sommet € dirigé vers la gauche - mais cet-
te fois ce sera un cOne fermé - et sa trace [§] sur le bord. Etant don-
né un sous ensemble A de ®"x[0, [, nous posons

(17.1) (Al = u [g].
EeA

Le lemme de CARLESON affirme que

THEOREME, Si p est une mesure de CARLESON, et c est la constante (16.1),
on a pour tout A borélien dans vaﬂ+

(17.2) p(A) < con([al)

DEMONSTRATION, Nous traitons d'abord le cas ou A est ouvert. Nous allons
alors modifier trés légérement la définition de [A], en le remplagant par
la réunion des intérieurs des [§], EeA , ce qui revient & &tablir une
inégalité légérement plus forte que (17.2). Nous appliquons la partie
facile du théoréme de recouvrement de WHITNEY ( STEIN , Singular inte-
grals... p. 167-168 ), Nous pouvons représenter 1l'ouvert [A] de 2" comme
une réunion de cubes Qi=Q(xi,hi) d'intérieurs disjoints, tels que la
distance de X; au complémentaire de [A] soit < 61hi. Soit alors eri’

et soit (x,u)eA . On a Ix-xi| < 8,h, . Toute la boule de centre x et de
rayon u étant contenue dans [A], la distance de x & [A]® est au moins u,
or elle est au plus ohy ( @=0,+6, ), donc u< ah; , et (x,u) appartient

a Ta(xi’hi)' Cela signifie que les Ta(xi'hi) recouvrent A, et nous

avons
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nous avons

p(a) =z, p(T (x5,hy)) < %5 cGh; = I; cOA(Q;) = cer([al),

Ceci vient d'étre &établi lorsque A est ouvert., Si maintenant K est wun
compact, nous pouvons trouver des ouverts A emboltés tels que K=Q Kn,
et alors [K]= Q [An], et la formule précédente s'étend, De 13 on déduit

que si B.est borélien, on a p(B)chk([B}) ( le lecteur vérifiera, par un
argument d'images directes, que [B] est analytique, donc A-mesurable ).

Inversement, ces propriétés caractérisent les mesures de CARLESON,
Car si 1'on a p(K)g cA([X]) pour tout compact, en prenant K=T(x,h) on a
A([K])g eh¥, et (16.1) est satisfaite.

Soit maintenant f une fonction borélienne dans le demi-espace, et
soit < la fonction maximale conique (§ VII, n°1 )

(18.1) £<(x) = supnerx |[£(n)| avec Ty = : |y-x|gv }

Si B={|f|>t} , nous avons [B]={f~ >t }, donc p{|f|>t} < cOA{f= >t} et
en intégrant de O & +® par rapport & dt

(18.2) VR4 < LCTEN

Considérons maintenant le noyau de MARTIN sur ExE ( E=B"x]0,0 [ )
(19.1) k(5,1 = 2(&,M) si 1=(y,¥), v>0 ; k(5,M) = q (x,y) si =)
7=(y,0)
Le potentiel de MARTIN d'une mesure positive p est la fonction surharmo-
nique positive dans le demi-espace ouvert E
(19.2) Kp(.) = [k(op,n)p(dn)

Nous prouvons :

Si la fonction Kp est bornée, p est une mesure de CARLESON ( la récipro-
que est fausse, puisque e(y,v) est une mesure de CARLESON si v>0 ).
DEMONSTRATION, Supposons que Kp < a . Soit jh 1'indicatrice de T(O,h).
Nous allons prouver que

(19.3) fjh(§)k(x,§)dxdu > éh pour 7MeT(O,h)

Cela entrainera
Ghp(T(0,h))

A

4(0,}1) pan) /3, (£)k(g, Maxdu < /3, (8)axdu/k(s,M)p(an)

a/j,(§)dxdu = sh
done p(T(0,h)) < ch¥ ( c=a/6 ) , et ce qu'on a fait au point O s'applique

v+1

A

a4 n'importe quel point. Par dilatation, on se raméne & vérifier (19.3)
pour h=1 ( ce n'est pas tout & fait évident ). Soit C un compact contenu
dans l'intérieur de T(0,1) et de mesure positive. La fonction (&,T)+—>
k(E,mM) est continue et strictement positive, donc bornée inférieurement,
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dans le compact CxT(0,1)., Mais alors é j1(€)k(§,.) est bornée inférieu-~
rement dans T(0,1), et cela entraine (19.3).

Et maintenant, nous revenons au § III, n°3 : si f est une fonction de
BMO , le potentiel de GREEN V(gradzf) est borné. Cela signifie que le
signifie que la mesure ugradzf(x,u)dxdu a un potentiel de MARTIN borné,
et par conséquent

la mesure de densité ugradzf(x,u) est une mesure de CARLESON si
f appartient & BMO .

Ceci est une étape importante dans la démonstration du théoréme de dua-
1ité classique . Voir [RR], p.72, Satz 2 , I1 y a une réciproque ( méme
référence, Satz 3 ), qui exprime que 1'équivalence ( CARLESON)<=> ( pot.
de MARTIN borné ) est vraie pour les mesures de ce type particulier,

Voici encore une conséquence du n°19, assez intéressante, due

3 STEIN et ZYGMUND ( [RR] p.86 ). Soit ¢ une fonction sousharmonigue
positive telle que V¢ soit bornée par une constante c. C'est le cas
par exemple pour w:gradzf lorsque feBMO . Nous avons vu que l'on a
dans ce cas , 81 Q est un cube d'aréte h et de centre x

/ ue(x,u)dxdu < 6ch’
QX[O,Zh] -

Sur Qx[h,2h] on a uzh , donc

/ ho(x,u)dxdu < [ up(x,u)dxdu < Och’

Qx[h,2n] = x[0,2n =
et cela signifie que la moyenne M de ¢ sur le cube Qx[h,2n], de cen-
tre (x,3h/2), est §Qch— . Or ¢ est sousharmonique : en comparant la
moyenne sur le cube a la moyenne sur une boule inscrite,'on voit que
¢(x,3h/2) < Och—z, majoration indépendante de x. Ainsi

Si @0 est sousharmonique, et V(up)<c , on a w(x,u)éﬂcu-a .

Cette propriété n'a manifestement rien 3 voir avec toutes ces boules
et ces cubes : elle a un sens pour des semi-groupes guelconques prolongés
par produit avec un mouvement brownien horizontal. Qui trouvera une

meilleure démonstration ?

Voici une derniére conséquence du n°19. Rappelons nous qu'une mesure
p telle que Kp< a satisfait a p(B)gGaAQB])pour tout borélien B, Par

‘conséquent

(21.1) supy, . xugt | #B) = (B
Qu'est ce que le cdté gauche ? C'est la capacité de MARTIN de B, Si 1l'on
interpréte cette capacité comme probabilité de rencontre de B pour le
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"mouvement brownien venant de 1'infini" , la signification de (21.1) est
la moitié facile ( § VII, n°4 ) du théoréme de BURKHOLDER-GUNDY-SILVER-
STEIN, Mais cette démonstration est évidemment bien moins bonne que
celle du § VII, '

App. 3 : QUELQUES PROBLEMES NON RESOLUS

LE PROLONGEMENT PARABOLIQUE
Le prolongement harmonique d'une fonction f ( mettons positive pour
étre slir que les intégrales ont un sens ) est donné par

(1.1) f(x,u) = Qu(x,f)
ol (Qt) est le semi-groupe de CAUCHY ( le noyau de POISSON ). Le prolon-

gement parabolique est dqnné par
(1.2) £o(x,u) = Pu(x,f)

ol (Pt) est le semi-groupe du mouvement brownien.

On peut développer une théorie de la dualité 51—g§2 pour les prolon-
gements paraboliques. Commengons par les aspects analytiques de la ques-—
tion. L'espace BMO parabolique se définit tout naturellement comme 1'es-
pace des fonctions f telles que

(1.3) Pt(x,fz) < o pour au moins un t>0 et un xeR’ ( et alors la
méme propriété est vraie pour tout T>0 et tout X , la densité
Pg(f,.)/Pt(x,.) étant bornée ) ;

(1.4) il existe c¢>0 telle que P (f2)-@ f)2 < 02 pour tout t .
Z 4 4 s

Le semi-groupe (Pt) étant & décroissance plus rapide que le semi-groupe
(Qy), 1l résulte aussitdt du début du § III que 1'espace BMO parabolique
est identique & 1l'espace BMO classique.

L'espace 51 parabolique peut se définir tout naturellement au moyen
de la fonction maximale radiale Xw—> sup, |£o(x,t)|. Bt ici il résulte
d'un théoréme trés général de FEFFERMAN et STEIN que cet espace est iden-
tique & celui que nous avons étudié plus haut, défini i 1l'aide de la
fonction maximale radiale sup, IQt(x,f)|. Le théoréme de dualité entre

§1 parabolique et BMO parabolique est donc vrai, et se réduit au théoréme
de dualité que nous avons vu - mais ce n'est pas évident.

Du point de vue probabiliste, maintenant, le processus (Xt’Uf) oﬁ(Xt)
est un mouvement brownien "transversal" , (Ut) un mouvement brownien
"horizontal' que 1l'on tue i la premiére rencontre de O, est remplacé par
(Xt’vt)’ ou (Vt) est un processus de translation uniforme vers la gauche,
tué & la premiére rencontre de O.
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Ltespace H1 probabiliste relatif au prolongement parabolique se définit

ainsi. On associe & f sur le bord la martingale

. To 2
(1.6) M =% (XtATO’VtATO) MM, = é 2gradf

]

[+
t f (XS,VS)ds

ou Ty est la premiére rencontre du bord ( en fait To=Vy » puisque le
processus (Vt) est une translation uniforme ) et la notation grad , signi-
fie que la composante "horizontale' est absente du gradient. Dans ces
conditions, la norme g;(p) relative a la mesure initiale p est

]
”f” 1 = EP[ supt IM-tl] = E""[ supt 'f (x'f;/\T ’Vt/\T )I]
Ep(u) 0] 0

et comme d'habitude |f|l,1 = lim___ __||£|}1 .
lgp a~>00 =_Hp()\a)

Ici le retourné du processus (Xt,Vf) de mesure initiale Aa est immédiat,
C'est un processus (xt,wt), ou W, est une translation uniforme vers la
droite, de mesure initiale Ay tué & la premiére rencontre de 1'hyperplan
d'abscisse a, Donc on a tout simplement

(1:6) el y = % [sup, |£°(x,, )]

=p
o (Xt) est un mouvement brownien dans R°. Mais remarquer que le processus
f°(Xt,t) n'est pas une martingale : ce qui est une martingale, c'est pour

tout a fixé le processus (f(xt’a't))O§t§a :

Quant & l'interprétation probabiliste de BMO , elle est la méme que
dans la théorie des prolongements hérmoniques ¢ f appartient 3 BMO si
et seulement si pour une ( pour toute ) mesure initiale p la martingale
associde (Mt) est dans 1l'espace QEQ(P“) du processus (Xt’vt) pour la loi
PH, La mise en dualité de g; et de gﬂg se fait au moyen de la forme
bilinéaire
(1.7) AM£,8) = 2fdxéa)grad1f°(x,u).gradtg°(x,u)du

Ici encore, la théorie de la dualité revient au fait que les atomes
appartiennent a E1 ese Mais les outils pour le démontrer font défaut :
transformée de REESZ, fonction maximale conique ( il faudrait remplacer
ici les cOnes par des paraboloides, semble t'il ), et on ne sait pas non
plus s'il y a identité entre le §1 défini au moyen de la fonction maximale
( parabolique ) radiale, et le g; ci-dessus , Tout ce qui est évident,
c'est que 31 est contenu dans §1 ( radial ) avec une norme plus forte ,
comme au § VII, n°2 , C'est une situation aussi peu satisfaisante que
possible.
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LE SEMI-GROUPE DE LA CHALEUR

L'étude du prolongement "parabolique" est 1'étude de certaines solu-
tions de 1l'équation de la chaleur dans le demi-espace, pour lesquelles
la coordonnée '"singuliére" ( celle qui manque dans la somme des dérivées
partielles du second ordre ) est la coordonnée horizontale, Mais il est
beaucoup plus intéressant que cette coordonnée se trouve en position
"transversale" .

Nous distinguons donc sur B’ 1a coordonnée Xy s et nous désignons
par (Pt)’ non plus le semi-groupe du mouvement brownien, mais le semi-
groupe de la chaleur admettant comme générateur infinitésimal

[ v-1 3%
(2.1) " = + 1 g;g

Lt'expression explicite de (Pt) est connue : la mesure Pt(O,dx) est
portée par l'hyperplan {xv=t§ , absolument continue par rapport & la
mesure de Lebesgue de l'hyperplan, avec la densité

(2.2) (4, )"0 2exp (-] x0 |2/4x,)  od x=(x,x,)

Ce semi-groupe est stable d'ordre 2 ( au sens que l'on a donné & ce mot
dans l'appendice 2, n°4 ), mais par rapport & un autre groupe de "dila-
tations" . Si nous définissons c.x ( ¢>0, xeR’) par c.x= (c1 2xv,cx'),
alors nous avons, avec les notations de l'appendice 2, n°4

(2.3) ceP, = P2,

Soit dit en passant : lorsqu'on opére sur des groupes de dilatations
généralisées, qui ne sont plus des homothéties, la notion d'ordre de
stabilité n'a plus de sens intrinséque. Par exemple, on pourrait décrire
le méme groupe de dilatations avec un autre paramétre en posant c*x =
c¢¥.x (a#0) , et on aurait cette fois exPy = Pczat . I1 me semble que

pour obtenir une notion d'ordre de stabilité intrinséque, il faut regar-
der aussi de quelle maniére les dilatations opdrent sur le semi-groupe
et sur sa mesure invariante ( ici [f(c.x)A(dx) = o (v- 1/Z)If(x)}\(dx))

l'ordre de stabilité intrinséque &tant une fonction du rapport des deux
exposants, Mais revenons au semi-groupe de la chaleur,
Les processus que l'on considére sont alors de la forme (Xt’Ut)' ol

(Xt) est un processus de la chaleur gouverné par (Pt)’ et (Ut) un mouvement

brownien sur B, que l'on tuera i la premiére rencontre de O,

Nous n'insistons pas, parce que nous ne savons pas grand chose : tout
reste 3 faire ! Démontrer la dualité entre g; et BMO ( 1'espace BMO que
nous allons définir dans un instant ), et en déduire les théorémes sur
les "transformées de RIESZ paraboliques"'.
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Mais comment décrire 1'espace Egg associé au semi-groupe de 1la
chaleur ? On peut conjecturer que c'est l'espace suivant, introduit par
STROCCK dans [Str] pour 1'étude de certaines intégrales singuliéres,
sous des hypothéses un peu plus générales.

Soit a=(a1,...,av) un multiplet de nombres >0 , Soit Q un pavé dont
les arétes ont pour longueurs (h1,...,hv). Nous dirons que Q est de type

a si h}/a1=h;/a2 =...=hl/av. Un cube unité, par exemple, est toujours de

type a. Les pavéds de type o sont les mémes que ceux de type ta (t>0) de
sorte que, si les oy sont rationnels, on peut toujours se ramener au
cas ol ils sont entiers.

STROOCK définit 1'espace BMO(«) comme 1'ensemble des fonctions f loca-
lement intégrables telles que(1/|Q|)é|f-fQ|A <c pour tout pavé Q de

tyre . Pour o=(1,1,..,1) on a 1'espace ggg ordinaire, et l'espace BMO

associé au semi-groupe de la chaleur semble &tre BMO(«) pour a=(1,..,1,%).
La notion d'atomes se transpose, elle aussi, au type o de manidére éviden-
te.

Si les @; sont entiers, il est facile de construire des partitions d!'
un pavé de type o en pavés de type a , de manidre 4 pouvoir utiliser la
théorie des martingales : il suffit de couper le premier coté en 2011
parties égales, le second en 2%2 parties égales... Si les @y sont incom-
mensurables, l'article [Str] contient un lemme technique qui permet 4!
utiliser la théorie des martingales pour des partitions "presque de type

at.

Parmi les problémes concrets que l'on a rencontrés dans les exposés
I et II rappelons encore la détermination du dual de g;(p) pour une
mesure p quelconque.

Dtautre part, FEFFERMAN-STEIN ont montré que E’ coincide aussi avec
1'ensemble des fonctions f dont la fonction de LITTLEWOOD-PALEY radiale

X > (éoou.gradzf(x,u)du)v2 ou (éoou(Duf(x,u))zdu)1/2

est intégrable., Ce critére admet il une démonstration probabiliste ?
Probléme analogue pour l'intégrale d'aire de LUSIN, A ce propos, une
remarque de FEFFERMAN-STEIN doit jouer un rdle. Soit H 1l'espace de Hil-
bert L2(R+,udu). Soit f(x,u) un prolongement harmonique , et soit
o(x,u)= Dif(x,u) ( pour i=0, c'est la dérivée radiale )., Au point (x,t)
associons la fonction 9(x,t+.) sur B, . D'aprés les indgalités de LIT-
TLEWOOD-PALEY, cette fonction est dans H dés que f possdde un peu d'in-
tégrabilité, et nous avons alors une fonction harmonique & valeurs dans
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H, donc aussi des martingales hilbertiennes.,

PROBLEMES DE NATURE GENERALE

Ici nous désignons par (Xt) un bon processus de Markov 3 valeurs dans
un espace d'états E, & durée de vie { finie, La limite i gauche X
étre prise dans un compactifié convenable,

eut
¢- U

1)Soit p une loi initiale. Supposons que E soit localement compact,
et munissons l'espace gc(E) de la norme

fi—s B sup, |f(Xi)|]
Quelles sont les formes linéaires continues pour cette norme ?

2) Soit M une v.a. qui appartient & EEQ(P“), et soit N son espérance
conditionnelle par rapport & la tribu terminale,
N= EV'[MIXQ_ ]

est ce que N appartient encore & BMO(p) ?



