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LE DUAL DE H1(R03BD) : DEMONSTRATIONS PROBABILISTES

par P.A. Meyer

Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1975-76

Le séminaire de l’an dernier ( volume X ) contient quatre exposés
consacrés à une démonstration probabiliste des inégalités de LITTLEWOOD
PALEY dans Le travail qui suit en est le prolongement, puisqu’il
s’agit d’étudier le cas limite où p=1. Notre but était de déduire le
théorème de FEFFERMAN-STEIN sur la dualité entre H1 et BMO , ainsi que
les résultats sur les transformées de RIESZ , de la forme-probabiliste
du théorème de FEFFERMAN. Cela peut se faire, mais les démonstrations
dépendent malheureusement beaucoup plus d’estimations faites à la main
sur le noyau de POISSON que les démonstrations de la théorie de LITTLE-
WOOD-PALEY, et nous ne parvenons donc pas à dépasser le cas du mouvement
brownien.

Les exposés avaient, dans leur première forme, une ambition beaucoup
plus vaste : une étude probabiliste des principaux théorèmes sur les
fonctions harmoniques dans le demi-espace. Je remercie vivement A. BERNARD
d’avoir lu cette première rédaction, et de l’avoir critiquée, en me mon-
trant à quel point certaines considérations parasites ( concernant en
particulier le retournement du temps ) avaient obscurci le plan général
de la démonstration. Les exposés ont été entièrement récrits, et le re-
tournement du temps ( la "petite " et la " grande" version ) a été entière-
ment rejeté en appendice. Quelques passages entre *...* dans le corps du
texte sont inutiles pour la démonstration du théorème de dualité propre-
ment dit, et peuvent être omis par les lecteurs pressés. Enfin, j’ai re-
jeté en fin d’exposé deux questions qui étaient mélangées au reste dans
la première rédaction : la caractérisation de H1 au moyen des fonctions
maximales, et la théorie probabiliste des transformations de RIESZ ( où
l’on se refuse l’outil des transformations de RIESZ dans l’étude de H1,
la règle du jeu consistant à déduire la théorie de RIESZ des théorèmes
de martingales ).

Il me parait évident que ces exposés sont très loin d’épuiser la ques-
tion, qui ne sera entièrement claire que lorsqu’on sera parvenu à une
démonstration purement probabiliste. Les atomes eux mêmes sont encore

trop liés à la structure de l’espace euclidien. Il me semble vaguement
que l’avenir se trouve du côté des "fonctions spéciales" de NEVEU et
de la théorie du potentiel récurrente, où interviennent aussi des esti-
mations pour des fonctions d’intégrale nulle.
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Un point général de notation : on a fréquemment affaire dans les

calculs à des « constantes dont la valeur importe peu, et qui peuvent
changer de ligne en ligne » . Nous réserverons la lettre 8 pour désigner

de telles " constantes variables" . Le lecteur est donc prié de se rappe-

ler que mais que par ailleurs exp(O + 5~/~ )=G , etc.
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LE DUAL DE H1(w) : DEMONSTRATIONS PROBABILISTES

EXPOSE I : t LES DEFINITIONS FONDAMENTALES

I. L’ESPACE BMO CLASSIQUE. THEORIE ELEMENTAIRE

Notre référence principale est ici le remarquable volume de Lecture
Notes de REIMANN-RYCHENER ( référence [RR] de la bibliographie ).

1 NOTATIONS. ~~ est muni de la mesure de Lebesgue, notée tantôt dx, tan-
tôt X(dx) [ et non S comme dans les exposés [LP] de l’an dernier ]. La
mesure d’un ensemble A est souvent notée )A).

La notation Q est réservée en principe aux cubes de ~~ dont les arê-
tes sont parallèles aux axes. Si f est localement intégrable, nous écri-
rons

(1.1) tQ= = /f.Q
La notation EQ pour désigner la mesure "moyenne sur Q" est bien compati-
ble avec la notation ex pour désigner la masse unité en x l

2 DEFINITION. Une fonction f a artient à BMO si elle est localement in-

tégrable et s’il existe une constante c telle que l’onAa t, pour tout
cube Q

(2.1) / clQI 1 ( ou c ).

La plus petite constante c possédant cette propriété est notée 

On ne modifie pas si l’on ajoute une constante à f, et la con-

dition = 0 signifie que f est constante p.p.. Il est donc naturel

de considérer BMO comme un espace de classes de fonctions localement

intégrables modulo les constantes. On vérifie qu’alors BMO est normé par
Il ~~~, , et que c’est en fait un espace de Banach. Mais on est aussi peu
rigoriste quant à ce passage au quotient qu’en ce qui concerne les LP,
où l’on ne sait jamais si l’on parle de fonctions ou de classes.

EXEMPLE. Dans la fonction logjx) appartient à BMO, Ce n’est nullement
évident ([RR] p.5 ).
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3 LEMME. Soit f localement intégrable. Supposons que pour tout cube Q il
existe un nombre aQ c. Alors on a 2c .

DEMONSTRATION, donc c 

 2c .

4 COROLLAIRE, a) Toute f bornée appartient à BMO ( prendre aQ=0 ).
b) Les fonctions lipschitziennes opèrent sur BMO. En particulier, BMO

est stable pour les opérations A et v.

DEMONSTRATION. Soit L(x,y) une fonction lipschitzienne de deux variables,
par exemple, et soient f et g deux éléments de BMO. On a en désignant
par l la constante de Lipschitz de L

1 L(f, g) - 
après quoi on intègre par rapport à EQ , et on applique le lemme 3.

ESPACE BMO ET MARTINGALES DYADIQUES

5 Nous n’avons pas précisé si les " cubes" figurant dans la définition
de BMO sont fermés, ouverts... Pour faire le lien avec la théorie des

martingales, il est bon de convenir qu’il s’agit toujours de cubes semi-

ouverts, produits d’intervalles de la forme ai xi~ ai+h ( où xi désigne
la i-iême coordonnée ).

Nous pouvons considérer tout cube Q comme un espace probabilisé
étant la tribu borélienne de Q, lP la loi de probabilité EQ

( considérée ici comme mesure sur Q plutôt que sur i.n ). Désignons
par ~n la n-ième partition dyadique de Q ( pour former P1 ’ nous décou-
pons chaque intervalle facteur a +h en deux intervalles semi-
ouverts égaux, et formons les produits de tous les intervalles ainsi ob-

tenus; P1 comporte donc 203BD cubes . On itère l’opération pour construire

P2,...Pn . Nous désignerons par Fn la tribu engendrée par P~ ( FO est
réduite à Q entier et à l’ensemble vide ).

Soit f une fonction localement intégrable sur B . La restriction de
f à Q ( que nous noterons encore f ) est ~-intégrable, et nous pouvons
calculer l’espérance conditionnelle fn= on a

( 5 .1 ) 
.

fn = 03C3UePn fUIU

et par conséquent
(5.2) = ~e~ ~ 

n

Par conséquent, si f appartient à BMO, nous avons 

Inversement, si nous avons pour tout cube Q c, en prenant

n=0 nous avons en particulier c , et f appartient à BMO.
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Sur un espace probabilisé (Q,F,P) muni d’une famille croissante de

tribus (Fn), on dit qu’une martingale = à

BMO s’il existe une constante 03B3 telle que l’on ait pour tout n

5.3) ( y compris, par convention pour n=0,

et la plus petite constante 03B3 possédant cette propriété est la norme de

la v.a. X , ou de la martingale (Xn), dans BMO . Plus précisément, il

faudrait noter cet espace BMO1 et Il ~BMO1 la norme correspondante, et
définir BMOp par l’existence d’une constante 03B3 telle que
(5.4) E[|X-Xn-1|p|Fn]~ 03B3P  y compris, par convention,

E[|X|p|F0] ~ 03B3P ; 

on suppose 1~p~ )

la plus petite constante possible étant ~X~BMO . Mais l’un des premiers
===P

résultats de la théorie probabiliste de est l’identité des divers

espaces BMOp , et l’équivalence des normes Il de sorte que, au
~ ~ ===P

moins en ce qui concerne l’espace, la mention de l’exposant p est inutile.

Cependant, si l’on compare (5.3) au résultat obtenu plus haut

(5.5) c (sur tout cube Q )

on constate deux différences:

a) 0n a fn dans (5.5), alors qu’il faudrait fn-1 pour (5.3). Nous avons

pour lever cette difficulté une propriété géométrique des partitions

dyadiques : soit Un , et soit V le cube de 1 qui contient Ù. On a

sur U
= /lf-fvleu = V U|f-fV|IU~V ~ V U|f-fV|~V ~
~ ~~~

b) 0n n’a certainement pas pour tout cube Q la propriété (5.3) pour n=0,

en posant x=f, Car cela entraînerait |fQ| ~ c, donc |f|~c P.P..
En revanche, tout marche bien si l’on pose X=f-fQ , Xn=fn-fQ . On en

déduit aussitôt:

si f appartient à pour tout cube Q la v.a. sur Q 

tient à l’espace BMO probabiliste relatif à (Q,(Fn), ~Q), avec une norme

~f-fQ~BMO1 ~ 203BD~f~*.===1

6 En voici quelques conséquences. Tout d’abord, nous aurions pu définir

aussi bien BMO(R03BD) comme l’ensemble des fonctions fLploc satisfaisant
à une inégalité du type

c~ pour tout cube Q

1, On dit aussi que la variable aléatoire X appartient à BMO.



138

et la plus petite constante c possible aurait défini une "norme" équiva-
lente à la "norme’ Il ~~~, , Voir par exemple [G], p.64-65 .

Un autre résultat qui passe immédiatement de la théorie probabiliste
- où il admet une démonstration très générale et très simple - à la théo-
rie analytique est l’inégalité de JOHN-NIRENBERG ( dont nous ne nous ser-
virons pas ) : pour tout cube Q

(6.1) ~ ~ xeQ : 
où a et b sont des constantes universelles. Même réf, que ci-dessus.

LES ATOMES DE COIFMAN

7 La notion d’atome a été introduite en théorie des martingales par
HERZ, utilisée en analyse de manière spectaculaire par COIFMAN ( Studia
Math. 51, 1974 ) et COIFMAN-WEISS ([CW] de la bibliographie ), et vient
d’être introduite à nouveau en théorie des martingales par BERNARD et
MAISONNEUVE sous une forme adaptée au temps continu.

L’idée est extrêmement simple. Elle consiste à interpréter les quanti-
tés apparaissant dans la définition de BMO -

de manière linéaire. Pour cela, nous écrivons

= = 

h parcourant l’ensemble des fonctions nulles hors de Q, telles que ~h~1.
Posant nous voyons que k est nulle hors de Q, bornée par
2/~Q~, et d’intégrale nulle.
DEFINITION. Nous dirons qu’une fonction a est un {1,00 )-atome si a est
intégrable d’inté,grale nulle, et s’il existe un cube Q telle que ~a~ soit

nulle hors de Q, et bornée par 1/IQI.
La fonction k/2 ci-dessus est un (1,00 )-atome, et nous avons donc,

en désignant par ~ l’ensemble des (1,oo)-atomes ’

(7.1) 2 sup |fa03BB|
Mais d’autre part on a pour tout (1,00 )-atome a 

Les )-atomes permettent donc de "tester" 

Si l’on avait remplacé les cubes par des boules dans la définition des
atomes, on aurait simplement modifié la constante 2 dans la formule (7.1).
Nous ferons ce genre de passage des boules aux cubes sans même le mention-
ner.
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La notion de (1,00 )-atome se rapporte à la définition de BMO par la
norme Il Si l’on avait utilisé la norme BMO , on serait parvenu
a la notion suivante :
DEFINITION. Soient etq l’exposant conjugué de p. Une fonction
a est un (1,p)-atome si elle est intégrable d’intégrale nulle, et s’il
existe un cube Q tel Que lai soit nulle hors de Q, et que 
(1~ Q) )qÎp~ Q 

-

On n’utilise guère que les cas où p=oo, p=2. La mention de 1 dans la

notation"(1,p)-atomestient a l’existence d’espaces Hr dont nous ne
parlerons pas ici, et auxquels correspondraient des (r,p)-atomes.

II. PROLONGEMENTS HARMONIQUES

1 Dans toute la suite, nous désignerons par Qt(x,dy) le noyau sur ~~
cvt B(dy)

(1.1) = 

""~""’
ici 1 ( désigne la distance euclidienne, et c~ est une constante de

normalisation . Les noyaux Qt forment le semi-groupe de Cauchy, et qt(x-y)
est le noyau de Poisson dans La transformée de Fourier

(1.2) 

est classique.
Soit f une fonction borélienne définie sur ~". Nous dirons que f

est prolongeable s’il existe un point (x,u) du demi-espace tel

que  co . Cette propriété a alors lieu pour tout point

(y,v) [ cela résulte, soit de considérations générales sur les fonctions

harmoniques, soit de la remarque évidente que le rapport 

est borné ] et nous pouvons définir le prolongement harmoniaue de f au

demi-espace, que nous noterons

(1.3) f(x,u) = .

en utilisant toujours la même lettre ( ici f ) pour la fonction sur le

bord et son prolongement harmonique. La fonction f(.,u) sur ~~ ( c’est

à dire sera parfois notée fu .
Soit maintenant g une fonction harmonique dans le demi-espace ouvert.

Le problème se pose assez fréquemment de savoir si g est un prolongement
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harmonique d’une fonction ( prolongeable ) sur le bord. Il y a à cela
une condition nécessaire : que pour tout a>0 la fonction ga soit prolon-
geable, et que l’on ait pour tout u>0. Nous dirons dans ce cas

que la fonction harmonique g est poissonnienne. La fonction g(x,u)=u
est un exemple de fonction harmonique non poissonnienne.

2 Nous désignerons de manière très systématique les points du demi-es-
pace par des lettres grecques, et presque toujours par les notations

~=(x,u) , ~l= (Y~v) (x,y e w~ u,v e ~+ ).
Soit n l’ensemble des applications continues de ~+ dans avec

ses coordonnées notées [ nous aurions pu les appeler

03BEt , mais nous avons mis B pour "brownien" ] . Soit (Pt) le semi-groupe
du mouvement brownien sur B , et soit Pt de même le semi-groupe du
mouvement brownien1 "horizontal"2sur R , Nous construisons le semi-groupe
du mouvement brownien à v+1 dimensions

(2.1 ) n (03BE,d~) = Pt(x,dy)~P~t(u,dv) ()

et nous munissons 0 des mesures P~ du mouvement brownien issu du point S
gouverné par on désigne par les tribus de tous les événements,
des événements antérieurs à t sur 0, complétées de manière convenable.

Ce mouvement brownien sort du demi-espace positif, mais si l’on intro-

duit le premier instant où l’on rencontre le bord

(2.2) TO(w) = inf{t : 
et si l’on pose pour .

(2.3) Gt(s,f) = 
où f est borélienne bornée sur le demi-espace, on obtient un semi-groupe
sur le demi-espace, le semi-groupe de GREEN. Nous en reparlerons en ap-

pendice. Notons seulement le noyau potentiel de ce semi-groupe : 
admettant une densité ~(~,~1) par rapport à la mesure qui est

la fonction de GREEN .

(2.4) ~ ( ~ ~ ~1 ) = e ( ~ ~-~1 ~ 1-v- ~ ~-11’ ( 1 v ) ( v>2 , 1~’ _ ( Y r "v ) )

3 Soit f une fonction harmonique poissonnienne. Munissons 0 d’une mesure

P~, et désignons par T a le temps d’arrêt inf{t : Il résulte de la

1. Il s’agit du mouvement brownien des analystes, de générateur 0394 , non

de celui des probabilistes, de générateur à/2 .
2. Dans les exposés [LP] de l’an dernier, (P ) était noté (P~), et

appelé "transversal "~. On le dira encore à l’occasion.
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formule d’ITO que lorsque a>0, le processus est une martin-

gale pour la mesure P03BE, dont le processus croissant associé est
(3.1)  Ma,Ma >t = 2jtnTa 
- il n’y a aucune difficulté à appliquer la formule d’ITO, du fait que
f est de classe C2 au delà de l’hyperplan tu=al : cf, le séminaire X,

p.130 .
Supposons ensuite que f soit le prolongement harmonique d’une fonction

( prolongeable ) sur le bord. On vérifie à la main ( même réf. ) que
est une martingale. Le calcul de peut se faire par

arrêt à l’instant Ta, car on sait que est continu et ne croit

plus après Ta . Il vient donc

(3.2) M - t = est une martingale, 

En arrêtant à l’instant Ta et en appliquant la formule d’ITO, puis en
. faisant tendre a vers 0, on voit que si f est prolongeable

(3.3) Mt = = I:v1 
où Df ( parfois notée D"f, Dot ) est la composante horizontale du gra-
dient de f, et Dif (i>1) est la i-ième composante transversale.
* 
Nous pouvons donc associer à f plusieurs autres martingales, parmi

lesquelles la plus importante est

(3.4) 

(M;) est la projection de (Mt) sur le sous-espace stable engendré par le

mouvement brownien (Ut). *

Il s’agit ici de martingales continues, et il n’y a donc pas lieu de

faire la distinction habituelle entre les deux crochets ,> et [,]. Soient
f et g deux fonctions sur le bord, satisfaisant à des conditions d’inté-

grabilité que nous ne précisons pas pour l’instant, et soient Mt et Nt
les deux martingales correspondantes f(BtnT 0 ), g(BtAT 0 ). La formule
(3.5) ] = E [MONO] + 

s’écrit, en désignant par p.Q la mesure harmonique sur le bord

(3.6) Q(h) = ] = 

(3.7) fg > = ,fg> + ]

= + 2 V, grad f . grad g >

où V est le noyau de Green.
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Ces formules sont justifiées rigoureusement dès que la martingale
locale est uniformément intégrable pour la loi Pf, mais
nous ne nous occupons pas ici de cette justification, que nous ferons en
détail dans chaque cas particulier. Continuons à présenter des calculs
formels.

Nous désignerons par À (a>0) la mesure c’est à dire la mesure
de Lebesguesur l’hyperplan ju=al. La mesure À a V se calcule très simple-
ment, on a À Q = À, et il vient
(3.8) + 2dx 

ao 
ua gradf(x,u).gradg(x,u) du

qui est l’une des formules classiques de la théorie de LITTLEWOOD-PALEY.
*Cette formule a, nous l’avons vu, une démonstration probabiliste. Il n’en
est pas de même de la formule suivante, qui résulte de la symétrie du

noyau de Poisson ([LP] p.133, étape 1 ou formule (17) p.169 ) : on a en
faitfait 

/gradf(x,u).gradg(x,u)dx = 2D~f(x,u)D~g(x,u)dg pour tout u

de sorte que l’on a aussi

(3.9) fg03BB = faga03BB + 4dx~0 ua Df(x,u)Dg(x,u)du

ce qui signifie encore que

(3.10) ] = + 

intuitivement, dans le cas symétrique, nous pouvons estimer /fgX en con-
naissant seulement les martingales horizontales M~,N~ : c’est là le conte-
nu probabiliste de la théorie des transformations de RIESZ, comme nous le

verrons.*

APPLICATION DE LA THEORIE DES MARTINGALES AUX FONCTIONS HARMONIQUES

4 Sous ce titre prétentieux, nous voulons mettre juste une petite re-

marque, que nous ne démontrerons pas complètement. Soit f une fonction
harmonique poissonnienne dans le demi-espace ouvert. Associons lui les

martingales pour a>0. Supposons que pour un point § au

moins, les variables aléatoires Ma~=fa(XT) soient uniformément intégra-
bles pour la loi P~. Posons 

BAJ a. a

~(u)) = lim ; k (w) - lim .

D’après le théorème de convergence des martingales, nous avons !=P
P~-p.s., et en désignant par F leur valeur commune, nous avons

 CD , = ] pour tout t et tout a
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ADMETTONS MAINTENANT QU’IL EXISTE UNE FONCTION BORELIENNE 03C6 sur le bord

telle que F=cpoBT Alors la condition entraîne que

cp est prolongeable, et la condition ] s’écrit ( en

notant encore par la même lettre et et son prolongement harmonique )
P03BE-p.s., donc fa=03C6a p.p. au sens de Lebesgue sur l’hyper-

plan {u=a}, et par continuité D’où finalement f=cp dans le demi-

espace ouvert, et la fonction f est le prolongement harmonique d’une

fonction définie sur le bord.

La phrase en majuscules est une conséquence très simp1e1de la théorie
du retournement du temps, à laquelle nous consacrerons un appendice.

III. INTERPRETATION PROBABILISTE DE BMO

BMO ET NOYAU DE POISSON

1 Le contenu de ce numéro est purement analytique : il s’agit de prouver

le théorème suivant, dû à FEFFERMAN-STEIN

THEOREME. Si f appartient à BMO, on a our tout x et tout

t>0, et il existe une constante c ( ~ 
(1.1) pour tout x 

Inversement, (1.1) caractérise  .

REMARQUE. On a des résultats analogues pour les exposants p>1 :
est fini pour tout x et tout t>0, et l’existence de c

telle que cP caractérise BMO, Nous indi-
querons cela en variante.à la fin de la première partie.

DEMONSTRATION. Soit J le cube unité de centre 0 , , et soit Jk le cube
homothétique de rapport 2k. Nous définissons une fonction a(x) posi-
tive, comme valant

sur 03A3~1bi sur J1BJO ... sur 
1

où les bi sont des constantes positives. Soit fBMO , ~f~*=c . Nous

avons

/~ 
~ JO J1 Jk .

Nous majorons 
k 

par leJ 
k 
+ , et nous utili-

sons un calcul du § I, n°5

1. En fait, on peut la démontrer sans aucune théorie générale du retour-
nement du temps, comme nous le verrons. (App.1, n°2)
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|f-fJk|~Jk-1 = |Jk| |Jk-1|

| f-fJk|~Jk ~ s03BDc
et a fortiori jf, -fr )$ 2vc , d’où par sommation )$ k2 c.

k-1 "k" k

Finalement,

Cette série converge si l’on prend par exemple bk=2-k(03BD+1). Alors
la fonction a(x) vaut 62~~~~ sur distance à l’ori-

gine est de l’ordre de 2~. Donc au voisinage de l’infini a(x) est

de l’ordre de (1+jx)~)"~~ ~ et la relation
(1.2) 6c

entraîne Oc ( autre 0 )

Nous interrompons la discussion pour un instant.

VARIANTE. Dans le cas où p>1, suivre le même raisonnement, mais J~
est homothétique de J dans le rapport à la ligne 7 on majore

a(x)|f(x)-fJ|p03BB(dx) par 03A3~0bk2pk03BD|f-fJ|p ~ Jk, puis cette dernière

intégrale de la manière suivante

le premier terme est majore par ~c ( inégalité de JOHN-NIRENBERG,
cf.§ 1 , n° 6 ) , le second vaut |fJ-fJ |~ k2p03BDc ( calcul fait

plus haut ), d’où une majoration finale 
~ ~

/a(x))f(x)-fj!B(dx) c

On peut prendre 
conclure comme plus haut que

Q1(0,dy)|f(y)-fJ|p ~ 03B8cp
Reprenons le cas p=1, vu plus haut . On a Q.(0,jf-fjj)
g Nous en déduisons alors que

Oc~

et maintenant, nous translatons f , ce qui ne change pas la constante

c , pour obtenir

ecP

Et comment passe l’on de Q~ à Qt ? On remplace f par la fonction ft :
x*-~ f(x/t) ~ qui est telle que et l’on remarque que

= ou encore que Les inégali-
tés ci-dessus s’étendent alors de t=1 à t quelconque.
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Nous passons maintenant à la réciproque, due semble t’il à STROOCK et

VARADHAN dans leur travail de 1974 ( Trans.Amer.M.Soc., 192 ). Tout
est très simple à comprendre, sans aucun calcul, dès que l’on fait

intervenir le groupe des dilatations, qui vient déjà de jouer son
rôle dans les lignes précédentes. Nous traitons le cas où p=1.

Soit G le groupe des transformations de ~~ de la forme g.x=a+tx

( t>0 ). Nous pouvons faire opérer G sur les fonctions de bien

des manières

"type L~" : ~ g.f(x) = f(g-1 x) .

"type LP ’ : g.f(x) = .

l’opération de type LP préservant la norme dans LP. On voit ici de

quelle manière BMO est apparenté à Loo : les opérations " de type 

préservent aussi la norme de BMO ; de même, g plus loin sera appa-
renté à L pour la même raison.

Maintenant, nous pouvons construire de bien des manières des normes

invariantes pour l’opération de type L~ . Soit ce une loi de probabi-

lité sur w . Si f est ~-intégrable, notons f son intégrale. Posons

H si f est ~-intégrable
= +00 

~ 
sinon

et posons = supgEG 
La norme usuelle correspond au cas où  est la loi uniforme sur le

cube unité, et la propriété (1.1) correspond à une évaluation de ~~f ~~~~,
pour 

Maintenant, soit m une mesure de probabilité dominée par un multi-

ple de la loi ~ . Nous avons si f est J1-intégrable

CH~(f )
et comme m est une mesure de probabilité, finalement

2CH (f), et 

Ainsi, dès que  a un petit bout de densité continue quelque part,

l’espace " BMO " est contenu dans BMO usuel. On voit combien peu cela
est lié au semi-groupe de POISSON 1 Cela s’appliquerait non seulement
au semi-groupe du mouvement brownien, mais à des approximations de l’

identité par des fonctions continues >0 quelconques ( à décroissance plus

rapide que le noyau de POISSON, si l’on veut avoir l’identité des
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deux espaces ). Il me semble qu’on a là lemsultat dual ( beaucoup plus
facile : ) d’un théorème célèbre de FEFFERMAN-STEIN, affirmant que l’espa-
ce H1 peut se caractériser au moyen de n’importe quelle approximation de
l’identité assez régulière ([FS], p.183 ).

2 REMARQUES. On aurait manifestement pu remplacer le semi-groupe de Poisson

(Qt) par le semi-groupe du mouvement brownien (Pt).
Il résulte du théorème 1 que le semi-groupe de Poisson opère dans BMO :

soit en effet feBMO, avec Q (f2)-(Q f)2 c , 2 et soit 
---

Qt(Qu(f2)) ~ Q t (( Qu f)2)= Qt(h2): donc Qt(h2)-(Qth)2 ~ Qt+u(f2)-
c2.

Enfin, à la caractérisation de BMO donnée par le théorème 1 corres-

pond une notion de (1,p)-atomes. Par exemple, pour tester que 
~ c , on écrit que pour toute fonction j comprise entre -1 et 1, on a~ 

c ou c

Posons k(y)=j(y)q1(y) ; cette intégrale s’écrit et la symé-
trie du noyau de Poisson nous permet d’écrire cela La fonction

k-Q1k est intégrable, d’intégrale nulle, bornée par q1+q2. Nous pourrions
alors appeler (1,oo)-atomes les fonctions a

intégrables, d’intégrale nulle, satisfaisant à une inégalité de
(2’1)la forme (1+ x 2)(v+1)i2 .

et toutes celles qui s’en déduisent par translation et dilatation ( i.e.

qui sont de la forme x-~ De même, les (1,2) atomes
seraient les fonctions intégrables d’intégrale nulle satisfaisant à

(2.2) 1

et toutes celles qui s’en déduisent par translation et dilatation. Pour
éviter des confusions, nous réserverons le nom d’atomes aux atomes du § I.

3 Le théorème 1 entraîne une agréable caractérisation de BMO au moyen
des prolongements harmoniques, qui est étroitement liée ( nous le verrons

. en appendice ) à la théorie des "mesures de CARLESON"

THEOREME. Soit f une fonction sur le bord. Pour que f appartienne à BI~O
il faut et il suffit que f soit prolongeable, et qu’il existe une constan-

te positive c telle que l’on ait

(3.1) c2 (V est le potentiel de Green ) .

La plus petite constante c possible définit une norme équivalente à la

norme lkll* .
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DEMONSTRATION. Si f appartient à avec nous savons ( th.1)
que pour tout u>0 et tout x ( f est donc prolongeable ) et

que Q~(x,f~)-(Q~(x,f)~ ~ 
Soit ~==(x,u), et soit M~ la martingale pour la loi P~. La

martingale(Mt)est de carré intégrable, puisque 
E03BE[M2~ ]=Qu(x,f2)~.

La martingale est donc uniformément intégrable, et les calculs

formels du § II n~3 sont justifiés. D’après (3.7)

(3.1) Q~(x.f~) - Q~(x,f)~ = 2V(~, grad f)
et la fonction est donc bornée par 9c .
Inversement, si f est prolongeable, et si est finie au point ~,
la v.a. est intégrable, donc est de carré intégrable, pour
la loi pS. La relation (3.1) a alors lieu, et l’inégalité 
entraîne d’après (3.1) et le th.1 l que f appartient à BMO.

4 REMARQUE. Soit f une fonction harmonique dans le demi-espace ouvert ,
telle que V(grad f)~c . Nous allons voir dans un instant que f est pro-
longement harmonique d’une fonction de BMO .

5 THEOREME. Soit f une fonction prolongeable sur le bord. et soit le
processus Les propriétés suivantes sont équivalentes

1) f appartient à BMO .
2) Il existe une loi initiale p telle que la martingale appar-

tienne à BMO pour la loi P~ ( définition rappelée ci-dessous ).
3) Pour toute loi initiale ~, la martingale appartient à BMO

pour la loi P .

DEMONSTRATION. Il nous faut d’abord rappeler la définition de BMO en temps
continu. Une martingale locale appartient à s’il existe une

constante c qui, d’une part borne les sauts l en valeur absolue ( y
compris éventuellement le "saut en 0" si M n’est pas nulle à l’ins-

tant 0 ), et qui d’autre part est telle que

c~ pour tout temps d’arrêt T 
Comme le processus du coté gauche est en fait continu à droite, il suffit

de vérifier que l’on a c p.s. pour tout t constant.
Pour tout cela, voir le séminaire Xy p.333.

Lorsque la martingale est continue et nulle en 0, il n’y a rien
à vérifier quant aux sauts. Il reste la seconde condition, qui s’exprime
sous l’une des deux formes suivantes

1) et 

2) 
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Ces préliminaires ayant été dits, démontrons le théorème.

1) Soit f appartenant à BMO , et soit )). Nous avons

E[ M,M>~|Ft]-M,M>t = E[tT0t 2grad2f(Bs)ds|Ft]

= 2V(BtT0, grad2f) ~ 03B8~f~2*

et on voit que appartient à pour toute loi initiale p.

2) Inversement, supposons que pour une loi (Mt-MO) appartienne à
Alors on a P-P.s. V(B ~T , c~. Mais cela entraîne

que V(.,grad f): c~ p.p. au sens de Lebesgue. Cette fonction est un poten-
tiel de Green, elle est donc semi-continue inférieurement, l’inégalité
a lieu partout, et f appartient à BMO d’après le théorème 3.

REMARQUE. Nous avons parlé tout le temps de lois initiales. En fait, tout
’ 

s’applique à des mesures initiales a-finies.

DEMONSTRATION DE LA REMARQUE 4. Fixons § , et introduisons pour a>0 les

martingales arrêtées Mat = f(BtAT ). Nous avons

E03BE[Ma,Ma>~] = 2grad2f(Bs)ds]  2grad2f(Bs)ds ]

= V(§, 2grad2f)  ~

Les martingales sont donc uniformément bornées dans L2(pS), et le n°4
du § II entraine que f est un prolongement harmonique de fonction sur le
bord. Après quoi on applique le th.3.

IV . TRANSFORMATIONS DE RIESZ 
’

1 Les transformations de RIESZ R. (j=1,...,v ) sont les opérateurs bor-
nés sur L2(R03BD) définis par
(1.1) (RjfWu) = f(u)

où la transformation de Fourier est désignée ici par un " ( et plus loin

par ~ ). Nous allons relier cela au noyau de Poisson. Partons de la

formule classique ;~ cvt - -t 1 u 1~ 

(t~tx~)~~ 2 
=’

Cette égalité est préservée si l’on multiplie par Xj à gauche et si l’on
applique iD. à droite. Ainsi , 

F c03BDxj (t2+|x|2)(03BD+1)/2 = i uj |u| e-t| u|
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Introduisons donc ies éiéments de L2

( 1 .2) k((X) " 
et les opérateurs de convolution bornés sur L~

~~~~ 

( nous écrirons désormais kt au lieu de k( , j restant fixé dans la suite).
0n vérifie aussitôt sur (1 ,1 ) , par transformation d e Fourier, que

(1.3) Rjt = RjQt = QtRj
En particulier, la fonction est harmonique dans le demi-

espace, et lorsque f appartient à L2, Rjtf converge dans L2 et P.P.

~j~
Notons quelques propriétés des fonctions k~ et des opérateurs 

(1.4) La norme de Rjt dans L2 est bornée par A, indépendant de t.
En effet, on a et on applique Plancherel.

(1.5) On a où C est indépendant de t

Cela se voit par un petit calcul direct. Il en résulte que si 

(1.6) |kt(x-y)-kt(x)|~ |y| sup C |x-ty|03BD+1 ~ B|y|/|x|03BD+1
Ces propriétés interviendront dans un cacul fondamental que nous allons

faire maintenant. Ii s’agit d’un résultat sur.ies (1,2)-atomes (§ I, n°7).

2 THEOREME. Soit Q une boule de centre 0 et de rayon R, et soit a une fonc-

tion de carré intégrable, à support dans Q ( donc intégrable ), et d’in-

tégrale nulle, telle £e  1/)Q[. La transformée de RIESZ R,a
appartient alors à L , avec une norme majorée indépendamment de R.
DEMONSTRATION. Comme a appartient à L2, Rja est limite dans L2 de Rjta,
et le lemme de Fatou nous ramène à la recherche d’une majoration uniforme

Nous avons ~rt~2 ~ A~a~2 ~1/|Q|1/2  cf. 1 .4». Donc Si B est la

boule de rayon 2R

Pour nous utilisons le fait que a est d’intégrale nulle, en

écrivant
= 

Q
Comme nous avons et nous pouvons majorer

1 par puis x Par ’R’. Alors
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~i)!l~)a~ 
et alors / est borne par une quantité indépendante de R.

L’ESPACE H1 DES ANALYSTES ET SON DUAL
3 Nous allons maintenant introduire l’espace H1 classique, que nous

noterons H~ ( a rappelant qu’il s’agit de l’espace des analystes, par
opposition à l’espace probabiliste H~ que nous verrons plus loin ).
Puis nous donnerons une description sommaire de son dual - lorsqu’il s’
avérera que ce dual est en fait nous en déduirons une représenta-
tion explicite de BMO.

Nous avons considéré jusqu’à maintenant les transformations de RIESZ
comme des opérateurs sur L2. Nous dirons à présent qu’une fonction inte-
grable f admet une transformée de RIESZ intégrable f.=R,f si f. appartient
a L et si l’on a Noter que f et continues en
0, alors que n’a pas de limite en 0 ; on a donc f(0)=f.(0)==0,
autrement dit, f et f. sont d’intégrale nulle.
DEFINITION. H1a est l’espace des feL1 admettant des transformées de RIESZ
RjfL1 (t~j~03BD) muni de la norme
(3.D ~f~H1a=~f~1 + 03A303BD1~Rjf~1

H1a est un espace de BANACH. Le théorème 2 exprime que tous les (1,2)-
atomes sont contenus dans une boule de HB Nous désignerons par H10 l’es-
pace vectoriel engendré par les (l,2)-atomes, i.e. l’espace des fonctions
de carré intégrable, a support compact, et d’intégrale nulle. L’adhérence
de ~ dans H~ sera notée B~ .

Il est très facile de déterminer le dual de H1a : le dual de L1 étant L~

4 THEOREME. Les formes linéaires continues sur H~ s’écrivent
(4.1) f ~  + ~  >

où g0 , gj (1~j~03BD) sont des éléments de L~.

5 Nous allons donner une représentation plus concrète d’une telle forme
linéaire en faisant opérer les transformations de RIESZ sur L~ ([RR], p.
70 ). Nous déduisons d’abord de (1.6) que

!~(y-x)-k~(-x)t si 

donc pour y fixe, cette fonction est intégrable en x. Nous remarquons
aussi que de sorte que la fonction 

( ou kt(-x)-k1(-x) ! ) est intégrable. Cela nous permet d’introduire,
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pour t>0 les opérateurs sur L~ donnés par de vrais noyaux

(5.1) = 

Si f appartient à on a = Rjtf + Cte. Noter aussi que lorsque

y reste dans un compact, la 
reste bornée.

6 LEMME. Si a appartient a H10, on a pour feL
(6.1) Rjta,f > = - a,Rjtf >

DEMONSTRATION. L’application sur L~ est une mesure bornée

(th.2) , vérifier l’égalité sur L~, il suffit de. vérifier l’égalité pour feL HL .

Mais alors, comme = Rjtf + Cte, et comme a est d’intégrale nulle, il

suffit de prouver 
. 

 R..a,f > = -  a, R~f > si feL"

ce qui est immédiat, par transformation de Fourier par exemple.

7 COROLLAIRE. où 03B8 ne dépend pas de t .

Prenons pour a un (1,2 )-atome. Nous avons, vu dans le thé-

que ~ C . Donc ):a,’R~f>! ~ et le membre

de gauche est une norme équivalente a ( § I, n~7 ).

8 LEMME. ~- ~~~ ’

Nous remarquons d’abord que appartient à BM? d’après

7, donc Q )~.+fj 0153 . Ensuite, si nous avons

~~~=~,s~t~~
avec la même constante ( ). Donc la relation se réduit à

Enfin, la valeur de chacun des deux membres en

un point y définit une mesure bornée en f, et deux mesures bornées égales

sur L sont égales.

9 Nous pouvons maintenant conclure : pour considérons la fonction

r(x,t) = D’après 8, c’est une fonction harmonique poissonnienne

dans le demi-espace ouvert. D’après 7, on a D’après un

raisonnement tout semblable a celui du § III, n~5 , il existe une fonction

r sur le bord, telle que et telle que pour tout t.

Nous poserons

(9.1) ~==~ ~~~~

et nous dirons que r est la -i-ieme transformée de RIESZ modifiée de f.

Il résulte aisément de (6.1) que l’on a, pour ae~o
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~ ~l~’~ ~ ~ ~ ~ ~’ 
Mais alors, revenons à 4. Il vient:

10 THEOREME. Toute forme linéaire continue sur H,) est le prolongement d’une
forme ànéaire sur H[ du type 

-’J

(10,1) f -  f,g > où g appartient à 

DEMONSTRATION. Avec les notations de 4, g = É( Rjgj . Noter que
g est uniquement déterminée à une constante additive près par la connais-
sance de la forme f- f,g> sur H§ .

Il sera très facile de démontrer que le dual de 1§ est et plus
difficile de démontrer que H10=H1a

V . L’ESPACE H1p PROBABILISTE-

Nous allons maintenant rappeler quelques points de la théorie proba-
biliste de la dualité entre H1 et , telle qu’elle est exposée dans

le séminaire X, p.336 sqq.
l Soit  une mesure initiale quelconque ( non nécessairement bornée ).

Une martingale pour la ioi Pé appartient à l’espace H1( ) si elle
satisfait à l’une des conditions équivalentes 

’

i.i>  co où M* = supt |Mt| 1 ou  ~1
Nous munirons plutôt l’espace H1( ) de sa norme "maximale"
( 1 .2) ))M[l~l ~ ~ = 

~ p ’

La norme " qUadratique" lui est équivalente ( inégalités
de DAVIS: les constantes d’équivalence ne dépendent pas de 1’espace
probabilisé ).

NOUS définissons maintenant l’espace H1p( ) ( qui est un espace de fonc-
tions prolongeables sur le bord) comme l’espace des fonctions f sur le
bord, prolongeables, telles que la martingale

( 1 .3) Mt = appartienne à H~ (p)
et nous posons = ~M~H1( ). La lettre B signifie "probabiliste",
Par opposition a H1a ( analytique ) utilisé au § IV . Nous poserons
( 1 .4) f* = supt |f(BtT )|

0

1 Rappelons qu’ici [Fi,M]=§1,1f>, les martingales étant continues.
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2 Nous allons maintenant définir l’espace H§ tout court, sans mesure
p : rappelons que 03BBa est la mesure de Lebesgae sur l’hyperplan (u=ai.
Montrons que E03BBa[f*] croît avec a. Soit 0éba . On a

sup0~s~T0 |f(Bs)| ~ supTb~B~T0 |f(Bs)|

Intégrons par rapport à la mesure P03BBa. Du côté gauche nous avons E03BBa[f*].

Du côté droit, d’après la propriété de Markov forte, E03BBb[f*]. Nous pouvons
donc définir

DEFINITION. H1p est l’espace des f prolongeables, définies sur le bord,
telles que
(2.1) ~f~H1p = lima->~ ~f~H1p(03BBa)  ~.

Nous donnerons en appendice une interprétation de cette norme qui ne
fait pas intervenir un passage à la limite ( grâce à la théorie du retour-
nement du temps ).

5 Revenons à l’espace H1( ) ( toutes les martingales, pas seulement celles

qui sont associées aux fonctions ), On prouve dans le séminaire X, p.537,
l’inégalité de FEFFERMAN

(5,i). si appartient à H1( ), si appartient à BMO( ) ( l’espa-
ce des martingales BMO pour la mesure P  ) on a

E [03B8[0,~[|d[M,N]s|] ~ ~M~H1( )~N~BMO( )
1

et le théorème de dualité nous dit ( p.338 ) que toute forme linéaire
continue sur H1( ) est de la forme M- E[[M,N] ], où N appartient à

En particulier, si g est une fonction sur le bord, qui appartient à
la martingale g(BtT0)-g(B0) = Nt est nulle en 0, et appartient à

avec une norme ~ 8[[g[k ( § III, n°5 ) indépendante de y. Il n’y
a pas de terme en MONO’ et nous connaissons, par polarisation de la for-
mule (3.2) du § II, l’expression explicite des crochets [M,N]. Nous avons
donc

 3.2> 2’ 03B8~f

Le côté gauche vaut  y, 2V(|gradf.gradg|)>. Prenons en particulier
=03BBa, il vient

5.3> uAa 1 03B8~f~H1p(03BB)~g~*0 
~ 

=p a

1. Une lecture inattentive de la référence laisserait croire que 
mais en fait la norme que l’on utilise sur Hi n’est pas la même.
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et en faisait tendre a vers 

(3.4)  
0 

" 

=p 
*

On peut considérer cela comme une forme analytique précise de l’inégalité
de FEFFERMAN. Explicitons en une conséquence

4 THEOREME. Pour tout a>0, soit

(4.1) a(f,g) = dx~2ua gradf(x,u).gradg(x,u)du .

et soit A(f,g)= A (f,g). Cette forme bilinéaire est bien définie et con-
tinue ( uniformément en a ) sur le produit et l’on a lim A (f,g)
= A(f,g). 

~ ~ ~

La formule de Plancherel permet de voir que , lorsque f et g appar-

tiennent à L2, on a Cela peut aussi se démontrer de manière

probabiliste, mais nous ne donnerons pas de détails, car nous aurons à

démontrer plus loin cette égalité lorsque f est un atome et g appartient

à BMO , et le principe de la démonstration est le même.

DE g~
Nous démontrons maintenant un résultat fondamental. Nous en donnons en

fait deux démonstra.tions : l’une au n~6, l’autre au n~8 ou 9 - mais cela

n’apparaîtra que plus tard. Le par ailleurs, nous servira directement.

5 THEOREME. Les (1,2 )-atome s appartiennent à H1p, et plus précisément for-
ment un ensemble H1p.

Nous avons vu plus haut que les (1, 2)-atomes forment un ensemble borné

dans H~ ( § IV, n~2 ), donc il suffit de montrer

6 THEOREME. ~f~H1 ~ 03B8~f~H1.
=p =a 

°

DEMONSTRATION. Nous posons et nous désignons par f, les

trasnsformées de RIESZ de f, qui appartiennent toutes à L’ par hypothèse.
La définition des transformées de RIESZ entraine immédiatement, en

regardant les transformées de Fourier, que l’on a pour les prolongements

harmoniques de f et des f~ les relations
(6.1) D~D~ ( i=1,...~ ; D~=D") ; I:~D~ = 0
Nous considérons la martingale vectorielle Ft= (f0(BtT0 ),...f03BD(BtT0))
à valeurs dans R03BD+1. Elle s’écrit(6.2) Fit = Fi0 + 03A3t0 Uiksd03B2ks où Uiks=Dkfi(BtT0), 03B2ks=BktT0
Nous allons montrer qu’il existe un exposant q1 tel que, pour toute
loi P~, le processus (e+~F~ )~ soit une sousmartingale. Appliquant
alors l’inégalité de DOOB avec l’exposant 1/q>1, nous aurons

(6.3) E03BE[((~+03A3Fi2)1/2)*] ~ cqE03BE[(~+03A3Fi2~)1/2]
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après quoi on fait tendre e vers 0, puis on intègre par rapport a B ,
puis on fait tendre a vers l’infini. Du cote droit on a une norme équi-
valente à ~f~H1 . Du cote gauche, on obtient un résultat meilleur que

=a

celui qui est annonce, à savoir que

si f appartient toutes les Rif appartiennent à H .

7 Pour établir le résultat concernant la sousmartingale, nous repre-

nons la formule (6.1), et nous posons sur 

h(x) = (e + )~
la formule d’ITO nous dit que

= + martingale + 

On a d03B2k,03B2l>s = I{sT0}03B4klds. Donc pour finir il suffit de vérifier

que 

03A3ijklDiDjh(Fs)UiksUjs03B4kl
est positif. Ou encore qu’en tout point x, et quelle que soit la matri-

ce U~. symétrique et de trace nulle, on a

(7.1) 2: 
’

Dans le cas qui nous occupe, nous avons en posant )x)=r
= + 

Nous avons d’abord eY~&#x26;..U"U~6 ~0 . Inutile donc de s’occuper du
terme en e 1 Ce qui reste est homogène, une forme quadratique en les xi.

. ~ 6. U~U~~= ~ (~)~ est alors la somme H ~~ où les B~ sont les.
valeurs propres. La relation B)=H -B ( trace nulle ) > entraîne 03BB20 ~
03BD Bf ( Schwarz ), puis (03BD+1)03BB20~ 03BD03A3i 03BB2i. Cela vaut pour toute va-

leur propre, et donc !T" xixjUikUjl03B4kl|~r2supi|03BBi|~03BD 03BD+103A3 03BB2i.
. Reste donc comme minoration

~1+(q-2)~-] . positif si q>-~-
Cette démonstration est servilement copiée de STEIN, Singular intégrais

and differentiability properties of functions. Mais je dois

dire que j’ai été frappé de la propriété (7.1) ~ qui est liée à la

convexité ( positivité sans restriction de (7.1)) un peu de la même
manière que le "type négatif" au ’type positif en analyse harmonique.
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8 L’autre procédé va consister à évaluer, si a est un (1,2)-atome, l’

intégrale de la fonction maximale radiale associée à a :

(8.1) a=(y) = supu (~(Y~a)~.
et à montrer qu’elle est bornée indépendamment de a. Nous verrons
dans le second exposé que cette propriété caractérise H1 , On se ramène
aussitôt au cas ou 

"P

(8.2) a est une fonction d’intégrale nulle, à support dans la boule unité
de ~y, telle que la2(x)dx ~1 .

après quoi on procède par translation et dilatation, pour atteindre les
(1,2)-atomes généraux.

Nous allons calculer séparément l a~(y)dy et / a=(y)dy
’ 

PREMIERE INTEGRALE. Nous n’utilisons pas le fait que a est d’intégrale
nulle ; nous écrivons simplement que
($.3 ) 03B8~a~2 ~ 03B8~a~2
qui est un résultat classique ( se ramenant à l’inégalité de DOGB pour
une martingale convenable : voir l’appendice 1 . Voir aussi dans le sémi-

naire X p.167 une démonstration par la théorie ergodique ). Nous majorons
alors l 1(y)dy par l’inégalité de SCHWARZ.

.

SECONDE INTEGRALE. Nous écrivons que a est nulle hors de la boule unité,
et d’intégrale nulle

(8.4) Qt(y,a) = 

Or nous avons

et comme 2tx.  il reste 9(t2+~x 2)-~v+1)I2 . Si (y~>
2, ~x~_1 on a 21xl et

(t 2 +~y"sx! ) 2 -(v+1)/2
~ elxl lyl-(v+1) car lyl/2

et comme il reste -

(8.5) ~  

qui est intégrable sur ~~y~>2~, Il ne reste plus qu’à passer au sup en t.

9 Avant d’en tirer une conséquence assez importante, mentionnons qu’un
calcul analogue peut se faire à la main pour démontrer l’intégrabilité
de la fonction maximale conique

(9.1 ) 
Y 

( Q~(x,a) ~ 1 ry=={(y,u) : J
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où l’on prend le sup sur un cône d’ouverture fixe de sommet y, au lieu

du rayon issu de y. Ce n’est pas une simple vanterie : le calcul ( sans
intérêt ) figurait dans la première rédaction.

10 Revenons au n°8, avec les mêmes notations. Soit J le cube homothétique
du cube unité dans le rapport 2. La formule (8.5) nous donne

a=(y) ~ g(1+Iyl2)-(v+1)/~ pour 

et alors la formule (1.2) du § III n°1 nous donne ( le fait que l’on ait

doublé le cube n’ayant aucune importance 1 )

D’autre part on a 

Ainsi on a, pour toute-fonction gBMO

(10.1) 

La formule (10.1) n’a pas d’importance en elle même, mais l’intégrabilité
de a=lgl [ pour toute geBMO va nous permettre, par convergence dominée, de
démontrer un résultat important.

11 l THEOREME. Si f appartient à HÔ , ’ si g ap artient à BMO, on a 
DEMONSTRATION. Nous écrivons la formule

E~[M N ~ = + 

pour les deux martingales et )), bornées dans
L2 pour la loi P~. Cela nous donne, 

0

f(x,u)g(x,u) + 2V(~, gradf.gradg).
Intégrons par rapport à la mesure X (d~) ; f appartenant à D2 et étant à
support compact, g appartenant à , |fg| appartient à Z1 et est à sup-

port compact, donc =  oo . La fonction ( g) [ appartient à

BMO ( § 1, n°4 ), la fonction aussi ( ~ III, n°2 )~ donc 
 oo ( n° 10) et en particulier ~Q a f i Qa ( g~ Enfin, nous avons

appartient à H1 et g à BMO ( n03).
Nous pouvons donc écrire

IfgÀ = faga03BB + 
et comme A a (f,g) tend vers A(f,g) lorsque a->oo par convergence dominée
( n°4 ), il nous suffit de démontrer que Mais nous avons

donc  ~2a~’~À ’ Q2af tend vers 0
dans L2 ( Plancherel ) donc en mesure, et nous pouvons appliquer le

théorème de convergence dominée puisque |Q2af| ~ f- et que 
D’où la conclusion. En particulier, d’après (3.4) et 6 .

12 COROLLAIRE. Si et gBMO on a 

=a



LE DUAL DE H1 (~~’) ; : DEMONSTRATIONS PROBABILISTES

EXPOSE II : LE THEOREME DE DUALITE

Dans cet exposé, nous allons présenter d’abord le théorème de dualité
sous sa forme la plus complète, puis nous traiterons une théorie 

’

des transformations de RIESZ, ne reposant pas sur les calculs explicites
de l’exposé I, ~4 , Nous démontrerons d’autre part, presque complètement,
le théorème de BURKHOLDER, GUNDY et SILVERSTEIN caractérisant H~ au
moyen de la fonction maximale radiale ou conique.

Le numérotage des paragraphes suit celui de l’exposé I.

~ VI . DEMONSTRATION DU THEOREME DE DUALITE

1 Si l’on veut comprendre clairement le problème qui reste à résoudre,
il faut éviter de mélanger les espaces H1a et H1, Nous nous occupons uni-
guement de H1 et nous rappelons deux faits établis dans l’exposé I.

(1.1) Les (1,2)-atomes forment un ensemble borné dans HB
(1.2) Si f est un (1,2)-atome, si gBMO , on a fg03BB = A(f,g), et la forme

A est bornée sur H1p BMO.
Rappelons bien aussi comment cela s’obtient : s (1.1) résulte d’un calcul
fait à la main, à partir d’une condition suffisante analytique d’apparte-
nance à H1 . (1.2) cache l’inégalité de FEFFERMAN et dit, d’une part que
l’on sait majorer en fonction de ~M~H1 ~N~BMO , et d’autre part
que l’on peut interpréter ] simplement=comme== ].

Les démonstrations de ces théorèmes n’ont pas été spécialement simples,
mais toutes les difficultés sont venues du fait que la mesure de Lebesgue
n’est pas bornée. Imaginons un instant, en effet, qu’elle le soit. Nous
démontrons (1.1) en prenant un cube fixe, et en regardant les atomes rela-
tifs à ce cube. Ils forment un ensemble borné dans L2 , donc ( inégalité
de Db0B ) dans H2, contenu dans H1 avec norme plus forte. Puis nous chan-

geons de cube grâce aux dilatations, qui préservent la norme H1, De même,
en (1.2), il n’y a aucune difficulté quand au passage de E[[M,N] ] à
E[M~N~], puisque les deux martingales sont bornées dans L2. La seconde
simplification se présente effectivement dans le cas du disque, mais je
ne sais pas si l’on peut utiliser, dans ce cas, quelque chose d’analogue
aux dilatations.



159

Rappelons que H~ désigne le sous-espace engendré par les atomes, i.e.

l’espace des fonctions de carré intégrable, à support compact, d’intégra-
le nulle, et que B’ est l’adhérence de HQ dans H ( ou si l’on veut le

complété de H~ ). 
- --p

On a immédiatement un petit théorème de dualité :

! THEOREME. Le dual de H~ est BM? . Toute forme linéaire 1

continue sur B~ est prolongement par continuité d’une forme linéaire sur
HQ du type - ’

(2.1) f2014ï>/fgÀ où geBMO est déterminée à une constante près.

et on a alors pour tout 

DEMONSTRATION. Nous savons déjà que si gBMO , la forme linéaire (2.1)
sur Ho s’écrit aussi et donc se prolonge à H , qui contient

L’unicité de g à une constante près est aussi évidente. Il reste
donc à vérifier que toute forme linéaire continue 1 s’obtient ainsi.

Soit J le cube unité, et soit J le cube homothétique n.J . Soit fH10
à support dans la fonction est un(1,2)-atome, et on

a donc !’~!o ~ où c est la norme de I. Donc il existe une
fonction gnL2 , nulle hors de telle que I(f)==/fgÀ pour toute fH10 à
support dans J . Comme toute f est d’intégrale nulle, %est déterminée
à une constante près, que nous choisirons en imposant que la moyenne

(g).r sur le cube unité soit nulle. Cette normalisation étant imposée,
on vérifie aussitôt que les % se raccordent en une seule fonction g, et

la continuité de 1 exprime que g appartient à BMO.
On voit bien pourquoi il a fallu travailler sur les (1,2)-atomes, et

non sur les (1,oo)-atomes i on serait tombé sur le dual de et on

n’aurait pu continuer.

3 Le théorème de dualité complet « le dual de H est est mainte-

nant équivalent a l’assertion suivante 
=P ===

(3.1) g~ est dense dans H~
Il faut remarquer que c’est un problème sérieux, que de trouver un ensemble

dense dans ~ : Voir STEIN [S], p.225, ligne 20, puis la démonstration
p.230-231, puis l’échappatoire "that such f are dense in L~ can be proved
by elementary computation, or one can appeal to WIENER’s theorem characte-

rizing the maximal ideals of L 1" qui évite d’écrire encore une page de

démonstration. Nous allons suivre ici une méthode purement probabiliste.
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Nous exprimons la propriété (1.2) sous la forme d’un lemme, qui con-

tient l’essentiel de l’histoire. Dès qu’on l’a énoncé, on s’aperçoit qu’
il y a un vide gênant. Peut on le généraliser1 à des martingales non bor-
nées? Il n’est même pas évident que l’espérance considérée ait un sens.

?i~
4 LEMME. Fixons 82>°. Soit (Vt) Une martingale bornée pour la mesUre P ,

et soit k une fonction borélienne sur hÔ satisfaisant à

(4,1) = 0 ] z@.
 rappelons les notations: BT0=(XT0 ,0)). Alors k appartient
à et l’on a 

4.2> ~k~* ~ 03B8~V~BMO(03BBa)
DEMONSTRATION. On écrit la chaîne d’inégalités suivante, où tout est immé-
diat à justifier du fait est bornée. Soit j un (1,oo)-atome ; on
a ~j~H1p(x )  03B8 et

=p a

|jk03BB|=|E03BBa[j(XT0)k(XT0)]|=|E03BBa[j(XT0)V~ ][ =[B’alm v ][
0 0 0 ~° ~° °~

11 1 x 
Il reste à passer au sup sur j., et on obtient (4.2).

Nous savons que nous pouvons "tester" l’appartenance à BMO au moyen
des atomes, et que ceux ci appartiennent à une boule de allons

en déduire - Par application de la dualité Probabiliste entre H1p(03BBa) et

que l’on peut tester l’appartenance à H1p au moyen de certains
éléments de BF10 .

5 DEFINITION. Nous désignons par OE l’ensemble des gBM0 telles ue

 5.i> i ,, 1 gx>1 s Ai +lxl~>~~~~~~~~ .
La constante A peut dépendre de g. De telles fonctions appartiennent à
tous les LP, et d’autre part, si f est prolongeable, l’inégalité Q1(O,|f|)
 ce entraîne |fg|03BB  co pour g , ce qui donne un sens à l’énoncé sui-
vant

6 THEOREME. Soit f une fonction prolongeable. Alors

(6.1)
~f~H1p ~ 03B8 sup ge fg03BB

DEFINITION. Si f n’appartient pas à L1, le second membre vaut +co( il
suffit de prendre des g bornées à support compact dans le suP 1 ), et

il n’y a rien à démontrer. Supposons donc fL1.
i. Nous le ferons, mais après la démonstration du th, de dualité ( n°12).
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Soit 6 (fini ) tel que 6 ))f)) . ( finie ou non ). D’après la défini-

tion de g , nous pouvons choisira assez grand pour que l’on ait
’ " ’"~"’’

Considérons la martingale ~4.=~(B+~ ), posons q~(x)==c~(1+)x( )*~~
( noyau de POISSON ), et introduisons le temps d’arrêt

(6.2) R = inf f t : 1

R=R(c,M) dépend de la martingale (M.) et de la constante c, que l’on

choisira très grande. La martingale arrêtée M.~ == M~ appartient a H(X~),
puisqu’elle est majorée par Nous choisirons c assez 

grand pour que 6: et n’y toucherons plus.

ëp~
D’après le théorème de FEFFERMAN probabiliste, il existe une martinga-

le (U.) de norme 1 , telle que l’on ait

~MR~H103BBa ~ 03B8E03BBa[U0MR0 + ~0+d[U,MR]s ]

= 03B8E03BBa [U0M0 + R0+d[U,M]s ]

- le théorème de FEFFERMAN n’est pas établi, d’habitude, pour des espaces

de mesure infinie, mais il n’y a aucune difficulté lorsque la mesure est

o-finie sur F0 , comme c’est le cas ici. Introduisons à nouveau un
temps d’arrêt R’=R(c’,U) relatif à (U+)~ et soit V. la martingale

Si ~’ est assez grand, l’intégrale

E~[ /~d[V,M~]1 = E~-[/~d[U,M~1]
0+ ~ 0+ ~

est arbitrairement voisine de E ~[/~d[U,M ] ] ( convergence dominée ) .
0+ ~

Nous choisissons c’ assez grand pour que

(6.3) ~ + = ]

En effet, la martingale (V.) est dominée par qui est bornée, et
l’on a donc, V étant nulle en 0

= ] = ]
0+

Rappelons aussi que dans (~.3)
- U0 est F0-mesurable, bornée par 1 du fait que l

- V est une martingale nulle en 0, de norme BMO ~1, dominée par
et en particulier bornée.
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Introduisons deux fonctions h et k sur le bord, définies par

= Uo ( Uo est mesurable par rapport à la tribu engendrée

k(% ] 

La formule (6.3) nous donne alors

6  + VRM~ ] = 
en effet, = = = De même, M CD =

donc on peut remplacer par ], et le second terme

donne /fkB.

Nous faisons alors une dernière transformation, en posant 
où K est un compact assez gros pour que l’on ait encore 03B403B8fg03BB. Nous
vérifions que g possède les propriétés exigées dans la définition de B.

1) D’après le lemme 4 , D’autre part, h est

bornée par 1, donc aussi, et pour finir 

2) est bornée à support compact. Vr. est majorée par 
et nous avons donc en conditionnant

= 

et par conséquent 
Le théorème est établi.

7 Nous démontrons maintenant que les (1,2)-atomes relatifs au semi-grou-

BÊ. (Q+) ( § III, n°2 ) appartiennent à H1p.
THEOREME. Soit f une fonction intégrable, d’intégrale nulle, , telle que

(7.1) /f~x)(l~x)~)~)/~1
On a alors 

Hp
DEMONSTRATION. D’après 6, il suffit de montrer que si g satisfait à

(5.1) on a Or soit g= g - Q~(0,g) ; comme f est intégrable
d’intégrale nulle, fg et fg sont simultanément intégrables ( avec la
même intégrale ). D’autre part

f(x)g(x) = g(x)q1(x) .f(x)/q1(x)

Appliquons l’inégalité de SCHWARZ. Le second facteur fournit (f2/q1 03BB)1/2
~ 1 d’après (7.1). Le premier fournit Q~(0,(g-Q~(0,g) )~~ ~ 111.1).

Ainsi fg est intégrable et ~.

8 LEMME . Soit K l’ensemble des fonctions f intégrables. d’intégrale nulle

Alors g est dense dans g~ .
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Soit et soit martingale cor-

respondante. Soit Nous avons

=/)Q~
=p a 

a

NOUS DEMONTRERONS EN APPENDICE’QUE CETTE INTEGRALE TEND VERS 0 lorsque a

- ~0153 : c’est un tout petit résultat, tout à fait élémentaire, de con-

vergence dominée. Pour l’instant, étant donne e>0, choisissons a assez

grand pour que cette intégrale soit  e/2.
Ce choix étant fait, nous considérons un temps d’arrêt de la forme

R = inf ( t : 1

et nous désignons par la martingale nulle en 0 Elle est

dominée par et nous avons

E03BBa[ supt |Nt-Ut|] = E03BBa[ supt~R |Nt-NR|]

Lorsque c~~, on a I{R~ }~0 , donc la variable aléatoire sous le signe

E, dominée vers Ç dans L1. Donc pour c assez grand 
 ~/2 , et ~M-U~H1p(03BBa) > ~.

Soit enfin k la fonction définie par k(XT0 )=E Comme U
est P03BBa-intégrable d’intégrale nulle, k est À-intégrable d’intégrale

nulle. Comme on et k appartient à ~.
Reste à évaluer Pour cela, nous prenons g et la martingale

correspondante. Nous avons

(k-j)g03BB = E03BBa[g(XT0 )(M~-k(XT0))] = E03BBa[g(XT0)(M~-U~)]
=E03BBa[G~(M~-U~)]

Comme G est bornée, nous pouvons calculer cela au moyen de l’inégalité
de FEFFERMAN probabiliste, et il vient

|(k-j)g03BB| ~ 03B8~M-U~H1p(03BBa) ~G~BMO ~ 03B8~

Il ne reste plus qu’à passer au sup sur g , et à appliquer 6.

9 THEOREME DE DUALITE . 1 ) Le dual de ëp est BMO. 
1

2) Les (1 ,0153 )-atomes forment un ensemble dense dans g? .

DEMONSTRATION. Soit ~ la mesure de densité (1+jxj~)~ ~ . L’intégrale
ordinaire /fX est une forme linéaire continue sur et le théorème

7 nous dit que l’espace des fonctions d’intégrale nulle est contenu

dans H~ , avec une norme plus forte. Il est très facile de vérifier que

1. App. 1, n°6 
.
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les éléments de à support compact ( i.e. les éléments de ÏÏQ )
forment un ensemble dense dans L20( ).

Soit 1 une forme linéaire continue sur H , nulle sur H10. D’après le
théorème 7, elle est continue sur L20( ) . Donc nulle sur - L20( ). D’après
le lemme 8 , elle est nulle sur H1p. D’après le théorème de HAHN-BANACH,
H’ est dense dans H . P"’   3, la première assertion est établie.

2) résulte alors d’une nouvelle application du th. de HAHN-BANACH.

APPLICATION AUX TRANSFORMEES DE RIESZ

10 Nous avons vu au § IV, n°10, que si f est un atome

(10.1) 0 sup  f,g >
=a

où g = go - ~ et 1 pour i=0,...,~ . D’après le g IV ~7

on a donc

~f~H1a ~ 03B8 sup ~g~*~1f,g> ~ 03B8~f~H1p ( th. de dualité, n°9 : )

mais d’autre part, au § V n°6 nous avons vu l’inégalité inverse : H1a ~ H1n
avec une norme plus forte. Au g IV n~2 nous avons vu que g~ .
Ainsi H~ et H~ induisent sur ~ des normes équivalentes. D’après le n°9,
l’inclusion H10 ~H1a~H1p nous donne par complétion H10=H1a=H1p. Cela mérite
un énoncé ( qui nous autorisera à écrire simplement H désormais ) :

11 THEOREME . H1a et H1p sont identiques, et les transformations de RIESZ
R. se prolongent en opérateurs continue de g dans lui même.

En effet, les R. sont définis sur g~ 1 qui est dense, et nous avons vu
à la fin du n° V. i que 1  

Sp =~ ’

REMARQUE. Le lecteur pourra s’amuser à démontrer que ~ est dense dans ~
( ce qui est à proprement parler, avec le théorème 2, le théorème de

FEFFERMAN-STEIN analytique ) en utilisant seulement le théorème 2 et la

détermination du dual de H~ ( g IV, n~4 ), sans recourir aux théorèmes

des n~s 6-8 ( ce n’est tout de même pas évident ).

OPERATEURS D’ESPERANCES CONDITIONNELLES ET BMO
12 Nous revenons maintenant sur le lemme 4. Notre but est de lever l’

hypothèse que V soit bornée, et nous ne donnerons donc pas de nouvel

énoncé - d’autant plus qu’il y a un point délicat 1

Toute martingale de norme ~M? ~ 1 est différence de deux martinga-

les positives de norme 2 ( c’est le fait que la fonction x ou x"

est lipschitzienne de rapport 1 ; la démonstration est toute analogue à

celle du S I, n°s 3-4. Nous supposons donc V positive .



165

Nous poserons k(XT ) = E"[V IXT ] ( aucune difficulté quant à l’exis-

tence de k, puisque V~~0 ) et = E ]. La fonction
x ~ xAn étant lipschitzienne de rapport 1, le lemme 4 entraine que

~~~V~ reste uniformément borné.

Maintenant, on utilise le petit lemme analytique suivant

13 LEMME. Soit (kn) une suite uniformément bornée dans BMO , qui converge
en mesure vers k. Alors ou bien ou bien 
la suite kn converge faiblement dans BMO vers k ( en particulier keBMO ).

DEMONSTRATION. Soit J le cube unité. Nous faisons une extraction de sous-

suite, sans changer de notation , assurant les propriétés
(1) kn -~ k p.s. (2) les moyennes kJ tendent vers .

D’après le § III, n°1 , nous avons

sup  oo , est la mesure Q~ ( 0, . )~q~ ~.
Faisant une nouvelle extraction, nous supposons que les kn-kJ convergent
faiblement dans Z2(~,) vers Si a est un (9,oo)-atome, on a a/q1
eL~(~i) , , donc = lim et sup est fini, de sorte

que L appartient à BMO , et que la suite converge faiblement vers

t dans BMO.
D’après le théorème de HAHN-BANACH, il existe des fonctions hn telles

que i) hn appartient à l’enveloppe convexe de la suite ii)
hn converge vers t dans fort. Ecrivons hn comme combinaison convexe

f inie ~ avec i~n , et 7~. kl ; nous avons
(1) ;P ~ k P.s. (2) lnJ ~ 03B3 (3) ~ l dans L2( ) fort.

Il existe alors une sous-suite de (Ln) qui converge p.s. vers £ , , et on

en tire £ = k-Y . Donc ou bien Y = ±~, et k=too , ou bien et kBMO,
Quant à la convergence faible, si raisonnement montre que toute

sous-suite de (kn) qui converge faiblement vers j dans BMO est telle que

j=k à une constante près. Comme BMO est un dual, la boule unité de BMO
est faiblement compacte, et toute la suite (kn) converge vers j. 

---

REMARQUE. Soit kBMO positive, et soit kn=kAn ; les kn sont uniformément
bornées dans BMO , et le lemme entraîne que faiblement dans 

Ce lemme étant établi, nous revenons à la situation initiale : il

s’agit d’examiner si la fonction positive k telle que |XT ]
peut être p.p. égale à +ce. Nous utilisons l’inégalité de 
BERG de la manière suivante. Soit ~p(x) une fonction positive d’intégrale
1 sur ~~, et soit a la loi initiale portée par l’hyperplan ~u=a~, de



166

densité 03C6 par rapport à la mesure de Lebesgue de l’hyperplan. D’après
l’inégalité de JOHN-NIRENBERG, des que c positif est assez petit
( dépendant seulement de nous avons Ou encore

ce

Utilisons maintenant la concavité du log : nous avons 
1

+ log ce p.s.

’ 

et il reste seulement à voir si E03BBa[log 03C6(X0)|XT0 ] est p.s. finie. Mais
cela se calcule explicitement 1 c’est où

j(x) = /Qjx,dy) 
et on constate que si l’on prend encore une fois ~(x)=q.(x), cette inté-

grale est convergente. Nous avons donc prouvé l’extension du lemme 4 sans

restriction.

14 Nous avons en fait prouvé un peu plus. Supposons 1. Alors

c peut être choisi indépendamment de V, et si nous posons

h(X~ ) = 
nous avons )]~ ~ . La formule que nous avons écrite plus haut
pour majorer k 

et par conséquent

  

- ’-0 " -’-0 - 0
La fonction j est localement bornée. Donc si L est un compact nous

avons, avec une constante 9 dépendant de L

donc finalement

(14.1) 1 
si L est compact, V étant positive,Î ~0""

Mais qu’est ce que cela signifie? Tout simplement que la fonction positive

IL appartient a g (B ) . Contrairement à H’ , qui ne contient que des
fonctions d’intégrale nulle, il y a des éléments positifs dans les espaces

H (À ) lorsque a est fini.
=p a

15 Encore une conséquence. Soit f une fonction qui appartient à et

soit la martingale associée. Nous savons que la variable aléatoire

M,M>~ = ~02grad2f(Bs)ds

appartient à BMO(p) pour toute mesure p. Il en résulte que si l’on po-
se = k(X,p ), k appartient à Or l’expression de

1. Ne pas confondre X0 ( position de départ, relative à l’hyperplan et X,p ( position d’arrivée, sur l’hyperplan )u=0()



167

k est connue ( sém. X, p.132 ). En explicitant la dépendance en a

k 
a 
(x) = 

2

d’après le théorème qui vient d’être établi, Faisons

tendre a vers +0153 , et appliquons le lemme 13. Il vient

THEOREME. Soit feBMO . Ou bien la fonction de LITTLEWOCD-PALEY

(15.1) 

est p.p. éale à +0153 , ou bien elle appartient à avec 

Il s’agit bien sûr d’une simple curiosité mathématique.

VII . DEFINITION 
1 AU MOYEN DES FONCTIONS MAXIMALES

La démonstration du théorème de dualité au paragraphe précédent a

reposé entièrement sur les propriétés (1.1) et (1.2). Nous avons démon-

tré (1.1) au moyen des transformations de RIESZ, mais nous allons déve-

lopper dans ce paragraphe des méthodes directes pour y parvenir. D’une

manière précise, nous allons établir le théorème de BURKHOLDER-GUNDY-

SILVERSTEIN, que nous énonçons à présent.
1 DEFINITION. Soit f une fonction sur Nous définissons la

fonction maximale radiale f~ et la fonction maximale conique f~ associées

à f comme les fonctions sur R03BD

(1.1) t"(y) = tf(y,u))

(1.2) f~(y) = jf(x,u)t.

Ici F est le cône }(x,u) : d’ouverture t. Nous prendrons

toujours t=1 dans la suite, d’ailleurs, mais si l’on voulait faire une
théorie sérieuse il faudrait se laisser la possibilité de varier t.

2 THEOREME, f note à la fois une fonction prolonseable sur &#x26; et son ro-

longement harmonique à Les propriétés suivantes sont équivalentes.

. a) f e H~ b) c) f~ e L~ .

et les trois normes ))f)Ll , ’ sont équivalentes.

DEMONSTRATION, a) => b) . Nous savons que  ce . Nous

avons alors - 

" 

ëp

Or qu’est ce que E03BBa[foXT|XT] pour 0:ba ? Il résulte très simplement

de la symétrie du noyau ~ de POISSON que c’est 

Le cote gauche vaut donc et en intégrant on ob-

tient 
~ 0

 sup0t~2a |Qt(x,f)| ~ ~f~H1p(03BBa)

il ne reste plus qu’à faire tendre a vers l’infini.
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REMARQUE. Pour b>a on a E03BBa[foXTbI{Tb~}|XT0] = de sorte

que la vraie formule relative à 03BBa est

/ x(dx)  (03BBa)
Cela ne sert probablement à rien.

3 b)=>c) Nous allons commettre une escroquerie, en déclarant qu’il s’agit
1à d’un résultat d’analyse1. Nous utilisons le lemme suivant, que nous ne
démontrerons pas ( il est dû à HARDY-LITTLEWOOD, et démontré dans [PS],
lemme 9.2 ). Il n’est pas évident.

LEMME. Soit f gne fonction harmonique dans une boule H de centre x, et

soit v=|f|1/2. 

Alors
(3.1) VX> v(y)dy

Ce lemme étant admis, nous prouvons que f03BB  pour toute fonction
harmonique f . Soit g = (f=)1/2, et soit M 1a fonction maximale de

e

HARDY-LITTLEWOOD relative à g , c’est à dire

5.2> Mgx> = SUP  B boule de B" Centrée en x >

Il suffit de prouver que I.IJ’B 2 en tout point x, car on en
tire 03B8~g~22 = 03B8~f=~1 ; la seconde un thé-

orème classique [S], théorème 1, p.5 ) et plutôt facile.
Plaçons nous donc au point 0 . Il nous faut montrer que pour tout § =

(x,u) tel que on a Soit v=|f|1/2 , soit H la

boule de centre (x,u) et de rayon u , soit B la boule de centre 0 et

de rayon 2u, et soit enfin T=Bx[0,u]. Nous avons H~T , mais le rapport
]T]/]H] reste borné. Alors d’après (3,1)

v(§.) $j/ v(?)d? j#j/ v(?)d? g(z)dzdw
1/2 = |1/2= g(z)car nous majorons v(z,w> = par 1/2= i(z>

~(É) ~ ÙÎl 1 ~ °

4 c)=>a). Nous suivons le raisonnement même de BURKHOLDER, GUNDY et SIL-

VERSTEIN. Nous prenons une fonction continue f sur le demi-espace ouvert,

sa fonction maximale conique f, sa maximale probabiliste f*(w> =

suptT0 |f(Bt(03C9))|, et nous Prouvons que Pour tout a>° et tout c>°
o 
p ex(f > c ) ( 6 dépend de 03BD seulement)

d’où par intégration ~f~H1p(03BBa) ~ 03B8f03BB , et il reste seulement à faire

tendre a vers +co . 

1. Après tout, nous aurions pu décider que «le dual de H1est BMO »
est un théorème d’analyse, et rester au lit.
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DEMONSTRATION. Soit E l’ensemble ouvert soit B la réunion

de tous les troncs de cônes Ce ouverts (~eE) , et soit A la trace de

B sur le bord ( cf, dessin ).
Nous notons les points suivants

- A est l’ensemble ~f > c ~ l
- Il suffit de raisonner lorsque A(A)oo . Mais

la mesure de la trace de C sur le bord ma-
jore Donc A(A)oo. entraîne que la hauteur
de E est bornée. Nous prendrons a plus grand

que la hauteur de E .
- Soit § un point de B. Alors le cône C~ de sommet est contenu dans

B, et la probabilité partant de § de rencontrer la base A~ du cône
est une constante Q>0. A fortiori, la probabilité partant de § de
rencontrer majore 9 .

D’après la propriété de Markov forte, pour tout ? , , Ptrencontrer A~
> 03B8P~{rencontrer BJ .
Alors, B contenant E : . ..

P03BBa{ rencontrer P a rencontrer B} ~ 1 03B8 P a (rencontrer A}=1 03B803BB(A).
Le théorème est établi.

Revenons maintenant au § V, n°8 . Nous y avons prouvé directement, sans

faire appel aux transformées de RIESZ, que si j est un atome la fonction
maximale radiale j= est intégrable, et nous avons signalé au n°9 qu’on
peut faire aussi la même vérification directe pour j ( ou bien appliquer
la partie du théorème précédent ). Alors le théorème de BURKHOLDER
GUNDY et SILVERSTEIN nous affirme que les atomes appartiennent ...

et nous avons rendu la théorie de la dualité indépendante des transforma-
tions de RIESZ. Cela donne tout son sens au paragraphe suivant.

VIII. THEORIE PROBABILISTE DES TRANSFORMEES DE RIESZ

1 Nous allons utiliser ici pour la première fois les notions définies

dans les passages entre astérisques *...* du § 2, n°3. Etant donnée une
fonction prolongeable f , et la martingale associée nous

considérons la seconde martingale 
~

(1.1) M- D-f(B )dU , M~,M~>t = tT002(D~f(Bs))2ds

et nous utilisons le fait que M est la projection de M sur le sous-

espace stable formé des intégrales stochastiques par rapport au mouvement
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(Ut-Ua) nul en 0, et le fait que les projections diminuent les normes
dans H1p( ) quelle que soit la pour écrire que

(1.2) ~M~~H1p( ) ~ 03B8~M~H1p( )

Cela vaut aussi pour les mesures ~, positives non bornées, et en parti-
culier pour les mesures À . D’autre part, on a M ,M >~ ,M >t 

donc aussi 

.En particulier, considérons une seconde martingale ), et

écrivons l’inégalité de FEFFERMAN probabiliste 
0

(1.3) E [m0|d[M~,N~]s|] ~ 03B8~M~~H1p( )~N~~HMO ~ 03B8~M~H1p( ) ~N~BMO
Le côté gauche s’écrit  > . Prenant jj.==B , puis faisant
tendre a vers oo, et enfin multipliant par 4 pour obtenir une égalité
un peu plus loin, nous obtenons

ao

(1.4)

(1.5) la forme bilinéaire A (f,g)= 4dx~ uD~f(x,u)D~g(x,u)du est
bien définie sur et bornée.

Nous démontrons maintenant que la forme A peut s’utiliser aussi bien

que la forme A :

2 THEOREME. Si f est un (1,0153 )-atome. si g appartient à BMO , on a A~(f,g)=
A(f,g) ( = /fgÀ , , cf. § V, n°11 ). 

__

DEMONSTRATION. D’après (1.4) et le résultat analogue pour A ( ~ V, formule
(3.4)) , , il suffit de démontrer que, pour tout u>0

(2.1) 2/ D~f (x,u)D~g(x,u)dx = ~gradf (x,u~gradg(x,u)dx

Lorsque g appartient à L2., c’est le théorème de Plancherel. Il reste à

justifier un passage à la limite. Nous introduisons la mesure ~,=~1(0,.)
et montrons que ( f restant un atome fixé ) > les deux membres de (2.1)
définissent des formes linéaires continues sur L 1 (p.) ; comme L ? (B) est

contenu dans Z1(~.) et dense dans Z1(~,), comme d’autre part L (~.) contient
BMO ( § III, n°1 ) nous aurons démontré le théorème.
~ 

C’est très simple. Nous posons = et nous vérifions

que c’q1(x). Le côté gauche de (2.1) s’écrivant

2~,(S~f)(~~g)> , il nous suffit de majorer  Comme f est

bornée à support compact, nous avons cq1(x) ( une autre constan-

te c ) , et nous pouvons remplacer par c . Nous majorons 

par cQ11g1 , de sorte que ce qu’il nous reste est Mais ~,Q1
est la mesure Q~. (0,.), elle est elle même majorée par c~,, et finalement



171

il nous reste une majoration en c~.,~g~> = 1 
(~) 

. On procède de même

pour le côté droit. 
i p>

3 COROLLAIRE. Si feHB gBMO , on a A (f,g) = A(f,g).
Le théorème suivant est énoncé sous une condition trop forte : il

suffit certainement que g soit prolongeable. Mais je ne sais pas le

démontrer.

4 LEMME. Soit gL2 telle que V((D g)2) soit bornée par une constante c2.
Alors g appartient à BMO et on a Qc .

DEMONSTRATION. Soit f un (1,00 )-atome. Introduisons les martingales
y N = g(BtAT ) et les deux martingales radiales correspon-

dante M~t=D0~f(Bs)dDs, N~t = t0D~g(Bs)dUs, nulle s pour t=0. La

martingale M est bornée dans H1(h ), il en est de même de sa projection

M~ sur le mouvement brownien (Ut) ; d’autre part (N;) appartient à BMO
avec une norme  c. Le théorème de FEFFERMAN probabiliste nous donne

E03BBa[~0|d[M~,N~]s|] ~ 03B8~f~ H1c ~ 03B8c puisque f est un atome

ou encore  h , > ~ 9c. Faisons tendre a vers +00, nous

obtenons Qc . Par le théorème de Plancherel - c’est ici qu’
intervient l’hypothèse que geL2 - cela s’écrit Qc , d’où en passant
au sup sur f Qc avec un autre 9 .

5 LEMME. Si gL2~BMO , R.g = h appartient à L2~BMO ( la transformée de RIESZ
est ici définie~sur L2 au moyen du multiplicateur de Fourier : cf. § IV
n° 1 ) et on a 

DEMONSTRATION. Passant aux prolongements harmoniques, y on a heL , D h(x,u)
= D g(x,u), donc V((D h)2) ~ (~ III, n°3 ), après quoi
on applique le lemme 4.

Et nous montrons enfin que les R. définissent des opérateurs continus
dans H1 : comme H1~L2 est dense d ans H i il suffit de montrer :

6 THEOREME. Si fH1 ~L2, on a 
DEMONSTRATION, On applique le théorème 6 du § VI, suivant lequel il suf-
fit de montrer que |Rjf,g>| ~ 03B8~f~ H1~g~* pour gBMO~L2 . Comme tout est
dans L on écrit ,Rjf,g> _ -f,RjgS = et on applique l’inégali-
té de FEFFERMAN en tenant compte du lemme 5 pour évaluer 



LE DUAL DE H1 (w) : : DEMONSTRATIONS PROBABILISTES

EXPOSE III : t APPENDICES DIVERS

Nous commençons par un paragraphe court et facile, qui démontre à
partir d’un petit résultat de retournement du temps deux propriétés ad-
mises dans les exposés principaux. Puis nous donnons un long paragraphe,
qui n’a pratiquement plus rien à voir avec la dualité H~-BMO , dans le-
quel le demi-espace fermé est interprété(d’une manière qui nous semble
plaisante ) comme un compactifié de MARTIN du demi-espace ouvert relative-
ment au semi-groupe de GREEN. La corésolvante, le semi-groupe retourné,
etc, s’écrivent explicitement, et divers lemmes techniques de la théorie

classique de la dualité H1-BMO ( tels que ceux qui concernent les " mesu-

res de CARLESON " ) apparaissent plus ou moins comme des résultats de thé-
orie du potentiel. Finalement, un troisième appendice présente quelques
problèmes ouverts.

App.I . RETOURNEMENT DU PROCESSUS.DE CAUCHY

1 Considérons le mouvement brownien (Bt), avec la mesure initiale e~
(S==(x,a)). Nous savons que ( qui est aussi la probabilité pour

que le mouvement brownien horizontal (Ut) issu de a rencontre 0 ) est
égal à 1. Comme les trajectoires de (Ut) sont continues, nous avons aussi

pour tout se]0,a[ . Toujours d’après la continuité des tra-
jectoires de (Ut) , nous pouvons écrire

BT s = (XT s ,s ) pour 
Nous poserons pour O

(1.1) C s = XT = XT 
s 

( v.a. à valeurs dans w )

Quelle est la loi du processus (C ) ? Lorsque s croit, le temps d’arrêt

T croit, et si nous posons G = FT 
a-s 

, la propriété de Markov forte

du mouvement brownien (Et) nous donne, sans aucune peine, que

(1.2) Qt-s(Cs,f) si 
pour toute fonction borélienne bornée f sur Cette formule n’est rien
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d’autre que l’interprétation des fonctions harmoniques au moyen des

martingales, que nous utilisons depuis le début : en effet, supposons

que l’on ait t=a , et soit f(x,u) le prolongement harmonique de la
fonction f ; le processus (f(Bt)) étant une martingale bornée, nous pou-
vons lui appliquer le théorème d’arrêt de DOOB, et écrire que pour tout

T~T0 E03BE[f(BT0)|FT ] = f(BT) 
= p.s.

et on obtient alors (1.2) en prenant T=T a-s : alors BT=(Cs,a-s)
f(BT) = 

Mais d’autre part, (1.2) signifie que le processus est un

processus de Markov relativement à la famille (G } , gouverné par
le semi-groupe de CAUCHY (Qt), et issu du point x ,_ ‘

( De là la notation Ct pour les variables aléatoires du processus 1 )

Maintenant, intégrons par rapport à la mesure processus

(Ct) reste un processus de CAUCHY, mais avec la mesure initiale B au lieu
de Nous remarquons maintenant que le semi-groupe (Qt) est self-adjoint
par rapport à sa mesure initiale À, qui est invariante, et nous invoquons
un argument extrêmement classique de retournement à un temps fixe pour
en déduire

(1.3) Le processus retourné est encore, pour la mesure P À a,
un processus de CAUCHY de mesure initiale À .

Il faut faire une petite remarque, toutefois : le processus (Ct) n’est pas
continu, mais continu à droite et pourvu de limites à gauche ( pourquoi ?)
et l’on a p.s. pour tout t. Si l’on veut que le retourné soit un

vrai processus de Markov continu à droite, il faut considérer le processus

C au lieu de Cs .
2 Nous établissons maintenant la propriété admise au § II, n°4 . Nous

savions que pour une mesure P~ des v.a. de la forme

Mn = fnXT1/n ( fn boréliennes sur R03BD)

avaient une limite p,s., i.e. que les v.a.

M = lim inf fnXT1/n , M = lim sup fnXT1/n

et notre problème consiste à savoir s’il existe une fonction borélienne
cp sur le bord telle que P -p.s. 

.

Première remarque : la fonction est harmonique dans le demi-

espace ( cela résulte aussitôt de la propriété de Markov forte ), et po-
sitive. Si elle est nulle en un point ~, elle est identiquement nulle.
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Donc nous avons aussi 0.

Maintenant, retournons le temps. Soit ,0st). Comme f XT
= fnoC1/n est G. y-mesurable, M et R sont mesurables par rapport à la 

1/n

tribu ~Q~ = R G1/n , Or d’après la «loi de tout ou rien» des bons proces-
sus de Markov , tout élément de est égal à un élément de

0 = T(0+), et comme = 0 p,s., il existe une fonction borélienne
~ telle que p.s..

La fonction harmonique est positive, nulle donc

identiquement nulle, et nous avons fini. 
~

3 Maintenant, nous allons appliquer la théorie du processus de CAUCHY à
l’étude de l’espace H~ . Nous remarquons que , lorsque nous avons à notre
disposition un semi-groupe de Markov (Qt) tel que le semi-groupe de CAU-
CHY, et une mesure invariante telle que À, nous pouvons construire un

processus de Markov continu à droite

(3.1) ~~F~P ~ ’ Gt’ -~~t~s )
gouverné par le semi-groupe (Qt), et tel que pour tout t

- bien entendu, P n’est pas une loi de probabilité : La partie du proces-
sus qui nous intéresse est celle qui correspond aux temps né tifs.

Soit f une fonction prolongeable sur le bord. Notant f comme d’habi-

tude son prolongement harmonique, nous avons que pour t0

(3.2) f(Ct,-t) = p.s.

et le processus du côté gauche est continu à droite, puisque f est conti-

nue et le processus (Ct) continu à droite. On peut donc si l’on veut
remplacer Gt par Gt+ du côté droit, appliquer le théorème d’arrêt...

Il est bien connu en théorie des probabilités que la tribu est

dégénérée, et l’on montre aussi en théorie des martingales que, dans ces

conditions, si M est une v.a. intégrable, converge p.s. ( mais

non nécessairement dans L~) vers lorsque t-~ -ao, tandis

que si M appartient à LP, 1poo, converge dans L~ vers 0. Ces

résultats de convergence en mesure infinie ne sont pas absolument clas-

siques. On les trouve par exemple dans le cours de CHATTERJI ( Lecture

Notes n° 307 ).

Puisque nous avons associé une martingale (3.2) à toute fonction

prolongeable, nous pouvons introduire la variable aléatoire

(3.3) f~ = supt If(Ct,-t)1 t variant de -oo à 0
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et introduire le nouvel espace H1 ~ relatif au processus de CAUCHY
4 DEFINITION. IIf Il 1 = E[f*] f ~1 = ~ 1 f : 1 1 

 a~ ~ .H c -c H
=c =c

Nous allons vérifier que H1 = H1 , mais seule l’inclusion H1 c H1- ~ =c =p =c =p
nous sera vraiment nécessaire.

5 THEOREME. H~ == H~ .
=c =p

DEMONSTRATION. Soit f~a ~ Comme le processus 
.

a même loi que le processus ( ~T ) -at0 pour la mesure P~

nous avons IIf IIH1 . Il ne reste plus qu’à faire tendre
a vers +00 .

Pour voir l’inclusion inverse, nous écrivons que 

Q-2t(CO,f), donc
E[ supt~0 |Q-st(C0,f)|] ~ E[E[f*c|C0]] = ~f~H1c

de sorte D’après le théorème de BURKHOLDER-GUNDY-

SILVERSTEIN, cela entraine 
=p =c

Maintenant, soit converge p.s. vers 

lorsque t->-oo , avec domination par f* intégrable. Comme la seule cons-
tante intégrable est 0, nous voyons que /fÀ=0 ( nous avions montré que
toute fonction de H1 est d’intégrale nulle au moyen de la transformation

de Fourier 1 ) . Alors -.~ 0 dans L , ce qui signifie que
(6.1) lorsque si feH1
C’est.la propriété dont nous avions eu besoin au §6 n°8. En fait, on a
mieux : les variables aléatoires

(
tendent p,s, vers 0 lorsque t-~-oo ~ en restant dominées par f . Cela
signifie que 1 -> 0 lorsque et d’après le théorème 5, y que

(6.2) dans H 1 lorsque si 

Cela peut se déduire très simplement de (6.1) au moyen des transformées
de RIESZ, mais la démonstration probabiliste est plus générale.
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App. 2 . LE DEMI-ESPACE COMME ESPACE DE MARTIN

Il est bien connu que la compactification de MARTIN du demi-espace
ouvert est le demi-espace fermé. Néanmoins, la manière dont on fait la

compactification de MARTIN en théorie classique du potentiel, en norma-
lisant la fonction de GREEN par la condition d’avoir la valeur 1 en un

point fixé, ne respecte pas la structure du demi-espace ( déterminée
par deux types d’opérations : d’une part, les translations parallèles
à l’hyperplan bord ; d’autre part, les homothéties relatives à un point
du bord ). Ce que je voudrais montrer ici, c’est que le demi-espace peut
être considéré comme espace de MARTIN pour une autre normalisation de la
fonction de GREEN, de manière à respecter cette structure. Cela n’a rien
à voir avec la théorie de la dualité elle même, mais éclaire certains
aspects de la démonstration classique du théorème de dualité.

LE MOUVEMENT BROWNIEN A UNE DIMENSION ET LE PROCESSUS DE BESSEL

1 Le semi-groupe du mouvement brownien "horizontal" ( sur  ) a été
noté (P;) dans l’exposé I. Dans les quelques numéros qui suivent, il n’y
a aucun risque de confusion, et nous lui enlevons sa flèche.

Le mouvement brownien sur la demi-droite positive, tué en 0, admet
le semi-groupe de GREEN (Gt) (plus loin G; ) de résolvante (Vp) et
de densité

(1.1) gt(x,z) = pt(x,z)-pt(x,-z) (x>0, z>0) 
.

ce qui permet de calculer sa résolvante. Connaissant l’expression

classique de la résolvante du mouvement brownien

(1.2) 1 
nous formons u et obtenons la densité de 

formule sans doute un peu inutile, mais qui pour p=0 nous donne un

résultat important

(1.3) v(x,z) = xAz .

2 ’ Nous posons maintenant ~(z)=z . Introduisant le mouvement brownien
(Zt) sur R , et désignant par TO le temps de rencontre de 0, nous

avons 
= 

1. Dans les exposés I et II, le mouvement brownien "horizontal" est
noté (Ut), non (Zt). La notation (Zt) vient d’une rédaction anté-
rieure, conservée par paresse.
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pV (x,z) _ E [ T00 + TO e -ps dZs ] = E x [Zp] = X = L(X)

Nous voyons donc que L est invariante pour le semi-groupe de GREEN,

Cela nous permet d’introduire un nouveau semi-groupe, markovien,

sur ] 0, a~ [

(2,~) Httx,dz) _ (x>O,z>p)

- plus loin, nous le noterons Ht , La résolvante correspondante sera
notée Wp , qui se calcule connaissant Vp

W p {x,dz) - ZdZ {1J

le point important est l’existence d’une limite lorsque 

{ 2.2) W 
P 
{p,dz) - zdz

Si f est continue â support compact dans [p,oo[ , Wpf est continue
dans [O,oo [ et tend vers 0 â l’ infini. On vérifie aussitôt que les Wp
forment une résolvante de RAY sur [p,oo[, que 0 n’est pas un point de

branchement, d’où l’existence d’un semi-groupe de FELLER prolongeant

(Ht) â la demi-droite fermée. Il est intéressant de savoir calculer

Ht(O,dz). Rappelons que si l’on pose
(2.4) ~t(ds) - ~- t e-t2/4s s-3/2ds
on a ~0 t(ds)e-ps = e-tp ao { on a déjà utilisé cela dans le sém. X,
p.1 2 7 ) . Alors la relation t {0 dz)e-ptdt = zdz s’inverse et

nous donne

s-3/2 2 -z2/4s
{2.5) Hs(p,dz) - 2 n z e dz

[ Une remarque ici, pour faire joli, mais qui ne sera pas utilisée:

ces mesures de probabilité forment une loi

d’entrée du semi-groupe {Ht) sur ]O,oo[ , soit Les mesures

1j forment alors une loi d’entrée non bornée pour le semi-groupe
s

{G t ), la fameuse loi d’entrée d’ITp, correspondant au "mouvement 
brow-

nien issu de 0 et tué en 0", cf. le séminaire V p.187 ~.

3 Nous faisons quelques calculs plus précis sur le semi-groupe {Ht)’
Pour cela, il nous faut quelques notations. 03A9 désignant l’espace 

des

1, Noter pour p=0 l’expression simple: {2,3) W{x,dz) - dz .
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applications continues w , à durée de vie ~(co), de dans 

avec les applications coordonnées notées Z., nous pouvons munir
0 de diverses mesures :

- mesures P~ ( espérances relatives au mouvement usuel issu

de x ; la durée de vie correspondante est infinie p.s..
- Mesures 9§ ( espérances relatives au semi-groupe de GREEN

(x > 0 ; on les obtient en tuant le mouvement brownien à l’instant T~).
- Mesures P~’ ( espérances E~’ ), relatives au processus de Mar-

kov gouverné par (H+)y issu de 
Rappelons quelques formules relatives au mouvement brownien ordinaire.

D’abord, pour la loi P~ le processus Z.-21 est une martingale. Donc
aussi le processus arrête à ce qui entraîne en particulier que

(3.1) E~] = 
Nous avons aussi pour x>0

(3.2) = = = 2 xEx[t^T0]
D’autre part

(3.3) E~~ ] ~ ~[~ ~(Z~)] = ~)td = 
Reprenons (3.2) : donc pour x>0

(3.4) Ex/zo[Zt] = /t0Ex/zo[2 Zs]ds
Ne nous occupons pas pour l’instant de ce qui se passe pour x=0 :

les processus gouvernés par pouvant être réalisés sur l’espace d’

états ]0,oo[, les processus conditionnels gouvernés par peuvent
être réalisés sur le même espace d’états, ce qui signifie que le point
0 est polaire pour le semi-groupe (H+). Le sens de (3.4) - auquel on
joint l’intégrabilité de Z., formule (3.2) - est le fait que le proces-
sus 

.
(3.5) Mt = Zt - t0 2 Zsds
est une martingale pour toute loi P~’ , x>0 . Soit t rationnel, et

soit A l’événement

) limn 03A3i (Mtn -Mtn )2 ~ 2t 1 , où tni = ~ ~- 1 
~ "

Nous avons Px/zo(A) = - A~{t~}z(Zt)Pxo=0, car pour la (Z.)
est un mouvement brownien tué à l’instant ~, tandis que l’intégrale
est à variation bornée sur [0,t] puisque Il en résulte que .

est un mouvement brownien pour ?o ~ ~~ *
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Maintenant, plaçons nous en 0 . Nous avons diaprés (2.2)

= = = 2p-3/2
d’où l’on déduit que pour(presque)tout t

(3.6) E~[Z~] = 2~Fr(3/2) = 4~
formule peut être intéressante. Un calcul analogie donne

(3.7) = 1/03C003C4 pour (presque) tout t

Noter qu’en tout cas, d’après le lemme de Fatou, E~ [Z~] ~~/F,
et E0/o[t2 Z ds ] ~ t. Donc le processus (Mt)t>0, pour la mesure

P~~, est une martingale bornée dans 1~ au voisinage de 0. Elle con-

verge donc vers sa limite p,s. dans LB et le processus (M~)~o
est une martingale. On vérifie alors aussitSt que c’est un mouvement

brownien issu de 0. (3.6) et (3.7) ont alors lieu pour tout t.

Cela nous permet de calculer le générateur infinitésimal du 
semi-

groupe (H.) de manière très précise. Soit f une fonction de classe

C~ sur B. ( cette hypothèse est trop forte, mais peu importe ).

Appliquons la d’ITO a où A~= / Il vient

f(Z~) = + /~(~)dZ~ + ~ 
ou encore

(3.8) f(Zt) = + + 

ou 0 est l’opérateur de BESSEL D2+ 2 zD . C’est pourquoi nous appellerons

(H.) le semi-groupe de BESSEL.
En particulier, si f est l’application identique, 

nous voyons que

(Zt) satisfait, pour la loi àune équation différentielle sto-

chastique

Zt = Mt + t0 2 Zsds , Zt ~0 , Z0=0

où (M ) est un mouvement brownien issu de 0. Il est amusant de remar-

quer, comme McKEAN l’a fait, que cette équation a une solution unique.

Car soient Z et Z1 deux solutions ; fixons M et posons 

f~(t)=Z~(u)), et enfin h(t)=g(t)~. Nous avons g’(t)
== -2g(t~/f(t)~(t)~ donc h’(1)~0, et comme h est positive avec h(0)=0
on a h-0 . Ce raisonnement s’applique en fait aux solutions 

issues du

même point x>0 , et non seulement aux solutions issues de 0.

Une conséquence, qui fait le lien avec l’interprétation classique

du processus de BESSEL. Considérons un gouvernent 
brownien (B~) à

trois dimensions issu de 0 ; on sait qu’il ne revient jamais en 0, 
et
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on peut donc appliquer la formule d’ITO à la fonction qui
est deux fois dérivable hors de l’origine. Il vient

~~.!~~ ~A~-~.
La première somme est un mouvement brownien, la seconde se réduit

à 2t0 ds |Bs|, et on retombe sur la même équation différentielle sto-

chastique. On peut en déduire que le processus a même loi que
le processus pour 

4 Deux résultats sont clairs sur l’interprétation brownienne ( mais
peuvent aussi se vérifier directement ). Le premier, c’est le compor-
tement des trajectoires du processus de BESSEL ( i.e. du processus

pour la mesure P~’ ) : elles ne passent jamais par 0 pour t>0,
et s’éloignent indéfiniment pour Le second, c’est le caractère

"stable d’ordre 2" du semi-groupe (H~) relativement aux dilatations de
la demi-droite positive. Faisons opérer la dilatation x-cx (c>0) sur
les fonctions et les mesures par

c.f(x) = f(cx) c.p. = 

de sorte que  > =  > , et sur les noyaux par

= 

( la mesure du noyau dilaté c.A au point ex est la dilatée de la
mesure A(x,dy) du noyau A au point x ). Dans ces conditions, on a
(4.1) 

5 Les calculs suivants n’ont probablement pas d’intérêt, mais
nous les recopions tout de même. Il s’agit de calculer certaines
probabilités de passage relativement au semi-groupe (H.). Notons T
le premier passage par u, et posons A=)u) ; on suppose d’abord x>0 .

= p-réduite de 1 sur A relativement à (H.), en x
=~-~. p-réduite de ~ sur A relativement à (G ) en x
= 1. p-réduite de 1 sur A relativement à (Gt), en x .

Les p-réduites des points pour sont classiques, et on a

Ex/zo[e-pTu] = u x Sh(xp) Sh(up) si x~u , u x exp(-xp) exp(-up) si x~u
le cas où p>0 n’a en fait aucun intérêt pour nous : seul compte le
cas p=0, beaucoup plus simple, qui nous donne

= 

(5.1) Px/zo[Tu~] = 1^u x

Pour x=0, on a p.s., et cette formule est donc encore vraie.
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SEMI-GROUPES SUR 

6 Nous remettons maintenant leur flèche aux semi-groupes (G;), (H;),
pour rappeler qu’il s’agit de deux semi-groupes sur remar-

quant que le second se prolonge aussi à [O,oo[ de manière naturelle, et
nous construisons sur les deux semi-groupes

(6.1) = ( semi-groupe de GREEN)

(6.2) = ( semi-groupe de BESSEL)

où §=(x,u), ’~=(y,v), Le second semi-groupe peut aussi être considéré
sur Il est aussi markovien ( H.(~,1)==1) alors que (Gt) est
sous-markovien. La relation entre les deux semi-groupes est

(6.3) si L(~)>0

où l’on a posé ï.(x,u)==u . De même , entre les opérateurs potentiels des
deux semi-groupes : pour {Gt), pour (Ht), on a la rela-

tion

(6.4) W(~,d’~) - 

7 Le semi-groupe (Gt) est en dualité avec lui-même par rapport à la
mesure d&#x26;=dxdu , ce qui se traduit par le fait que la densité de

l’opérateur potentiel V par rapport à d1j est symétrique. CHANGEONS DE

MESURE en introduisant la mesure fondamentale

(7.1) m(ds) = ududx

Alors (Gt) est en dualité avec (Ht) par rapport à m, ce qui signifie que
si f et g sont positives,  f,Htg ~m *

Notons pour un instant E l’espace localement compact 

l’espace compact métrisable, compactifié d’ALEXANDROV de Le

semi-groupe qui nous intéresse vraiment est (Gt). Le semi-groupe dual (Ht)
est fellérien sur E, et se prolonge en un semi-groupe fellérien sur 

puis sur B ( le point à l’infini étant absorbant ). Ainsi, É apparaît
comme un compactifié de RAY de E relativement au semi-groupe dual 
c’est à dire ce que l’on appelle, de manière générale, un compactifié de
MARTIN de E pour {G t )~,

Quel est le noyau de MARTIN ? A tout point § de 3 nous associons une

1. Malheureusement, la théorie de la frontière de MARTIN telle qu’elle
est développée d’habitude suppose que la mesure fondamentale m est pure-
ment coexcessive, alors qu’ici elle est co-invariante : la fonction L est

invariante pour (Gt), le semi-groupe dual a une durée de vien infinie.
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fonction excessive k(.,03BE)=(03BE,.) , qui est la densité de la mesure coex-
cessive W(03BE,.) par rapport à m. C’est à dire
- si ~= (x,u) e E , la fonction de GREEN "normalisée" de pôle §

(7.2) k(§,.) = 1 uV(03BE,.)
- si § est le point à l’infini, W(03BE,.) est une masse +00 au point à l’

infini, et la densité correspondante est.nulle.
- enfin, le cas le plus intéressant : si S=(x,0) nous écrivons

. ~~ 0 ( 11~(Y~v) l

Hs(O,dv) nous est donné par (2.5). Donc si l’on pose 

W(~,d’~) - vdvdy

et la grande parenthèse n’est autre ( séminaire X, p.127, formules (6) et

(7)) que la densité qv(x,y) = Qv(x,dy)/dy du noyau de POISSON. Prenant la
densité de par rapport à m(d’~)~ vdvdy, il vient que

(7.3) si ~=(x,0) , k(~,.) est la fonction harmonique q (x,.), noyau
de POISSON de pôle x sur le bord.

Dans ces conditions, nous pouvons aussi écrire :

si f est une fonction positive, et 03BE=(x,0), on a

(7 .4) 
/V §,dq)f( ?) = 

REMARQUE. Si nous prenons comme mesure de référence n(d~) = v2dydv, nous
voyons que le semi-groupe (Ht) est son propre dual par rapport à n, avec
la densité symétrique
(7.5) 
où pour ~==(x,u), u>0

(7.6) C(~,’~) - ~~ ayant la limite au bord ~q (x,y)
tandis que si u=0, v>0(7.7) 0398(03BE,~) = 1 vqv(x,y) = c03BD(v2+|x-y|2)-(03BD+1)/2
ayant enfin la limite au bord

(7.8) si ~=(x~0)f ~1=(Yr0) , ~(~,’~) - 
qui est un noyau de RIESZ d’exposant 1. C’est la notion qui correspond ici

aux "potentiels @"de Mme LUMER-NAIM, à nouveau utilisés par DOOB ( Ann.

Institut Fourier, 12, 1962 ). Je ne sais malheureusement rien en faire.
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8 REMARQUE. Quelle est la "normalisation" des fonctions excessives qui
correspond à cette compactification de MARTIN ? Considérons les mesures

ha ; leurs potentiels de GREEN sont vAa dydv , ils croissent

lorsque a-> +oo vers la mesure fondamentale Si f est une

fonction excessive, la fonction ar~-~ A a ,f> est croissante, et on pose

(8.1) L(m,f) = >

Nous avons vAa dydv , d’où en passant aux densités j~a(d~)V(~,1~)
= vAa , ou  V(.,11) > = vAa. Par symétrie,  ~a, V(~,.) > = uAa et
nous avons d’après (7.2), si u>0

(8.2) L(m, (03BE,.)) = lim -  A , > = lim u^a u = 1

tandis que si u=0 , k(03BE,.) est ( cf. (7.3)) le noyau de POISSON, dont

l’intégrale sur tout hyperplan parallèle au bord est égale à 1. On a

donc pour tout S ( sauf le point à l’infini )

(8.3) . Z(m,k(~,.)) - 1

et l’on comprend pourquoi cette compactification de MARTIN n’a guère
été utilisée. La compactification usuelle permet de représenter, par des

mesures bornées , toutes les fonctions excessives finies en un point xo
choisi à l’avance. Celle ci ne permet de représenter - toujours par des

mesures bornées - qu’une classe beaucoup plus petite, formée de fonctions
excessives intégrables sur les hyperplans. Il faut des mesures non bor-

nées pour atteindre les autres.

LE RETOURNEMENT DU TEMPS

9 Les semi-groupes (Gt) et (Ht), explicitement donnés ci-dessus, sont
. 

en dualité par rapport à m . Quelle est l’interprétation probabiliste de

cette dualité ?

Nous rappelons une forme relativement simple du théorème général du

retournement du temps ( et qui en est la plus importante : ) . Elle est
due à NAGASAWA ( présentée dans le vol. I du séminaire, puis dans le vol.
II avec une généralisation et une erreur, puis reprise dans le Lecture

Notes n°77 sur la frontière de MARTIN, p.34-45 ). Présentons d’abord la
situation :

1. C’est évident lorsque f est un potentiel de GREEN Vg, et toute fonc-
tion excessive est sup d’une suite croissante de tels potentiels. Pour
une théorie plus détaillée de la fonctionnelle L , voir le.séminaire VI,
p. 212 .
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Nous considérons un espace localement compact E, et deux semi-grou-

pes de FELLER (Rt) et (Gt) sur E, de résolvantes respectives (W ) et

(Vp). Ces semi-groupes sont en dualité par rapport à une mesure

m = aW

et l’on suppose que a et m sont des mesures de Radon. Nous munissons

l’espace 0 de toutes les applications càdlàg. de  + dans E, à durée
de vie, de la mesure Pa correspondant au semi-groupe (Ht) et à la mesu-

re initiale a. Nous noterons Bt les coordonnées sur 0 .
[ Dans le cas qui nous occupe, et a est la mesure de

Lebesgue ÀO sur qui n’est pas portée par E : cela ne fait au-

cune différence essentielle ; c’est la situation concrète où nous som-

mes qui nous fait noter P~ les quantités relatives à (Ht). ]
Soit L un temps de retour, c’est à dire une v,a. sur 03A9 satisfaisant

à l’identité

(9.1) Loet = (L-t)+
Le dernier temps de passage dans un ensemble borélien A

(9.2) LA(w) = sup{ t : Bt(w)eAJ ( sup ~ = 0 )

est un temps de retour. Si L est un temps de retour, et si (,
on définit sur ~ le processus retourné de(Bt)à L

(9.3) ~(~)-t)- si si 

[ Dans le cas qui nous occupe, (Et) peut être pris à trajectoires
continues, et B._=B. , donc tout simplement ai 0~tL .J

Voici le théorème de retournement :

10 THEOREME. Pour la mesure Pa, le processus retourné est un processus

de Markov, gouverné par le semi-groupe (Gt), et admettant la mesure

initiale

(10.1) P(f) = Ea[ foBL- 0Lao ~ ( f borél. positive ).

11 Nous appliquons ce résultat au semi-groupe de BESSEL (Ht), avec mesu-
re initiale et en prenant pour L le dernier temps de passage La
par l’hyperplan ~u=a~. Noter que f~ ( nos 4 et 5 ). La mesure ~ est

portée par l’hyperplan {u=al, et manifestement invariante par translation.

Elle est donc de la forme et nous allons voir dans un instant que

c=1 : ainsi

Le retourné à L du processus de BESSEL issu de ÀO est un mouvement
brownien (B ) issu de À et tué à l’instant T0 de rencontre du bord.

[ on a c=1, parce que d’après le retournement J.
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~2 On voit donc que tous les mouvements browniens tués au bord, et

admettant les diverses mesures initiales B , peuvent être plongés com-
me processus retournés dans un même processus, le processus de BESSEL

issu D’une manière intuitive, on peut donc dire que le retourné

du processus de BESSEL issu de ÀO est le "mouvement brownien venant de

l’infini et tué en 0".

Donnons en deux applications . Soit A un ensemble borélien. La pro-
babilité 1 peut asiAstinterpréter comme et lors-

que ceci tend vers P Ainsi 
A a

La capacité de Green de A est simplement la prob abilité de rencontre

de A pour le processus de BESSEL issu de ~C .
Seconde application. Soit f une fonction harmonique. Nous avons

= |f(Bt)|] =

faisant tendre a vers l’infini, nous voyons que

1 = |f(t)|] .
13 Nous poursuivons cette introduction au retournement par des remarques

moins directement liées au sujet principal de ce travail.
On peut encore énoncer le théorème 11 de la manière suivante : si nous

regardons le mouvement brownien issu de X a et tué à que nous le

retournons à l’instant T~ , nous obtenons un processus (Bt) identique en
loi à un processus de BESSEL issu de ÀQ , et tué1 au temps de retour La.
Or nous avons un théorème général sur les processus de Markov, qui nous
dit ceci :

Si nous munissons 03A9 de la mesure Pa du processus gouverné
et issu de a , et si L est un temps de retour, le processus (Bt)
tué à L, c’est à dire le processus

Yt = Bt si Gt~ , si t> Z
est un processus de Markov, gouverné par le semi-groupe (H~c) et issu
de c.a, où c est la fonction excessive pour (Ht)
(13.1) c(~) = P~L>0{ 1
et comme d’habitude

(13.2) si c(~)>0 ,

1. Ceci n’est vrai que parce que Za est p.s. fini, mais le résultat donné
plus bas s’applique à un temps de retour non nécessairement fini.
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Nous ne détaillerons pas les conventions relatives aux 03BE tels que

c(6)==0, car ici c est strictement positive. Pour les détails de ce

théorème - qui est beaucoup plus simple que le théorème de retournement -

voir le séminaire V, p.229 .
Dans le cas qui nous occupe ici, la fonction c a été calculée dans

la formule (5.1) : t >OJ est la probabilité pour qu’un processus de
BESSEL issu de 6 rencontre l’hyperplan )u=aj. Donc

(13.3) Si ~=(x,u) , cj5) = ~!L~>0( = 1A~
14 Nous pouvons retrouver à partir de ce résultat la formule fondamen-

tale des exposés [LP] de l’an dernier ( Sém. X, p.131, formule (17)) : :

si j est une fonction positive

B.. ] = ~0 a^v Qv(BT0 ,j(.,v)) dv
En effet, nous retournons le temps à et le côté gauche devient

puisqu’on conditionne simplement par la valeur initiale, étant

l’opérateur potentiel du semi-groupe (H/cat ) :
= 1 ca(03BE)W(03BE,d~)ca(~)

Comme B.. est ici sur le bord, nous pouvons nous limiter au cas où 03BE=(x,0).
Alors c (§)=1 , et nous avons d’après (7.4)

/W((x,0),d~)c(~)j(~) = 1A~
et c’est exactement l’expression cherchée.

15 Nous appliquons maintenant la théorie du retournement du temps à

la définition et à l’interprétation des limites fines d’une fonction

en un point §=(x~0) du bord.
Soit f une fonction borélienne sur Nous munissons 0 de

la mesure P~ du processus de BESSEL issu ( ici encore, le point

initial est hors de E, mais cela n’a pas d’importance ). Alors les v.a.

lim ~ f(B~) pour t-0 , t>0

sont mesurables par rapport à la tribu ~~ , , et sont donc égales

à des constantes a~(~), ~(~) . Si ces deux constantes sont égales, leur
valeur commune a(§) est appelée la limite fine de f ( il serait

plus juste de l’appeler limite cofine i ).
Nous appliquons le théorème 10, en prenant pour le semi-groupe

de BESSEL, et pour ~ la mesure e- . La nouvelle mesure m 
= e~W admet

pour densité par rapport à m la fonction excessive k(.,5), que nous
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noterons k~ , et le nouveau semi-groupe en dualité avec (Ht) par rap-
port à m n’est plus (Gt), le semi-groupe de GREEN, mais

G/kt03BE(~,d03B6)=Gt(~,d03B6 )k03BE(03B6) k03BE(~)
Si nous retournons à nouveau le temps à l’instant L , nous voyons que
le processus retourné sera un processus de Markov gouverné par (G{kS),
de mesure initiale ? . Nous voudrions calculer ~ .

Pour toute fonction positive j sur nous avons, en désignant

par 7 l’opérateur potentiel V/ks de 

 > = = 03BE[La0 h(Bjds ]

= (nO 13 )

= ~0v^a Q(x,h(.,v))dv ( n°14 )

et cette propriété caractérise la mesure 1 , car une mesure est connue
dès que son potentiel est une mesure de Radon connue. Or vérifions que
la mesure la possède, d’où il résultera que
nous avons bien identifié T=Y . Comme Y est portée par l’hyperplan {v=al,
nous avons k~(1~) - qa(x,y) Y-p.s., donc Y(d1~)/k~(1~) - et

’Y~(d~) - 
Mais le potentiel de Green est connu ( séminaire X, p.131,
formule (16)) : : si C=(z,w), c’est la mesure wAa dzdw. Reste donc fina-
lement la mesure wAa dzdw , et c’est juste ce qu’il nous faut.
Nous avons obtenu :

Le retourné à Za du processus de BESSEL issu du point du bord

est un processus de Markov gouverné par de loi initiale

Revenons alors aux limites fines : l’existence d’une limite fine de

f au point §, i.e. l’existence d’une limite p, s, de lorsque t->0
le long des trajectoires du processus de BESSEL issu de S, équivaut par
retournement du temps à l’existence d’une limite p. s. de f(Bt) lorsque
t tend vers la durée de vie, pour le processus gouverné par (G{kS) avec
la mesure initiale indiquée plus haut ( ou une mesure équivalente, puis-
qu’il s’agit de convergence p.s. ).

1. On pourrait aussi utiliser une méthode directe, en utilisant la loi

de La pour P : 1 pour le mouvement brownien à une dimen-

sion issu de a - puis l’indépendance des deux composantes de Bt.
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MESURES DE CARLESON
Nous allons maintenant faire le lien entre l’interprétation du demi-

espace comme compactifié de MARTIN, et la théorie des mesures de CARLE-
SON telle qu’elle est développée dans [RR].

Nous commençons par quelques notations. Q(x,h) est le cube de ~~
de centre x et d’arête h . est le pavé de 

dont une face est collée contre le bord. Nous posons T(x,h)=T1(x,h).
16 DEFINITION. Une mesure positive ce sur est une mesure de CAR-

LESON s’il existe une constante c telle que l’on ait, our tout (x,h)
(16.1) T(x,h) ) ~ chv

Noter qu’on a alors avec ca=c si a1 , , c = cav si
a>1, - 

La condition (16.1) est satisfaite par avec c=v*B

17 Nous démontrons maintenant le lemme de CARLESON. Nous faisons un des-
sin voisin de celui de la page 169. Etant donné un point § de [,
nous considérons le cône C~ de sommet § dirigé vers la gauche - mais cet-
te fois ce sera un cône fermé - et sa trace [~] sur le bord. Etant don-
né un sous ensemble A de nous posons

(17.1) [A] = U C~] .
§eA

Le lemme de CARLESON affirme que

THEOREME. Si ~, est une mesure de CARLESON, et c est la constante (16.1),
on a pour tout A borélien dans 

(17.2) ~(A)  
DEMONSTRATION. Nous traitons d’abord le cas où A est ouvert. Nous allons
alors modifier très légèrement la définition de [A], en le remplaçant par
la réunion des intérieurs des [~], ce qui revient a établir une
inégalité légèrement plus forte que (17.2). Nous appliquons la partie
facile du théorème de recouvrement de WHITNEY ( STEIN , Singular inte-
grals... p. 167-168 ). Nous pouvons représenter l’ouvert [A] de 03BD comme
une réunion de cubes d’intérieurs disjoints, tels que la
distance de xi au complémentaire de [A] soit ~ e1hi. Soit alors xeQi’
et soit (x,u)eA , On a Toute la boule de centre x et de

rayon u étant contenue dans [A], la distance de x à [A]c est au moins u,
or elle est au plus ahi ( ), donc u ahi , et (x,u) appartient
à Cela signifie que les T (x.,h ) recouvrent A, et nous

avons
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nous avons

(A) ~ 03A3i (T03B1(xi,hi)) ~ 03A3i ch03BDi = 03A3i c03BB(Qi) = c03BB([A]).
Ceci vient d’être établi lorsque A est ouvert. Si maintenant K est un

compact, nous pouvons trouver des ouverts A emboîtés tels que K=n l~,
et alors [K]= n n [An], et la formule précédente s’étend. De là on déduit
que si B.est borélien, on a ( le lecteur vérifiera, par un
argument d’images directes, que [B] est analytique, donc À-mesurable ).

Inversement, ces propriétés caractérisent les mesures de CARLESON.
Car si l’on a pour tout compact, en prenant K=T(x,h) on a
71( [K] ) et ( 16,1 ) est satisfaite.

18 Soit maintenant f une fonction borélienne dans le demi-espace, et

soit f la fonction maximale conique (§ VII, n°1 )

(18.1) f«x) = sup e r x 1 avec rx = {11 : 1

Si B- ~ ( f ~ >t ~ , , nous avons [B ]_ ~ f~ >t ~ , donc >t ~ et

en intégrant de 0 à +00 par rapport à dt

(18.2) 

19 Considérons maintenant le noyau de MARTIN sur ExE 

(19.1) k(~~~1) - ~V(~~~1) si v>0 ; k(~,~) = q (x,y) si ~-(x’u)v ~ 

Le potentiel de MARTIN d’une mesure positive  est la fonction surharmo-

nique positive dans le demi-espace ouvert E

(19.2) K~i(.) = 
Nous prouvons :

Si la fonction K~, est bornée, p est une mesure de CARLESON ( la récipro-
que est fausse, puisque est une mesure de CARLESON si v>0 ).
DEMONSTRATION. Supposons que a . Soit jh l’indicatrice de T(0,h).
Nous allons prouver que

(19.3) Qh pour 

Cela entraînera

 / 
" 

T(0,h) ~ - n

~ = 

donc ~,(T(O,h))  chv ( c=a/e ) , et ce qu’on a fait au point 0 s’applique
à n’importe quel point. Par dilatation, on se ramène à vérifier (19.3)
pour h=1 ( ce n’est pas tout à fait évident ). Soit C un compact contenu

dans l’intérieur de T(0,1) et de mesure positive. La fonction ( ~,’~) ~--->
k(~,’~) est continue et strictement positive, donc bornée inférieurement,
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dans le compact CxT(O,1). Mais alors / j1(~)k(~,,) est bornée inférieu-

rement dans T(0,1), et cela entraine (19.3).

20 Et maintenant, nous revenons au § III, n°3 : si f est une fonction de

BMO , le potentiel de GREEN V(grad2f) est borné. Cela signifie que le
signifie que la mesure ugrad2f(x,u)dxdu a un potentiel de MARTIN borné,
et par conséquent

la mesure de densité ugrad2f(x,u) est une mesure de CARLE SON si
f appartient à BMO .

Ceci est une étape importante dans la démonstration du théorème de dua-

lité classique . Voir [RR], p.72, Satz 2 . Il y a une réciproque ( même

référence, Satz 3 ), qui exprime que l’équivalence ( ( pot.

de MARTIN borné ) est vraie pour les mesures de ce type particulier.

21 Voici encore une conséquence du n°1.9, assez intéressante, due

à STEIN et ZYGMUND ( [RR] p.86 ). Soit ~ une fonction sousharmonique

positive telle que ~T~ soit bornée par une constante c. C’est le cas

par exemple pour 03C6=grad2f lorsque féBM0 . Nous avons vu que l’on a
dans ce cas , si Q est un cube d’arête h et de centre x

i 8ch~
_ Qx[0,2h] 

_

Sur Qx[h,2h] on a u>h , donc

/ f Qchv
Qx[h,2h] 

~ 

Qx[0,2h] 
-

et cela signifie que la moyenne M de 03C6 sur le cube Qx[h,2h], de cen-

tre (x,3h/2), est Bch _ 2. est sousharmonique : en comparant la

moyenne sur le cube à la moyenne sur une boule inscrite, on voit que

p(x,3h/2)  majoration indépendante de x. Ainsi

Si 03C6~0 est sousharmonigue, et (V(u03C6)~c , on a 03C6(x,u)~cu-2 .

Cette propriété n’a manifestement rien à voir avec toutes ces boules

et ces cubes : elle a un sens pour des semi-groupes quelconques prolongés

par produit avec un mouvement brownien horizontal. Qui 
trouvera une

meilleure démonstration ?

21 Voici une dernière conséquence du n°19. Rappelons nous qu’une mesure

~, telle que K~ a satisfait à tout borélien B. Par

- conséquent
(21.1) sup~ , ; K 1 ~ ~ (B ) ~ 8~ ( [B ~ )
Qu’est ce que le côté gauche ? C’est la capacité de MARTIN 

de B. Si l’on

interprète cette capacité comme probabilité de rencontre de 
B pour le



191

"mouvement brownien venant de l’infini" , la signification de (21.1) est

la moitié facile ( § VII, n°4 ) du théorème de BURKHOLDER-GUNDY-SILVER-
STEIN. Mais cette démonstration est évidemment bien moins bonne que
celle du § VII. 

’

App. 3 : QUELQUES PROBLEMES NON RESOLUS

LE PROLONGEMENT PARABOLIQUE
1 Le prolongement harmonique d’une fonction f ( mettons positive pour

être sûr que les intégrales ont un sens ) est donné par

(1.1) f(x,u) = 

où (Qt) est le semi-groupe de CAUCHY ( le noyau de POISSON ). Le prolon-
gement parabolique est donné par

(1.2) fO(x,u) = P u (x,f)
où (Pt) est le semi-groupe du mouvement brownien.

On peut développer une théorie de la dualité H1-BMO pour les prolon-
gements paraboliques. Commençons par les aspects analytiques de la ques-
tion. L’espace BMO parabolique se définit tout naturellement comme l’es-

pace des fonctions f telles que

(1.3)  oo pour au moins un t>0 et un x03BD ( et alors la

même propriété est vraie pour tout t>0 et tout x , la densité

Pt(x,.)/Pt(x,.) étant bornée ) ;
(1.4) il existe c>0 telle que c2 pour tout t .

Le semi-groupe (Pt) étant à décroissance plus rapide que le semi-groupe

(Qt), il résulte aussitôt du début du § III que l’espace BMO parabolique
est identique à l’espace BMO classique.

L’espace H1 parabolique peut se définir tout naturellement au moyen
de la fonction maximale radiale x ~ supt>0 |f°(x,t)|. Et ici il résulte
d’un théorème très général de FEFFERMAN et STEIN que cet espace est iden-

tique à celui que nous avons étudié plus haut, défini à l’aide de la

fonction maximale radiale SUPt Le théorème de dualité entre

H1 1 parabolique et BMO parabolique est donc vrai, et se réduit au théorème

de dualité que nous avons vu - mais ce n’est pas évident.

Du point de vue probabiliste, maintenant, le processus (Xt,Ut) 
est un mouvement brownien "transversal" , (Ut) un mouvement brownien
"horizontal’ que l’on tue à la première rencontre de 0, est remplacé par

où (Vt) est un processus de translation uniforme vers la gauche,
tué à la première rencontre de 0.
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L’espace H1p probabiliste relatif au prolongement parabolique se définit
ainsi. On associe à f sur le bord la martingale

~~~~ ~t = = 

où T0 est la première rencontre du bord ( en fait T0=V0 , puisque ’le
processus (Vt) est une translation uniforme) et la notation grad~ signi-
fie que la composante "horizontale" est absente du gradient. Dans ces
conditions, la norme H1p( ) relative à la mesure initiale  est

~f~H1p( ) = E [ supt |Mt|] = E [ supt |fo(Xt^T0,Vt^T0)[]

et comme d’habitude ~f~H1 = ~f~H1(03BB ).=P "P a

Ici le retourné du processus (Xt,Vt) de mesure initiale 03BBa est immédiat.
C’est un processus (Xt,Wt), où Wt est une translation uniforme vers la
droite, de mesure initiale 03BBo, tué à la première rencontre de l’hyperplan
d’abscisse a. Donc on a tout simplement

 1 .6> ~f~H i 
= 1

"P 
voù est un mouvement brownien dans R . Mais remarquer que le processus

n’est pas une martingale: ce qui est une martingale, c’est pour
tout a fixé le processus (f(Xt,a-t))0~t~a i

Quant à l’interprétation probabiliste de elle est la même que
dans la théorie des prolongements harmoniques: f appartient à BMO si
et seulement si pour une ( pour toute) mesure initiale  la martingale
associée (Mt) est dans 1’espace du processus (Xt,Vt) pour la loi

Bé. La mise en dualité de H1p et de BMO se fait au moyen de la forme
bilinéaire

 1 .7) A(f,g) = 2/àx/~° graà ,f0x,u>, graà ,g0x,u)àu
0

Ici encore, la théorie de la dualité revient au fait que les atomes

appartiennent à H1p .., mais les outils pour le démontrer font défaut:
transformée de RIESZ, fonction maximale conique ( il faudrait remplacer
ici les cônes par des paraboloïdes, semble t’il ), et on ne sait pas non

plus s’il y a identité entre le H1 défini au moyen de la fonction maximale
( parabolique) radiale, et le H§ ci-dessus. Tout ce qui est évident,
c,ejt que H1p est contenu dans Hl ( radial) avec une norme plus forte,
comme au n°2. C’est une situation aussi peu satisfaisante que

possible.
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LE SEMI-GROUPE DE LA CHALEUR

2 L’étude du prolongement "parabolique" est l’étude de certaines solu-

tions de l’équation de la chaleur dans le demi-espace, pour lesquelles
la coordonnée "singulière" ( celle qui manque dans la somme des dérivées

partielles du second ordre ) est la coordonnée horizontale. Mais il est

beaucoup plus intéressant que cette coordonnée se trouve en position
"transversale" .

Nous distinguons donc sur w la coordonnée xv , et nous désignons
par (Pt), non plus le semi-groupe du mouvement brownien, mais le semi-
groupe de la chaleur admettant comme générateur infinitésimal

( 2.1) - ~ ~x03BD + 03A303BD-11 ~2 ~x2i
L’expression explicite de (Pt) est connue : la mesure Pt(O,dx) est
portée par l’hyperplan ~x~=t~ , absolument continue par rapport à la
mesure de Lebesgue de l’hyperplan, avec la densité

(2.2) où x=(x’,x~)
Ce semi-groupe est stable d’ordre 2 ( au sens que l’on a donné à ce mot

dans l’appendice 2, n°4 ), mais par rapport à un autre groupe de "dila-

tations". Si nous définissons c.x ( c>0, par c.x= 

alors nous avons, avec les notations de l’appendice 2, n°4

(2.3) Pc2t
Soit dit en passant : lorsqu’on opère sur des groupes de dilatations

généralisées, qui ne sont plus des homothéties, la notion d’ordre de
stabilité n’a plus de sens intrinsèque. Par exemple, on pourrait décrire
le même groupe de dilatations avec un autre paramètre en posant c*x =
ca.x (a~0) , et on aurait cette fois c*Pt = P c 2 at . Il me semble que

pour obtenir une notion d’ordre de stabilité intrinsèque, il faut regar-
der aussi de quelle manière les dilatations opèrent sur le semi-groupe
et sur sa mesure invariante ( ici !f(c.x)À(dx) = c-(v- 
l’ordre de stabilité intrinsèque étant une fonction du rapport des deux
exposants. Mais revenons au semi-groupe de la chaleur.

Les processus que l’on considère sont alors de la forme (Xt,Ut), où
(Xt) est un processus de la chaleur gouverné par (Pt), et (Ut) un mouvement
brownien sur ~, que l’on tuera à la première rencontre de 0.

Nous n’insistons pas, parce que nous ne savons pas grand chose : tout

reste à faire 1 Démontrer la dualité entre H1 et BMO ( l’espace que

nous allons définir dans un instant ), et en déduire les théorèmes sur
les "transformées de RIESZ paraboliques’.
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Mais comment décrire l’espace BMO associé au semi-groupe de la
chaleur ? On peut conjecturer que c’est l’espace suivant, introduit par
STROOCK dans [Str] pour l’étude de certaines intégrales singulières,
sous des hypothèses un peu plus générales.

Soit un multiplet de nombres >0 . Soit Q un pavé dont
les arêtes ont pour longueurs (h~,...,h~). Nous dirons que Q est de type
a si ~,..=h1/av. v Un cube unité, par exemple, est toujours de
type a. Les pavés de type a sont les mêmes que ceux de type ta (t>0) de
sorte que, si les ai sont rationnels, on peut toujours se ramener au
cas où ils sont entiers.

STROOCK définit l’espace comme l’ensemble des fonctions f loca-
lement intégrables telles que ~c pour tout pave Q de

type a. Pour 03B1=(1,1,..,1) on a l’espace BMO ordinaire, et l’espace BMO

associé au semi-groupe de la chaleur semble être pour a~.(1,..,1,~),
La notion d’atomes se transpose, elle aussi, au type a de manière éviden-
te.

Si les ai sont entiers, il est facile de construire des partitions d’
un pavé de type a en pavés de type a , , de manière à pouvoir utiliser la
théorie des martingales : il suffit de couper le premier côté en 2a1
parties égales, le second en 2a2 parties égales... Si les ai sont incom-
mensurables, l’article [Str] contient un lemme technique qui permet d’
utiliser la théorie des martingales pour des partitions "presque de type
03B1".

Parmi les problèmes concrets que l’on a rencontrés dans les exposés
I et II rappelons encore la détermination du dual de g~ (p.) pour une
mesure ~, quelconque. 

~p

D’autre part, FEFFERMAN-STEIN ont montré que H~ coincide aussi avec
l’ensemble des fonctions f dont la fonction de LITTLEWOOD-PALEY radiale

x ~ (~0 ugrad2f(x,u)du)1/2 ou 

est intégrable. Ce critère admet il une démonstration probabiliste ?
Problème analogue pour l’intégrale d’aire de LUSIN. A ce propos, une
remarque de FEFFERMAN-STEIN doit jouer un rôle. Soit H l’espace de Hil-
bert Soit f(x,u) un prolongement harmonique, et soit
cp(x,u)= D.f(x,u) ( pour i=0, c’est la dérivée radiale ). Au point (x,t)
associons la fonction 03C6(x,t+.) sur R+ . D’après les inégalités de LIT-
TLEWOOD-PALEY, cette fonction est dans H dès que f possède un peu d’in-
tégrabilité, et nous avons alors une fonction harmonique à valeurs dans
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H, donc aussi des martingales hilbertiennes.

PROBLEMES DE NATURE GENERALE

Ici nous désignons par (Xt) un bon processus de Markov à valeurs dans
un espace d’états E, à durée de vie C finie. La limite à gauche X peut
être prise dans un compactifié convenable.

1)Soit ~, une loi initiale. Supposons que E soit localement compact,
et munissons l’espace C (E) de la norme

f ~ E [ supt |f(Xt)|]
Quelles sont les formes linéaires continues pour cette norme ?

2) Soit M une v.a. qui appartient à et soit N son espérance
conditionnelle par rapport à la tribu terminale,

N= 

est ce que N appartient encore à 


