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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1975/76

RESULTATS RECENTS DE BENVENISTE EN THEORIE DES FLOTS

par P.A, Meyer

Nous allons nous occuper ici, non pas de théorie des flots au sens
usuel du terme, mais de théorie des flots filtrés » la petite branche
de la théorie ergodique dans laguelle on s'efforce de garder présent
& 1l'esprit le rdle du temps. Plus de 150 pages du volume IX du sémi-
naire lui ont été consacrées, il y a deux ans, sous la forme d'exposés
de LAZARO-MEYER, intitulés questions de théorie des flots ( référence
[QF] ci-dessous ) et d'un important article de BENVENISTE ( référence
[B] ). Notre motivation en rédigeant [QF] était la recherche d'une
méthode permettant de reconnaitre si, oui ou non, le flot filtré du
mouvement brownien posséde un compteur qui soit un processus de Poisson.
Nous n'y étions pas parvenus, et c'est le probléme que BENVENISTE vient
de résoudre, en montrant que le flot brownien contient bien le flot de
Poigson en ce sens, et méme que tous les flots de processus & accrois-
sements indépendants diffug se contiennent les uns les autres.

Nous commengons par rappeler les définitions et les notations de
[QF] et [B], ainsi que les résultats concernant les flots sous une
fonction que nous aurons & utiliser. Voici quelques notations spéciales

Beaucoup d'auteurs écrivent maintenant " fea " , ou 'fEé/g " pour
signifier " f est A-mesurable " ou " f est mesurable de Avers B" .
Je n'ai pu me résoudre & truguer le sens d'un symbole aussi fondamental
que € , mais j'ai satisfait ma conscience en écrivant f€ 4, f€ é/g .

Dans toute la suite, 1l'intervalle ]-»,0] sera noté B_ , 1l'interval-
le 10,0 [ , B, et les tribus boréliennes correspondantes s'écriront
R_et R, et bien slir R quand il s'agira de B .

Enfin, nous travaillerons avec des tribus non complétées, fait que
nous rappellerons, chaque fois que la typographie le permettra, par le
petit rond ° usuel.

I, HYPOTHESES ., FLOTS DE P.A.I,. FLOTS DIFFUS .

HYPOTHESES 1., (Q,F°,P) est un espace probabilisé ( non complet en
général ), et (Otstek est un groupe d'automorphismes de cet espace.

On suppose que la tribu £° est engendrée par une suite (fn) de fonctions
continues sur le flot , i.e. telles que t +—> fn(Otw) soit continue

pour tout w .
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Ces hypothdses semblent restrictives, et ne le sont pas vraiment.
Si 1'on a un espace probabilisé complet (Q,F,P), avec une tribu F
séparable mod(0), et un flot (Ot) mesurable au sens de Lebesgue, alors
on peut choisir une tribu F° engendrant F mod(0), telle que les hypo-
théses précédentes soient satisfaites. On pourra consulter [QF], et
[B] p. 103-104 et 121 pour le genre de méthodes & employer.

La dernidre hypothése entraine 3 la fois la séparabilité de F°, et
la mesurabilité de (t,w)w>6, 0 pour RXEO/FO -

Soit I 1l'ensemble des w tels que, pour tout n et tout t, on ait
fn(Otm)=fn(m). Alors I est F° mesurable et invariant, et il ne se passe
rien sur I, Le flot est dit propre si P(I)=0, et nous supposerons dans
toute la suite que le flot est propre ( ce n'est pas une vraie restric-
tion, car on peut toujours se placer sur IS, si P(I®)#£0 ).

HYPOTHESES 2 . (g_g)teR est une famille croigsante de tribus contenues
dans F° , et 1'on a £§+t= 021(2;). La tribu 28 est engendrée par une

suite de fonctions continues sur le flot.

Comme plus haut, F3 est séparable, et (t,w)> 6w est R_xgg/gg -
mesurable,

Si f est continue sur le flot, on a f= lim,_, foO,. On en déduit
aue EG-F5_ .

EXEMPLE : LE FLOT D'UN P.A,I,

Soit Q 1l'ensemble de toutes les applications w de R dans R, telles
que w(0)=0, continues & droite et pourvues de limites & gauche finies.
On pose m(t):Zt(m), on définit O w par Zs(Otw) = Zs+t(m)-Zt(m), et
les tribus par

Eo = g(zsysem) ’ g%:g(zs,sgo ) £%=£(Zu-zv’ u§b9 ng)
-1
=6; (ER)
La loi P est définie de la maniére suivante : soit g(u) une fonction
de LEVY sur B ( fonction de type négatif ). Pour Ogsy...<s, , définis-
sons une mesure H(s1,dx1,....sn,dxn) sur B" par

feiu1x1+iu2(x2'x1)+"+1un(xn_xn-1)n(s1,dx1,...,sn,dxn)

- e-s1g(u1 )_(32_51 )g(uz)-‘o . 0-(Sn_sn_1 )g(un)
La loi P est alors telle que, pour tous les t1<t2..<tn ( positifs ou non)

(1 )P{ZtZ_Zt1 eI1 geee ’Z'tn_Ztn_1 eIn__1 }:n(tz-t1 ,11 gee .tn"tn_1 ,In_1 ) .
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L'existence de P, et son invariance par les O, , sont des résultats
classiques. Le flot ainsi construit est appelé le flot du P.A.I.
( processus 4 accroissements indépendants ) de fonction de LEVY g .
Ce flot est propre si et seulement si le P.A.I, est distinct d'un
processus de translation uniforme ( correspondant 3 g(u)=iau ).

Les deux cas particuliers les plus importants sogt le flot brownien
( glu) = exp(-u2/2)) et le flot de Poisson ( g(u)=e -1 ).

Nous introduisons la définition suivante :

DEFINITION, Un flot (Q,F°...) est dit diffus s'il posséde la propriété
suivante ¢ il existe une v.a. réelle J, gg—mesurable telle gue

- pour toute v.a. Eg—mesurable T>0
- pour toute v.a., réelle H gg—mesurable

on ‘ait P{Joop=H, O<l<w }=0.

Cela signifie qu'il est impossible de prédire exactement JoOT , pour
T strictement positif, connaissant EFR . Si 1l'on a cela pour une J§_£6 R
on a la méme propriété pour toute & : N>R engendrant la tribu sépara-
ble Eg . En effet, supposons que l'on ait

P{#00;=K, O<T<w } > O ( K E3 )

alors, J s'écrivant fod puisque & engendre 28 , on a aussi P{J=foX ,
O<T<w } > 0, en contradiction avec 1'hypothése.

Nous allons déterminer maintenant les flots de P.A,I, qui sont dif-
fus, Pour cela, nous rappellerons certains résultats établis par LAZA-
RO-MEYER dans le séminaire de Strasbourg VI ( L.N, 258 ), p.109 , qui
permettent de calculer les prédicteurs d'un P.A.I.. Notons par wh ( tribu

§+ , coordonndes X: ) 1l'ensemble des applications cadldg. , nulles
en 0, de B dans B , et par W~ ( tribu G*, coordonnées X; ) 1l'ensemble
des applications c3d1dg. nulles en O de B_ dans B . Etant donnés w eW,
whew' , nous désignons par W—lw+ l'unique élément w de Q tel que
Zt(w) - X:(wt) gi 20
X;(w ) si t<0
Inversement, si weQ, il existe w , w' uniques tels que w=w-|w+. Nous
les noterons h™(w), h¥(w).
Soit P* 1a mesure sur W' pour laquelle le processus (X:) est un
P,A.I, de fonction de LEVY g .

LEMME 1 . Nous définissons un noyau markovien € de (0,28) dans (Q,§°)
en posant , pour f E°-mesurable bornée

e(w,f) = v/ﬁf(h‘(m)|w”').1?+(dx,z+)
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et nous posons, pour tout t>0 , K f=s(foOt) . Alors nous avons

(2 E[f|F PeSe
et pour toute v.a. T, positive, gg-mesurable, finie
(3) B[£o0p|F3] = /Ep( y(.,dw)£(w,u)

DEMONSTRATION, Pour démontrer (2), il suffit de prendre f de la forme
£(0) = a(h™(0))b(h*(w))

ol a et b sont mesurables sur W et W' respectivement, Alors E[f|g°]=

a(h—(w))E+[b], et c'est justement (2).

I1 en résulte que E[foOt|£°]=th, et on en déduit que (3) a lieu
pour T étagée. Pour établir (3) en toute généralité, il nous faut trou-
ver suffisamment de fonctions f telles que l'on puisse démontrer (3)
en approchant T, du c6té droit, par des v.a. étagées. Nous ne donnerons
pas de détails, mais nous indiquerons seulement le choix des f :

£(0) = a(h™(0))o(h*(w))
a(w) = /° eASu(X;(w_)ds (x>0, u continue & support
- compact dans J]-o ,O[ §)

b(w') = /abe_“sv(X;(w+)ds (p>0, v continue & support
0 compact dans 0,00 [ §

Le point intéressant est que, pour de teéels choix, a et b sont des fonc-
tions bornées sur W~ W+, continues pour la topologie de la convergence
.compacte., D'autre part, les applications t+—>h (O w) sont continues

4 droite pour la topologie de la convergence compacte. D'ou il résulte
que tr>f(h~ (Ot@IW)) est, pour w,w fixés, continue & droite en t puis

( th. de Lebesgue ) que e(w,foot) est continu 3 droite en t.

Ce théoréme s'étend aussitdt par classes monotones : soit f(w,w')
une fonction bornée, ngF°—mesurable. Mors [ T comme dans (3)]

(4)  EL£(w,000) [E3] = [ Ky y(o,0)E(s,0") pus..

Rappelons qu'on appelle processus de Poisson généralisé un P.A.I,

qui garde la valeur O pendant un intervalle de temps [0,8[ non réduit
=At )

3 0 ( la v.a. S a alors une loi exponentielle : P{S>tl=e

PROPOSITION, Un flot de P.A.I, est diffus si et seulement si ce P.A.I.

n'est pas un processus de Poisson généralisé.

DEMONSTRATION, a) Soit ¥ une v.a. réelle engendrant la tribu g- s alors

8=Yoh~ engendre FQ . Soit t>0 . Pour tout w eW , soit nt(w’) défini par
X (n W) = X t(w ) si s<=t , X;(ntw’)zo si s>t

Si maintenant nous avons weQ et t<S(w), nous avons h—(Otm)=nt(h—(w)),



124

donc Q(Otw) = Y(nt(h-(w))=H(m), ol H(w):Yontoh_ est Fi-mesurable.
Alors P{@o@t=Hl > oAt , et le flot n'est pas diffus.

b) Inversement, supposons que le flot ne soit pas un processus de
Poisson généralisé, et montrons qu'il est diffus. Appliquons (4) en
prenant ( avec les notations suivant la définition des flots diffus )

f(w,0') = I{O<T(w)<a>lI{Q(w')=H(w)}

Dtaprés (4), pour montrer que E[f(w,OTm)]zo, il nous suffit de montrer
que si 1'on pose T(w)=t, H(w)=h, on a

Kt(u,{¢=h}) =0

Cela vaut aussi 8(.,{§oOt=h})=O. Comme ¢ engendre F3 » les ensembles
{#=h} sont les atomes de Fg , les ensembles {§00t=h} les atomes de F?.
I1 ne nous reste plus qu'd montrer ceci :

pour tout couple (mfz), la mesure €&(w,.) attribue une masse nulle
34 l'atome de 250’ contenant .,

Or nous avons calculé explicitement €(w,.). La mesure de 1'atome

de EP contenant T est

I{m-55}P+{X;(.)=X;(5+) pour Ogs<t |

et tout revient i vérifier que pt ne charge pas les atomes de gz y Ce

qui n'est pas difficile - et n'a plus rien 3 voir, en tout cas, avec
la théorie des flots.
II, UTILISATION D'UN COMPTEUR FONDAMENTAL

La définition sulvante est bien classique :

DEFINITION, On appelle compteur un processus (N’t)ten tel gque
1) Ny=0. Les trajectoires N (w) sont continues & droite, finies,

croissantes, purement discontinues , 3 sauts unité.

2) (Nt) est une hélice du flot filtré : pour t>0, on a N € E2 ( ou,
t=N5+N‘t o@s .
Le compteur (Nt) est dit fondamental si N+GD =+00 , N;oo= -0,

de maniére équivalentel pour th on a th_zg ), et on a Ns+

Le théoréme classique d4'AMBROSE-KAKUTANI, précisé dans [QF] DP.24-27

et [B] p. 105 pour les flots filtrés, montre que tout flot propre ad-
met un compteur'm%) tel que N, =~ =+ p.s.. Si 1'on se restreint &
1l'ensemble invariart, F°-mesurable et de mesure pleine {Niq)= 0 }, on
a donc un compteur fondamental. Nous désienons par (Nt)’ dans toute la

suite, un tel compteur. Il faut cependant se rappeler que le compteur

1. Equivalente, en vertu de 1'identité qui suit : N—t+Nt°O—t=NO=O .
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fondamental n'est pas l'objet de notre étude, mais un outil pour 1'étu-
de des flots filtrés. Nous nous permettrons donc de le modifier plus
loin,

NOTATIONS RELATIVES AU COMPTEUR FONDAMENTAL

Nous désignons par X l'ensemble | w- : ANO(w)=1}={w : NO_(m)=1} ( qui
appartient & F ). Nous munissons X des tribus

= o _ FoO
==y » X=Rlk

Nous devons ensuite repérer les sauts du compteur fondamental. Nous le
ferons de deux manidres ( cf. les deux notions de temps d'entrée en
théorie des processus de Markov ). D'abord, le numérotage

(4) V1(w) = inf {t>0 : ANt(m)=1}
poursuivi vers 1l'avant ( V2(w) = inf{t>V1(w) : AN, (w)=t1}... ) et
vers l'arriére (Vo(m) = sup{th : ANt(w)=1! eee ). Ensuite,

(5) Wo(w) = inf { £20 : AN, (w)=1 |

poursuivi vers l'avant et vers l'arriére ( W_1(w)=sup{t<0 : ANt(m)=1}).
Les notations sont choisies de telle sorte que Vi=Wi sur X, D'une im-
portance particulidre :
(6) F(w) V1(w), toujours >0 , et c(w):@F " (w)eX

G(w) = W_1(m), toujours <0 , et T(w)= OG(m)(w)eX

I1 faut faire dés maintenant quelques remarques simples,
a) Les Vi et W. y 1>0, sont des temps d'arrét de (Ft)t>0 , et leurs

restrictions 3 X des temps d'arrét de (X )t 0 *

bv) (%, m)ne>9 w est mesurable RxF°/F° et R xF°/F° . I1 en résulte
que ¢ est mesurable Fo/Ee , 1 mesurable Fo/Fo et g°/g° . D'autre part,
sur X nous avons or=T10=Id, , de sorte que ¢ et T sont des automorphismes
de (X,X°), et que 7_1(§°)C§° . Nous définirons comme d'habitude o,
pour neZ, et nous introduirons sur X la filtration discréte
(7) =%, F =T
( i1 n'y a pas de place ici pour le petit © ).

Sur R+xX s nous pouvons considérer la tribu prévisible P, engendrée
( sans complétion ) par les processus (Ys(x))S>O adaptés 3 la famille
(_S >0 et continus & gauche, et la tribu optionnelle, engendrée sans

complétion par les processus (Ys(x)) -0 » adaptés a(Xs+)s>0 et & tra-
jectoires cddldg. . Notons les points suivants, presque évidents.
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LEMME 2, a) Tout processus prévisible (Ys(x))s>0
d'un processus prévisible (?s(w))s>O sur B xQ .
b) Pour que (Ys(x))s>o soit prévisible, il faut et il suffit qu'il
existe j(s,w)§8+x§8 telle que Ys(x)=j(s,Osx).

est trace sur R+xX

DEMONSTRATION, a) est évident, & partir des processus prévisibles €lé-
mentaires.

Si (Y (w)) est prévisible, nous vérifions que j(s, w)=Y (6__w) est

R xFo - mesurable. Il suffit de traiter le cas ol Ys(w) I] [(s)h(m),
ou h, E;—mesurable, peut s'écrire foQ (fe F ) Prenant alors f continue
sur le flot, la démonstration est immedlate. Inversement, pour vérifier
que si j(s,w)€E R xEQ on a j(s,OSw)g_g , i1 suffit de traiter le cas ol
j(s,0) = a(s)f(w), fg_gg continue sur le flot, et c'est immédiat,

LEMME 3, On a g’: 13 ( On rappelle que F:V1 est un temps d'arrét de
(—o)s>0 ) ,
DEMONSTRATION, Nous rappelons que §1= 0"1(58) ( formule ( )), et que,
pour tout temps d'arrét T, les v.a: é%_ - Besurables sont celles qui
peuvent s'écrire Yn, avec un processus (Ys)S>O prévisible. Compte tenu
du lemme 1, ce sont donc celles qui peuvent sTécrire j(T(x),OTx) avec
avec J€ R XEQ .
On a alors j(F(x),OFx) = j(=G(ox),0x), donc X5 < 0-1(§8) .
Inversement, si j(x)§_§0 y Joo =TYq, ol (Ys)s>0 est le processus

pr$v131ble (700 o) gm0 J étant F@-mesurable et telle que 3|X=j. Donc
(X3)= %p_ .

REPRESENTATION DU FLOT COMME FLOT S0US F

Considérons l'espace BxX , et l'application (s,x)+ﬁ>OSx de BxX dans
Q, qui est mesurable Rx§°/£° . Cette application est surjective, et
deux éléments w,w' de BxX ont méme image par i si et seulement s'il
existe un neZ tel que oPw = w', p étant définie par
(8) p(s,x) = (s-G(x),7(x))

On obtient un " domaine fondamental” en bijection avec Q en posant
(9) Q= {(s,x) : Ows<F(x) } ( définition de [B], non de [QF])

L'application inverse de i est alors w (-G(w),T(w)), qui est mesurable
F°/RXX°, et prend ses valeurs dans Q . Nous allons écrire ci-dessous
comment se lisent sur Q les diverses notions relatives au flot sur Q

( sur ol , on affectera les notations de chapeaux .

Tribu F° : elle se 1lit suivant la tribu Fo=RxX°|..
- - -0
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Flot 6, : si w correspond a 0=(s,x), O,w correspond a
(10 8.(s,x) = ( s+t-V (x), o"(x))

ol n est déterminé par V (x)<s+t<V 1(x) ( [QF] p.12, 1égérement modifié
pour tenir compte du changement de deflnltlon de O ).

Mesure P : elle se lit suivant la mesure
n) P(as,ax) = dsxp(dx)|g
ou p est o-finie, invariante par o : c'est la mesure de PALM du compteur

( cf. [QF] p.16 )., On a 1=/P = fP / Fu . La fonction F est partout >0,
X
et X -mesurable, donc p est c—flnle sur X1 . Comme elle est invariante

par g, elle est o-finie sur § pour tout n .

Filtration : Il suffit de dire comment se 1it Eg . On a en fait

(12) E§ = Ela

Vérifier (12) revient & voir que :

a. 81 f est Fd-mesurable sur Q, (s,x)r%»f(@sx) est trace sur O d'un
processus prévisible, C'est clair : prendre f continue sur le flot.

b, Si (Ys(x))s>o est prévisible, alors wws>Y (o (Tw) est FQ-mesurable,
C'est clair : on choisit J€ R xF} telle que Y E ;—j(s o) x) ( lemme 2 ),
et alors la fonction considéree vaut j(-G(w), m), tandis que -G€FR /ﬁ
Compteur fondamental ¢ X se 1lit suivant le graphe de F, et 1l'on a,

par exemple, { (s x) = -8, W (s,x)=F(x)-s

le compteur (N ) sur Q comptant les rencontres du graphe de F ,

CHOIX D'UN COMPTEUR AMELIORE
Nous allons modifier le compteur de telle sorte que la v.a. F sur
X ( qui a priori est §1—mesurable ¢ lemme 3 ) goit §'1—mesurab1e.

Nous partons du compteur fondamental (N1), et nous nous donnons un
nombre h>0, A chaque saut V1 de ce compteur (neZ) nous mettons en
route une horloge H , que nous arrétons juste avant 1'instant V1 ’
et qui sonne aux instants V1 V1+h R V1+2h ( une sonnerie a l'ins:;nt
Vé+1 s, si par hasard V1 1—Vn est un multiple de h, ne sera pas comptée

pour l'horloge Hn, mais bien sOr HnJr sonne 3 1'instant V1+1 ).

Le nouveau compteur Nﬁ compte toutes les sonneries entendues entre
O et t . Nous laissons le lecteur vérifier qu'il s'agit bien d'un comp-
teur ( cela peut aussi se voir sur la représentation comme flot sous
une fonction, donnée plus bas ). Il est clair que deux sauts successifs
de ce compteur sont séparés par un temps <h .
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Nous posons ensuite Nt=N§°Q-2h , qui sera notre nouveau compteur
fondamental ; ce sera & lui que se référeront les notations précéden-
tes : X,V, , etc . Ce compteur est adapté 4 la filtration (gg)=(Eg_2h)
pour t>0 , Alors sur Q :

Vi V2=V1+V109v1 sont des t.d'a. de (g%), done V,,V € GO

177252V -
V,<?h , done Go = FO

[+]
$,- 0= I8
Par restriction 4 X , on a que F,F+Fo0 sont X°-mesurables, donc F €
o (x%)=x". ) B

III. LA CONSTRUCTION DE BENVENISTE

Nous supposons désormais que le compteur fondamental a été choisi
comme on vient de le dire, et que le flot est diffus. Nous nous propo-
sons de construire une hélice (Zt)teﬂ - c'est 4 dire, rappelons le, un
processus cddldg. réel tel que ZO=O, z2, € B2 pour t<0 , Z =ZS+Z

t==t t+s t
admettant méme loi que le P.A.I., de fonction de LEVY g, c'est & dire

08 -
S

POUT Syy...,8, 20 P{Zs1eI1,..,aneIn}=H(s1,I1,...sn,In) (ef. (1))

Cela signifie que le flot "contient" le flot du P.A.I, considéré.

PREMIERE ETAPE, Elle consiste & se ramener & un probléme analogue, mais
consistant & construire un processus sur X, non sur Q ,
Supposons que nous ayons pu construire sur X un processus (Zt(x))teﬁ

3 trajectoires cadlig., nul pour t=0, satisfaisant &

(13) | Zt—G(x)(Tx) = Zt(x)—ZG(x)(X)[

( ou d'une maniére équivalente, si l'on remplace X par OX : zt+F(x)(x)=
ZF(X)(x)+Z (ox) ). Nous pouvons prolonger de manidre unique ce processus
en un processus (Zt(m))teﬁ satisfaisant 3 1l'identité des hélices., Celle
ci nous impose en effet

(14)  Z4(8g%) = 2,5 (x)-2 (x)

Tout ®w se représente de plusieurs maniéres sous la forme Osx, différant
par l'application d'une puissance de l'application p (formule (8)), et
(13) nous dit justement que le second membre de (14) ne dépend pas de
la représentation choisie. Aprés quoi, 1'identité des hélices est éviden~
te.

Nous établirons ensuite la propriété
(15) - Zar € XY sur X , pour tout SseR I

( qui entralne, par continuité i droite, que (s,x)re>ZsAF(x)(x) est
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RxXO—mesurable ). Montrons que (15) entraine que pour t<0 , Zt est
ga —mesurable sur Q . Nous avons par (14) (w =9 6 (w )(Tw) )

z, ()

1]

Zt—G’((D) ( T(O)—Z_G(w) ( Tw)
246 () JAR(10) (T@) = 2R () (T9)

Regardons le premier terme de cette somme ( 1le second s'y réduit pour
t=0 ). Nous l'obtenons par composltlon de w—> (t-G(w),Tw) € F°/RxXo
et de (s,x) > ZsAF( )(x) € ﬂxX /R , d'ol la mesurabilité cherchée.

Dernier résultat que nous prouverons sur X : que quels que soient
Ae§_1, quels que soient s;,e.ey8, >0, ona

(16) P'lA, Zs1eI1"°"aneIn} = p(A)ﬂ(s1,I1,...,Sn,In)

Supposant alors que O<p(A)<oo, et considérant la loi de probabilité
B(B)=p(ANB)/u(A), nous remarquons que pour celle ci (Zs(x))s>O est un
P.A,I., de sorte que pour tout s on a aussi =

E{zs+s1-zse11,...,zS+s -z el } = N(sysTypeeersyyly )

aprés quoi on revient & p. Cette remarque étant faite, rappelons que
F est §_1—mesurab1e, et calculons

P{Zs1(w)eI1,...,Zs (w)el }
n
= /I{ZS1(GSx)eI1,.,,,zSn(gsx)eIn}ﬁ(ds,dx)

= f}i(dX)ds I{O<S§F(x)}I{Z (x)—ZS(X)eI (x)- Z (x)eI }

s+s1 12 s+s

@

= é ds é p(dx)I{F(x)zs}I{Zs+s1(x)-Zs(x)eI1,...!
(0 0]

= (/) ds p_{Fzs}H(SH ’11’.'.'Sn’ln)

= fF}L . H(S1,I1,...,Sn,1n) = n(S1,I1,...,Sn,In)

Ceci ne concerne gque les s;20 , mais comme on sait que (Zt(m))tem est
une hélice, la quantité
Elexp(iu, (2, -2, )+iu, (2, -2  )+...+iu (Z -Z. N1
1 t2 t1 2 t3 t2 n tn+1 t
ne dépend que des différences t2-t1,...,tn+1—t , et il en résulte
aussitdt que 1'hélice (Z ) " reproduit" dans Q le flot du P.A.I. de

fonction de LEVY g, ce qui est le but de 1l'exposé. Soulignons que (Z )

n'est pas, pour t positif, un P.A.I, de la famille (Et)t>0 . En
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définitive, on voit que la clef du théoréme de BENVENISTE se trouve
dans une construction sur X dommant (13), (15) et (16).

SECONDE ETAPE ¢ CONSTRUCTION SUR X .,

Nous reprenons la définition des flots diffus : soit & une fonction
& valeurs dans [0,1], engendrant F2 . Nous lui associons sur BxX %(s,x)
=§(st), et sur X 9 = §|X » qui engendre go. Alors ¢o0 engendre §1 et

LEMME 3, Pour toute v.a. H , §O—mesurable, & valeurs dans [0,1], on a

(17) pi{goc = H } = 0

DEMONSTRATION, Nous nous plagons sur Q . La fonction (s,x)=>H(x) est
trace sur O d'un processus prévisible ; elle est donc gg—mesurable.
Nous la noterons pour un instant H(®). Par construction, le temps d'ar-
rét V, est FR-mesurable ( choix du compteur fondamental, fin du § II ),

Nous lisons sur ©& bv (s,x)=(F(x),x), donc 5(@v (s,%))=8(F(x),x) =
Q(OF(X)X) = ¢(ox), Voss nous écrivons que le flot est diffus, i.e.
P{zgoby =H} =0 ( noter que V, est partout >0)
1

-~

et que nous lisons cela sur Q , il vient

I1(@x)as Tioer(x) 12 {g(ox)H(x) | = ©
ce qui nous donne (17).

Construisons alors - la mesure p étant o-finie sur XO - une fonction
A(x, t) sur Xx[0,1] , croissante et continue & droite en t, mesurable
sur X xB([O 11), telle que

0

pour tout UeX~ et tout t , p{U, goo<gt | = / A(x,t)p(dx)
- - U

La condition (17) entraine que A(x,.) est p.s. continue ( prendre
pour H le premier saut de A(x,.) d'amplitude >, ou 0 s'il n'en existe
pas ). Quitte 3 remplacer A(x,t) par t sur un ensemble de mesure nulle,
nous pouvons supposer que A(x,.) est continue pour tout x, et que pour
tout x A(x,0)=0, A(x,1) =1, Soit alors pour te[0,1]

B(x,t) = inf { s : A(x,s)>t}
et soit c(x) = B(x,900(x)). Pour tout UeX » pour tout t, nous avons
(18) piU, e<t} = tpu(0)
Nous savons que 1l'intervalle [0,1], muni de la mesure de Lebesgue, est
un espace probabilisé suffisamment riche pour que l'on puisse y cons-
truire un P,A.I, (gs(t))s>O , & trajectoires cddldg, , de fonction de
LEVY g . Nous poserons ~ sur X



131

(19) ¢Mx) = ¢ (e(x))  (s20)
S S

Les v.a. g; sont toutes §1—mesurables, puisque %o0, ¢ , sont 51—mesu—
rables ; conditionnellement 3 X”, le processus (g;) est un P.A.I., i.e.

(20) si aeX’ , pia, g;1eI1,...,ggneln}=p(A)H(s1,I1,...,sn,In)

Maintenant, nous définissons go(x)=g1(1x), gz(x)=g1(cx), et ainsi de
s s s ]

suite vers l'avant et vers 1l'arriére. Pour tout n, (¢") est un processus
nul pour s=0, RxX -mesurable , indépendant de X 1, asec une loi condi-
tionnelle par rapport & Xn ! qui est celle d'un P.A,I.. Cela résulte de
1'invariance de la mesure p par o !

Cette construction étant faite, rien n'est plus facile que de cons-
truire le processus (Z (x)) eR ° Falsons le pour t>0 . Rappelons que
Vo(x) =0, V (X)‘F(X)+F(UX)+...+F(c '%x). Soit n 1l'entier défini par

V_(x)<t<V_,, (x)

Nous posons alors
z,x) = Q@+ ¢! @ T @ ()
v, V,-V, VoV =V (x)
La construction vers l'arriére se fait de méme. I1 faut se rappeler ici
que g est Xo—mesurable, V1 X 1—mesurable, donc V et go sont indépen-
dants, et de méme g est 1ndependant de V V2-V1,g , etc. Nous laissons
alors au lecteur la vérification de (13), (15) et (16), qui ne présente

aucun mystére. C'est la propriété de Markov forte des P.A, I, !

CONCLUSION ET PROBLEMES CUVERTS

Nous avons vu que tous les flots diffus contiennent tous les flots de
P,A,I., Par exemple, le flot brownien ( coordonnées B, , teR ) contient
un compteur (Nt)teﬂ , tel que

g(Nt,tgo ) © g(Bt, <0 )

et qui est un compteur de Poisson . Il est facile de voir que 1l'inclu-
sion des tribus doit étre stricte . Mais en revanche, on ignore si 1!
on peut avoir & 1l'infini

T(N,, teR ) = I(B,, teR )

D'autre part, le probléme inverse, de savoir si le flot de Poisson con-
tient une hélice brownienne, n'est pas résolu par la méthode de BENVE-
NISTE, le flot de Poisson n'étant pas diffus,



