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INTRODUCTION ET NCUTATIONS GENERALES

Intégrer f par rapport 3 g, c'est rechercher la limite de sommes de la

forme Z, f(t )(g(t 1) g(t )), lorsque les subdivisions (t ) de 1'inter-

valle [O t] dev1ennent arbltralrement fines, La limite, si elle existe,

se note [/ fdg . Le cas classique est celui ol g est une fonction & va-
0

riation bornée sur tout intervalle [0,t], et ol f est borélienne, par
exemple bornée sur tout intervalle [0,t]. Lorsque f et g sont des pro-
cessus, i.e. dépendent d'un paramétre w parcourant un espace probabilisé,

le résultat de l'intégration est une fonction & la fois de t et de w,
i.e. un nouveau processus, et on a affaire & un probléme d'intégrale
Stochagtique.

Ctest WIENER qui a remarqué le premier que l'on pouvait donner un
sens 3 des intégrales de la forme suivante'

ft f(s)st(w) ( B, est le mouvement brownien, f est certaine)
0

Par un procédé global sur Q, alors que l'intégrale individuelle, pour
chaque w fixé, est dépourvue de sens du fait que les trajectoires du
mouvement brownien ne sont nulle part i variation bornée. Mais 1'étape
essentielle a été franchie par ITO, qui a défini des intégrales de la
forme
f £y (m)dB (w) = I (w)

pour certalns processus (f ), adaptés & la famille de tribus de (B,)
Dans la présentation des résultats d'ITO qui figure dans le livre E3] de
DOOB, celui-ci met bien en évidence le fait que la définition de 1'inté-
grale n'utilise que deux propriétés du mouvement brownien : (B ) et
(B2-t) sont des martingales., Aussi la premidre application de la decom—
pos1t10n des surmartingales fut l'extension de la définition d'ITO
toutes les martingales de carré intégrable.

Nous verrons cela en détail plus loin, Mais le travail 4'ITO n'aurait
pas été aussi fondamental 8'il en était resté 4 la définition de 1l'in-
tégrale : ITO a développé tout un calcul différentiel et intégral sur.

1. WIENER considérait méme des intégrales multiples ( de telles inté-
grales interviennent en physique, ol dB est le "bruit blanc" ). Voir
aussi ITO [5] et [6].

2. Référence [4].,
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le mouvement brownien, méme & plusieurs dimensions, méme dans des
variétés, La piéce maltresse en est la formule du changement de varia-
bles : si F est une fonction sur la droite, deux fois différentialle,

et si It est le processus défini plus haut par 1l'intégrale stochastique,
alors

t t
F - 1 2
(I,) = F(O) + é F'(Is)fsst + Eé F"(Is)fsds
I1 y a une formule analogue pour le mouvement brownien a valeurs
dans EB°.

Toute une série de travaux font suite 3 ceux d'ITO, en particulier
ceux de 1'école Russe ( le théoréme de SKOROKHOD sur la représentation
des martingales du mouvement brownien & n dimensions comme intégrales
stochastiques, les innombrables applications & la construction de dif-
fusions ). En méme temps, 1l'intérét se porte sur des martingales non
continues. A vrai dire, des travaux de mathématiques appliquées utili-
saient depuis longtemps les intégrales stochastiques du processus de
Poisson, mais celles-ci ont une apparence triviale, puisqu'elles se
réduisent 3 des sommes finies !

Le lecteur pourra trouver un trés bel exposé des intégrales sto-
chastiques browniennes dans le livre de McKEAN 71.

Aprds ITO, 1'étape essentielle est le travail de KUNITA-WATANABE [8],
sur lequel repose toute la théorie ultérieure. L'apport de KUNITA-WATA-
NABE est triple : l'extension de la formule d'ITO 3 toutes les martin-
gales continues ; la démonstration d'une forme assez générale de la
formule du changement de variables pour les martingales discontinues
( mais qui, utilisant le systéme de LEVY, ne pouvait encore s'étendre
aux martingales quelconques ). Enfin, alors que les travaux antérieurs
ne faisaient intervenir que le processus croissant <M,M> associé &
une martingale de carré intégrable, KUNITA et WATANABE le "polarisent"
en une fonction bilindaire <M,N> , qu'ils utilisent pour la démonstra-
tion de théorémes de projection. A cet égard, le travail de KUNITA-WATA-
NABE devait &tre grandement simplifié par CORNEA et LICEA [9].

L'article de KUNITA-WATANABE a &été étudié en détail & Strasbourg [10]
( exposés sur les intégrales stochastiques dans le volume I du sémi-
naire ), avec pour résultat la découverte de la forme générale des for-
mules de changement de variables, du second processus croissant [M,M]

associé & une martingale de carré intégrable, du role de la tribu pré-
visible
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visible. L'emploi de [M,M] au lieu de <,M> a permis d'étendre 1'inté-
grale stochastique aux martingales locales, introduites par ITO et
WATANABE [11], Depuis lors, et avec les améliorations apportées par
Catherine DOLEANS-DADE ([12],et DOLEANS-MEYER [1]), la théorie semble
avoir atteint une forme & peu prés définitive.

Seulement, alors qu'autrefois il suffisait de deux heures d'exposé
pour traiter 1l'intégrale d'ITO, et qu'ensuite les belles applications
commengaient, il faut 4 présent un cours de six mois sur les définitions.
Que peut on y faire ? Les mathématiques et les mathématiciens ont pris
cette tournure, I1 est temps de commencer.

NOTATIONS, Tous les processus considérés dans ce cours sont en principe
définis sur un méme espace probabilisé complet (Q,F,P), muni d'une fa-
mille croissante (Ft)t>0 de sous-tribus de F satlsfaisant aux condi-
tions habituelles :

Et Et+ = sgt Es pour tout %

et P, contient tous les ensembles P-négligeables ( d'ol la méme propri-
été pour tout zt ). Nous supposerons de plus que F= ¥ F.. On convient
que £t=£0 pour t<O,

Toutes les notions de théorie des processus que nous rencontrerons :
processus adaptés, temps d'arrét, martingales... seront relatives a la
famille (F ). Toutes les martingales sont continues & droite et pourvues
de limites & gauche, Si M—(M ) est une martingale, ou plus généralement
un processus & trajectoires continues 3 droite et pourvues de limites 3
gauche ("cddldg"), on note Mt- la limite &

toujours que MO_=O ( ce qui ne préserve pas la propriété de martingale
en général, mais c'est sans importance ) et que Mt—O pour t<O., On note
MM, le saut M,-M,_ ent, et on abrége (AM ) ,(AM )P en AMg, AME malgré
la 1légére ambiguité de ces notations.

Nous ne faisons aucune distinction dans le langage entre deux proces-
sus X_(X ), Y_(Y ) indistinguables , c.d.d. tels que pour presque tout
weQ) on alt X (m)_Y (w). En particulier, tous les énoncés d'unicité de
processus flgurant dans le cours établissent en réalité l'unicité 4!

gauche en t - en convenant

une classe de processus indistinguables.

Les reppels de théorie générale des processus dans 1'exposé I figu-
rent en note , avec références soit & DELLACHERIE [2], aussi noté [D],
soit & la nouvelle édition [13] de Probabilités et Potentiels, aussi
notée [P], et dont seuls les chapitres I-IV sont parus.



CHAPITRE I, INTEGRALES DE STIELTJES STCCHASTIQUES

Ce chapitre n'introduit aucune définition nouvelle de l'intégrale :
il s'agit d'un bout & l'autre d'intégrales de Stieltjes ordinaires sur
la droite. Et cependant, il est loin de se réduire a des évidences.
A mon avis, il est méme plus difficile que le chapitre concernant les
martingales de carré intégrable,

PROCESSUS CROISSANTS ET PROCESSUS A VARIATION FINIE

Soit (At)t>0 un processus. Nous dirons que (At) est un processug
croissant bru¥ ( c'est la terminologie de GETOOR : "raw additive func-
tional®') si les trajectoires A.(w) sont des fonctions croissantes et
continues & droite, un processus g variation finie (VF) brut si les
trajectoires A (w) sont des fonctions & variation bornée sur tout inter-
valle de R+, continues & droite. Rappelons qu'elles ont alors des limi=-
tes & gauche At-’ et que AO_=O par convention.

Conformément aux bons principes de "rectification des noms', qui
exigent que les étres les plus fréquemment utilisés aient les noms les
plus beaux et les plus simples, nous appellerons simplement processus
croissant, processus 3 variation finie (VF) un processus croissant brut
(resp. VF brut ) adapté & la famille (gt).

Soit (At) un processus VF brut, La variation totale {' [ldAsl se
®
relatives 3 des

calcule comme la limite de sommes |A|+ EiIAti+1- til
subdivisions dyadiques ti=i2'n de la droite : c'est donc une variable
aléatoire, Nous dirons que A est 3 variation intégrable (VI) brut si

I A|k = E[éf?'dAsl] < +00, Comme plus haut, l'omission du mot brut signi-
fie que le processus est adapté. Sur l'ensemble des processus VI bruts,
1l'application Arﬁ>"A"v est une norme.

Nous noterons V l'espace des processus VF ( adaptés } ).

Etant donné un processus VI brut (At)’ posons pour tout processus
mesurable borné X
_ 0
(2.1) p(X) = E[é_ X dA ]

I1 est évident que l'on définit ainsi une mesure signée sur B
muni de la tribu produit B(R )xF, bornée, qui ne charge pas les ensem-
bles évanescents (N1)

Nt. Une partie H de R+xﬂ est dite évanescente si elle est contenue
dans une 'bande" m+xU, ol U est négligeable dans Q - autrement dit, si
la projection de H sur N est P-négligeable.
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La réciproque est 3 la fois facile et importante :

THEOREME, Si p est une mesure bornée sur B X gui ne charge pas les
ensembles évanescents, il existe un processus VI brut (At) unigue
tel gque 1'on ait (2.1), et [All, est la norme de la mesure p.

DEMONSTRATION, On décompose p en deux mesures positives p+ et p~ comme
toujours, et celles-ci ne chargent pas les ensembles évanescents. On

se trouve donc ramené au cas ou p est positive. On définit alors une
mesure a, sur 0 (t20) par at(B)=p([0,t]xB) pour BeF . Comme p ne charge
pas les ensembles évanescents, oy est absolument continue et admet une
densité Al par rapport & P, que l'on régularise en posant successivement
Ai = sup,, A, , le sup étant pris sur les r rationnels <t, et At=A§+ .
TLes détails sont laissés au lecteur ( cf.[D]IV.T41, p.90).

Comment reconnaitre sur la mesure p si le processus VI brut (At) est
adapté ( resp. prévisible : N2) ? C'est l'objet d'un important théoréme
a4 & Catherine DOLEANS-DADE,

N2, La tribu optionnelle (aussi appelée bien-mesurable ), sur B X, est
engendrée par les ensembles évanescents (N1) et par les processus adaptés
3 trajectoires continues 3 droite et pourvues de limites & gauche - en
particulier, pour les processus VI bruts, radapté’ et roptionnelr sont syno-
nymes . De méme, la tribu prévisible est engendrée par les processus
adaptés, & trajectoires continues 3 gauche sur ]O,oo[ ; elle est conte-
nue dans la tribu optionnelle. :

La tribu optionnelle est engendrée par les intervalles stochastiques
[T,0[ ={(t,0) : t>T(w)}, ol T est un temps dtarrét. La tribu prévi-
sible est engendrée par les intervalles CT,w([l, o T est un temps
(d'arrét) prévisible, i.e. il existe une suite croissante (T ) de temps
d'arrét telle que T tT partout, et T <T partout sur 1'ensemble {T>O§
( on dit que la sulte (Tn) annonce T e

Voir [D]IV.D2, p.567, [D]IV.D36, ou (plIiv.61, IV,.64, IV,67, IV, 69-T7T7.

N3, Etant donné un processus mesurable borné X=(Xt), il existe un proces-
sus optionnel x° unique tel que l'on ait, pcur tout temps d'arrét T,
{T } = “[KTI{T<@ollET] P.S.. X° est la projection optionnelle de X.

Par exemple, soit Y une v.a. bornée, et soit (Y,) la martingale b[YIF 1.
Alors la projection optionnelle du processus X (w)—I[ b[(t)Y(m) est le
processus X —I[a b[(t)Y (v). L'extension du cas borné au cas positif,
par convergence monotone, ne présente aucune difficulté.

Voir [DJv.T14, p.98.
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THEOREME, Le processus VI (At) agsocié 4 la mesure p est adapté
( resp. prévisible ) si et seulement si p commute avec la projection
optionnelle (N3) ( resp. la projection prévisible (N4)).

Cela sigmifie que si X est un processus mesurable borné, si %° est
sa projection optionnelle ( resp. x® sa projection prévisible ) on a
p(x°)=p(x) ( resp. p(xp)=p(x)). Noter que cela a bien un sens 3 x° et
X® sont des classes de processus indistingusbles, mais p(4°) et p(xP)
sont bien définis, du fait que p ne charge pas les ensembles évanescents,

DEMONSTRATION, Nous ne donnerons pas tous les détails ( voir [D]V,T26 )
et nous traiterons uniquement le cas prévisible, qui est plus délicat.
Soit T un temps prévisible, et soit Y une variable aléatoire bornée,
orthogonale 3 FT . La projection prévisible du processus X = I[[O Tﬂ
est nulle ( N5,N4 ; vérification laissée au lecteur ). Donc, si p
commute avec la projection prévisible, on a p(X)_E[éa’XSdAS]-O, donc

E[YAT]=O, et comme Y est arbitraire AT est ET_-mesurable. En particu-
lier Ay est Et—mesurable, et A est adapté.

N4, Pour tout temps d'arrét T, on note gT_la tribu engendrée par EO et
les ensembles AN{t<T}, AeF, ([D]JI1I.27, p.52 ; [PJIV.54). Si T est un
temps prévisible, et T est une suite anncngant T, on a Z —V ET R

Etant donné un processus mesurable borné X_(X ), il ex1ste un proces-
sus prévisible xP unique tel que l'on a2it, pour tout temps prévisible T,
} ‘n[ATI{T<Do§I ] PeSes xP est la projection prévisible de £,

{T
Avec les notations de 3 ci-dessus, la projection prévisible du processus
(Xt) est le processus I[a,b[(t)Yt—(w)’ en convenant que Yy =Y.

Voir [D]V.T14, p.98.

N5. 5i S et T sont deux temps d'arrét tels que S<T, [[S,T]] est 1'ensem-
ble des (t,w) tels que S(w)<t<T(w). On définit de méme les intervalles
stochastiques [ S,T[[ etc. &n particulier, [[T]]=[[T,T]] désigne le
graphe de T ([D]III.17, p.49 ; [PIIV.60 ).

N6, Un temps d'arrét T est dit totalement inaccessible si P{S=T<w }=0
pour tout temps prévisible S8 ([D]III,D39, p.58 ; [P]IV.80-81 ). lLa
caractérisation inverse, & laquelle on s'attend : S est prévisible si

et seulement si P{S=T<wm }=0 pour tout T totalement inaccessible, n'est
pas toujours vraie : en général, cette propriété signifie seulement que
le graphe de S est contenu dans la réunion d'une suite de graphes [ Sn]]
de temps d'arrét prévisibles, que l'on peut supposer disjoints ([D]III.
39-41 ; [PJIV,80-81 ). On dit alors que S est accessible.



252 8

3i T est un temps totalement inaccessible (N6), la projection
prévisible du processus X:I[[T]] est nulle ( la vérification est trés

simple, et laissée au lecteur ), Comme p commute avec la projection
prévisible, E[szdAs]=E[AAT]=O. Remplagant T par les temps d'arrét Tj,
Befp (N7) on voit que B[4A;|Fn]=0. Or nous avons vu que A est adapté,
dne AAT est QT—mesurable, et AATzO ¢ A ne charge pas les temps totale-
ment inaccessibles.,

I1 est facile de représenter 1l'ensemble {(t,w) : AAt(w)¢0} comme
une réunion de graphes de temps d'arrét Un ( regarder le premier, le
28,4009 le n—-e saut >e, puis faire tendre € vers O : on n'exige pas
ici que les graphes soient disjoints ). Comme A ne charge pas les temps
totalement inaccessibles, les Un sont accessibles (N6), donc la réunion
des graphes [[Uﬁ]] est contenue dans une réunion dénombrable de graphes
prévisibles [[T 1], que 1'on peut rendre disjoints ([bJ1iv.717, [P]JIV.88),
On a alors, comme les trajectoires de A sont des fonctions & variation
bornée

(3.1) A = Ag + I QnI{tZTni o A® est continu et adapté,
- et §n=AATn

8 est ng_—mesurable d'aprés ce qui précéde., On vérifie alors sans
peine que le processus VI QnIit>T } est prévisible ( en approchant Qn
par des v.,a. étagées, et en considBrant des temps d'arrét de la forme
(Tn)B ol BeFp _ , on se raméne & démontrer que si S est prévisible,
le processus n I{t>S} est prévisible : cela résulte aussitdt de 1l'exis-
tence d'une suite anmongant S. Mais ¢f, N8 ), Par sommation, A® &tant
continu , donc prévisible, on voit que A est prévisible, et la moitié
du théoréme est établie.

Inversement, supposons A prévisible., Comme le processus (At—) est
adapté et continu & gauche. il est aussi prévisible, donc le processus

T sur B

N7, Si T est un temps d'arrét, et BGET , la v,a., T est

B" 400 sur B
un temps d'arrét. De méme, si T est prévisible et Befn_ , Ty est pré-
visible ([D]III.40 p.58, III.49 p.61 ; [PIIV.73 ).

Si T est un temps d'arrét quelconque, il existe BCET tel que TB
soit totalement inaccessible, TRC accessible.

N8, Le raisonnement indiqué ci-dessus correspond & l'ordre de 1'exposé
de [D], mais non & celui de [P]. On a tendance maintenant & définir un
temps prévisible comme une v.a. T telle que [ T,c0 [[soit un ensemble
prévisible, et & démontrer qu'il existe alors une suite annongant T.
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bA,=A A, _ est prévisible, et l'ensemble {(t,w) : |AA [z} est prévi-
sible. Son début T est alors prévisible (N9), car cet ensemble est &
coupes fermées. D'autre part, AAT est ET -mesurable (N10), et nous
avons déji signalé plus haut qu'alors le processus AATI{t>L} est
prévisible, Recommengant 1l'opération sur At— AA I}t>T} , et ainsi
de suite indéfiniment, on débarrasse A des sauts >e, Puis faisant ten-
dre ¢ vers 0, on arrive i une représentation de A du type (3.1).

. t ~
Nous regardons maintenant é IdAsl = 6t|dAg| + anélnI{thnk‘ Du c6té

droit, le 18T processus croissant est continu, donc prévisible, et
ceux de la somme aussi., Par différence, on voit que (At) peut s'éerire
(Bt-Ct), ol B et C sont deux processus prévisibles croissants & varia-
tion intégrable,

On est donc ramenéd 3 démontrer que la mesure p associée & un proces-
sus prévisible & variation intégrable croissant A commute avec la projec-
tion prévisible, On utilise alors la représentation (3.1), ol maintenant
AS est croissant, et les Qn sont positives . Soit X un processus mesura-
ble positif, et soit XP sa projection prévisible., On a

E[QnKTn] [Q ] puisque x@n _E[XT |“T ] sur {T <00 }

ar f® v A ,C s[xP
[é s345] é 2s 8L Cs {Cs<m°‘] é i ‘s {Cs<xol]

[¢9]
o vPq2C
= n[é xsdAs]

N9. Le début d'un ensemble prévisible & coupes fermées & droite est
un temps prévisible : [D]IV.T16, p.74. Cela résulte du théoréme de
section prévisible (N11).

N10, Si T est un temps d'arrét ( prévisible ou non ) et X un processus
prévisible, XT est ET_—mesurable ( et toute v.a. ET_-mesurable s'obtient
ainsi ). Cf. [D]IV0T209 po770

N11, Toute la théorie générale des processus repose sur les théordmes
de section , conséquences du théoréme de Choquet sur les capacités, que
nous n'aurons guére l'occasion d'utiliser directement ici. En voieci 1!
énoncé : soit H une partie optionnelle ( resp. prévisible ) de E+x0 ,
et soit h la probabilité de sa projection sur Q. Il existe alors pour
tout £>0 un temps optionnel ( resp. prévisible ) T, tel que (T(w),w)eH
pour tout w tel que T(w)<wm - le graphe de T passe dans H - et que
P{T<c0} > h~e .
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ol pour tout w, C,(w) est la fonction inverse continue 3 gauche de A?(w).
Chaque CS est un temps d'arrét prévisible, donc E[X I{C <©o}] =
E[X I{C a)§ par définition de la projection prev1s1bl§

Le cas optionnel est analogue, mais plus simple,
La démonstration précédente a des conséquences importantes.

THEOREME, Soit (At) un processus & V.I, prévisible ( resp. adapté )
On peut alors écrire

(4.1) A = AE + LA I{t>T |

ol les Ah sont des constantes , les T des temps d'arrét prévisibles

(resp. des t.d'a.) - & graphes non nécessairement disjoints -, ou (Ac)
est un processus v, I, contlnu, ou la série converge absolument

(4.2) é laa | = é ldAS| + L, AT

=

La différence avec (3.1) est ici le remplacement des Ve.a. § par des
constantes : il suffit pour cela de représenter @ et § comme sommes
de V.a. otagees. Mais noter que chaque Tp de (3.1) se trouve ainsi

décomposé en temps d'arréts & graphes non disjoints.

THECREME, Si p commute avec la projection optionnelle ( resp. prévisi-
ble ), il en est de méme de |p].

Bn effet, si B est associée au processus V.I. brut  (4,), |p|
est associde & (/ ]dA e

THEOREME, Si A gﬁ p commutent toutes deux avec la projection prévisi-
ble ( resp. optionnelle) et A est absolument continue par rapport &

i » A admet par rapport & p une densité prévisible ( resp. optionnelle).

DEMONSTRATICN, Traitons par exemple le cas prévisible., Soit 4 une den-
sité de A par rapport & |A| sur la tribu prévisible , ne prenant que

les valeurs +1 : £ est un processus prévisible, et on a A=L.p\|, A|=L2.A.
Comme les deux mesures commutent toutes deux avec la projection prévi-
sible, cette relation valable sur la tribu prévisible a lieu sur
B(®,)%F . On peut de méme écrire p=m.|p|, |p|=m.p ol m est prévisible

3 valeurs dans {+1,-1}. De méme, on peut écrire |A|=a|p|, o a est un
processus prévisible positif ( pour vérifier que cette relation s'étend
de la tribu prévisible a la tribu produit, il faut la positivité, car a
n'est pas borné ) . Et enfin on a A=alm.p .



255 1

PRCJSCTION DE IMoSU.LLS, COMPENSATICN DE PROCESSUS V.I,

Soit p une mesure bornée sur g(§+)x§ s qui ne charge pas les ensembles
évanescents. Nous définissons ses projections po (optionnelle ) et pp
(prévisible) par les formules suivantes, ol £ est un processus mesurable
borné

(7.1) PO 5 pPE)=pP)
I1 est clair que po commute avec la prcjection optionnelle, “p avec la

projection prévisible, Du point de vue des processus V.I., partons 4!
un processus V,I. brut ‘A et faisons les constructions

~

po > AO, processus V.1,
A <4>;x4 R
Pp - Ap, processus V,I, prévisible

-~

Nous avons mis un chapeau © pour sovligner que Ao, Kp ne sont pas les
projections- optionnelle et prévisible du processus 4 : on les appelle
projections duales de A, De toute fagon, ces notations ne sont pas trés
souvent utilisdes. En revanche, la suivante 1l'est beaucoup en théorie
des martingales :

DEFINITION, Soit A un processus V.I, ( adapté !). La prownction duale
prévisible de A est appelée le compensateur de A, et notée A , et le

processus A—A est appelé le compensé de A, et noté K .

( On espére que, malgre la ressemblance des notations, le lecteur ne
confondra pas le compensé A avec la partie continue A® de A ).

La notion qui vient d'étre introduite est fondamentale. Elle a été in-
troduite par Paul LEVY en théorie des processus & accroissements indé-
pendants : si (Xt) est un processus & accroissements indépendants réel,
les trajectoires de X ne sont pas en général des fonctions & variation
bornée, et la somme des sauts de X entre O et t n'est en général pas
convergente, Mais si 1l'on considére la somme des sauts AXt dont 1'am-
plitude est comprise entre €>0 et 1, soit

€ _

on peut montrer que A% est un processus VI sur tout intervalle fini.

Ce processus est adapté, mais n'est absolument pas prévisible : il ne
saute en fait qu'en des temps totalement inaccessibles. Son compensa-
teur est de la forme K: =c t . Lorsque €-0, ni e ni A® n'ont de 1li-
mite, mais en revanche la somme compensee des sauts At-c t a, comme
LEVY 1'a montré, une limite (au sens de 12 , par éxemple ), et ce résul-

tat donne la clé de la structure des processus & accroissements indé—
pendants.
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Cette idée de Paul LEVY pourra étre suivie tout le long du cours.

THECREME, Pour qu'un procegsus VI M soit une martingale, il faut et

il suffit qu'il soit de la forme M _MO+At , oG A est un processus VI,

On peut choisir pour A le processus VI sans partie continue et nul en
0

(9.1) At = ZO<S§t AMS

dont le compensateur 1 est continu,

Pour toute martingale bornée N, on a
(9.2) E[MwNm] = B[ I AMSANS] ( y compris MMAN, = MN, )

et le processus
(9.3) MtN‘t s§t AMSANS

est une martingale uniformément intégrable nulle en O,

DEMONSTRATION, a) Montrons d'abord.que si A est un grocessus VI, A est
une martingale nulle en O . La mesure p associde 4 A est nulle sur
la tribu prévisible, en particulier

- p({0}xB) = O si BeF,

(9.4) p(Js,t1xB) = 0 si s<tgtoo, Begs
c
La premidre condition entraine que A0=O . La seconde s'écrit
c c c
@ = -
B[ {) I]s’t]ch(r,w)dAr(w) ] = E[(A,G A )I5]

et cela exprime que A est une martingale.

Inversement, soit(At) une martingale VI nulle en O, et soit p la
mesure associde 3 A, Les réunions finies d'ensembles disjoints de la
forme {O}xB (BeEy) et Js,tIxB ( s<t, BeE, ) forment une algébre de Boole
qui engendre la tribu prév131ble ( [P] IV 67). Donc p est nulle sur
celle ci, et i =0 , donc A_A .

Soit M une martingale VI nulle en O, et soit A le processus donné
par (9.1). Posons D=M-A : c'est un processus VI nul en O et contlnu,
donc prévisible, et D=D . Donc D=D=M-X = 0-% , et M-D+A=A-K=4 . On a
vu aussi que X est continu, et cela achéve la premidre partie,

b) Passons & (9.2). La projection optionnelle du processus constant

égal 3 N est la martingale (N ), et la mesure dM commute avec la
projectlon optionnelle. On a donc ( comme My_=0 )

E[MmNoo] ﬂ[{o’w[NdeS = E[{O’m[NSdMS ]
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Dtautre part, la mesure dM est nulle sur tout ensemble prévisible con-
tenu dans ]O,00[xQ ( nous ne supposons pas My=0 ! ), et le processus
(Nt-) est prévisible, nul pour t=0 par convention. Donc
0 = E[/ N dM_ ]
7 [O,m[ S= S
"o iffé E = =
d'ou par diffdérence [Moombo] E[[ANdeS] E[Zs AM AN ].
Soit T un temps d'arrét. Appliquons ce résultat 3 la martingale
arrétée ( bornée ) Niap o 11 vient

B(M, Np] = BIZ_p 4 N ] .

Le c6té gauche vaut aussi E[MTNT]. Si nous notons Lt=MtNt—ZS<tAMsANS,
nous avons donc E[LT]=O pour tout temps d'arrét T. Un petit Iemme nous
permet alors de conclure la démonstration :

LEMME. Soit (Ly)y o i
E[]LT|]<no, E[LT]EO pour tout temps d'arrét T. Alors L est une martinga-

le uniformément intégrable.

un processus adapté continu & droite, tel que

DEMONSTRATION, Comme on va le voir, les hypothéses de 1l'énoncé sont
beaucoup trop fortes ! Prenons tem+, Aegt , T=tA= t sur 4, +oosur A°
(N7), il vient

fA L, + ﬁc L =0, etaussi /L _ + [ =0

L
(e 0] A [¢ o) Ac @
donc /AL’C = zjx Ly et L=B[L_ [E.] .

REMARQUE, La démonstration précédente n'exige pas que N soit bornée,

mais seulement que E[N*.{ |dMS|] < o, o Nz sups|Ns|,

O, [
I1 faut expliciter les résultats obtenus, suivant 1'idée de LEVY
citée au n°8 : la premiére partie de 1'énoncé ( formule (9.1)) exprime
que toute martingale VI est la somme compensée de ses sauts. Les for-
mules (9.2) et (9.3) entrainent des propriétés d'orthogonalité d'une
martingale VI, et d'une martingale qui n'a pas de saut commun avec elle,

Tout cela sera bien développé plus loin,

I1 faut noter que l'application Av>A diminue la norme H !Iv
( décomposer A en deux processus croissants ). Il résulte alors du
théoréme précédent que
~F 100 .
(10.1) BL/7 |aM_|] < 28(z_|aM_|]
0 s!” = s s
pour toute martingale VI (Mt) .
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INTEGRALES DE STIELTJES STOCHASTIQUES

Soit (At) un processus V,I,, et soit (Ht) un processus optionnel tel
que E[ f°°|Hs|[dAS|] < ® . on peut alors définir le processus

t
lons qu'd des processus indistinguables de O prés, nous le considérons

comme bien défini : il est manifestement adapté et continu & droite,
donc optionnel, et c'est un processus V.I. Dans toute la suite, nous

I, =/ HsdAS hors d'un ensemble de mesure nulle. Comme nous ne travail-
0

le noterons HeA , rarement HéA pour rappeler qu'il est construit au
moyen de l'intégrale de Stieltjes ordinaire sur chaque trajectoire.

Rappelons que nous avons convenu que AAO, la masse en O, est égale
a Ay . Cela entraine que I =H,A, .

Cette notion d'intégrale stochastique est évidemment tout & fait
terre & terre, et sans intérét apparent... et cependant, nous allons
rencontrer ici, aprés 1l'idée de la compensation des processus crois-
sants, une deuxiéme idée fondamentale de la théorie des intégrales sto-
chastiques : le rdle des processus prévisibles : & quelle condition,

lorsque A est une martingale VI, peut on affirmer que HeA est aussi une
martingale VI ? La réponse est dans le petit théoréme suivant :
THEOREME, Soit M une martingale VI, et soit H un processus prévisible

tel que E[f|Hsl{dMs|] < @, Alors HeM est encore une martingale VI,

DEMONSTRATION, On se raméne aussit6t au cas od My=0, Soit p la mesure
bornée associde 4 M ( n°2) ; p est nulle sur la tribu prévisible, H
est prévisible et p-intégrable, donc Hy est une mesure bornée, nulle
sur la tribu prévisible., C'est la mesure associde au processus VI Hel,
donc celui-ci est une martingale ( cf. n°9).

Nous poserons la définition suivante : on évitera de confondre ﬂ ’
qui. est un espace de martingales, avec l'espace Z des processus VF,
défini au n°I.1,

DEFINITION, Nous notons ! l'espace des martingales VI, muni de la
norme variation [M|| = E[/ lamM_|1].
lV [0,00[ S

CARACTERISTIQUES D'UN PROCESSUS VI ET DECOMPOSITION

Nous n'avons encore jamais utilisé les théorémes de décomposition
des surmartingales : notre construction du compensateur d'un processus
VI, par exemple, n'utilisait que le théoréme de Radon-Nikodym. Nous
allons énoncer bridvement les résultats dont nous aurons besoin plus

loin.
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14 DAFPINITION, Soit <At) un processus V.I.. On appelle potentiel droit

( ou simplement potentiel ) associé & A la projection optionnelle (Xt)

du_processus (Aaa—At)’ potentiel sauche la projection optionnelle (X%)
du processus (4, -4, ).

I1 est facile de calculer (Kt) : en effet, la projection option-
nelle de A est la martingale continue 3 droite E[Am lgt], et par
conséquent((At) étant un processus optionnel )

~ — - ] ° =R 1
(14.1) %, = BlA_ |, -4, (aussi X 2la |E,]
I1 est évident que X est continu 3 droite. Zn revanche,
(14.2) K% = u[Aa)lgt] - A

n'est continu ni & droite, ni & sgauche.

Les résultats d'unicité suivants font comprendre 1l'intérét de la
notion de potentiel gauche ( qui n'est pas tout a fait classique :
elle figure sous une forme implicite dans un travail de MERTENS, 4'ou
elle a été dégagée par AZEMA ),

15 THEOREME, Un processus croissant prévisible nul en O est uniquement

déterminé par son potentiel.

Un processus croissant optionnel est uniquement déterminé par son

potentiel gauchel
DEMONSTRATICN, Soit A un processus croissant prévisible nul en O, et

soit p la mesure associée 4 A, Si 1'on a s<t, Begs, on a
u(ls,tIxB) = / (A -A YP= [ (X =X,)P ot X est le potentiel de A
B s B st

Comme Ay=0, on a p({0§xB)=0 pour BeF, . La mesure p est donc connue sur
une algébre de Boole qui engendre la tribu prévisible, donc sur celle-ci,
donc sur la tribu.g(ﬂ+)xg puisqu'elle commute avec la projection prévi-
sible, et finalement p détermine A (n°2),

Si A n'était pas nul en O, il faudrait introduire une v.a. supplémen-
taire XO_=E[AOO|£O] ( AO_ est nulle par convention, mais XO_ n'est pas
nulle ! ), et on aurait alors u(iOiXB)éé(Xo_-XO)P .

Passons au cas optionnel. Soient S et T deux temps d'arrét tels
que S<T ; on a , X' désignant le potentiel gauche de A
(I 8,0 )=Elay_-Aq ] = E[(A -Aq )-(A Ay )] = BLX4-X4]

Les réunions finies d'ensembles disjoints de la forme [ S,T[[ forment

1., Dans les deux cas, l'extension aux processus VI est évidente.
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une algébre de Boole qui e gendre la tribu optiomnelle ([D]IV.1, p.67).
X' détermine donc la restriction de p & la tribu optionnelle, Mais p
commute & la projection optionnelle, et on conclut comme dans le cas
prévisible,

I1 nous reste enfin & rappeler le théoréme de décomposition des surmar-
tihgales, sous sa forme usuelle ( nous n'aurons pas besoin de la for-
me relative aux potentiels gauches )

THiORuME, Pour gu'un processus £ soit le potentiel droit d'un prccessus
croissent intésrable prévisible A tel gque Aq=0, 1l faut et il suffit que

X soit une surmartingale positive continue & droite,

X appartienne 3 la classe (D) : toutes les v.a. XT, T percourant
l'ensemble des temps d'srrét p.s. finis, pnt uniformément intégrableg,
X soit nul. & 1'infini : lim, o %4=0» pes. ou dans 1!,

(voir [DIV.T49, p.116, la démenstration de Catherine DOLZANS, Il existe
des démonstrations plus 4l¢émenteires, telles que celle de RAO [14],

La condition de nullité & 1'infini n'est pas essentielle : on a un
théoréme de représentation analogue, au moyen d'un processus croissant
présentant un saut & 1'infini Aa)'Aay-= Xa>' qui s'interpréte cu moyen
d'une mesure p sur (0,00 IxQ,

Le théoréme suivant est fréquemment utilisé. L'égalité (17.1) est
une conséquence simple de la définition de X, et du fait que bAp est
Fp_-mesursble. Voir [D] V.52, p.119.

THECRELE, Si X setisfeit aux proori‘tés précédentes, soit 4 1l'unique
processus croisssnt intésrable prévisible dont £ est le potentiel, et
soit T un temps prévisible . Alors

(17.1) by = XT_-E[KT|£T_] ( ﬁinygnt%pnngo?r 0 : L.=K_yhy= 0
0”7 =0-"=0

En particulier, A est continu si et seulement si X est régulier : pour
toute suite croissante (Sn)ts de temps d'arrét, on a E[Xs]zlimnﬂ[xsn]
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UN COURS SUR L3S INTEGRALES STCCHASTIQUES
(P.AMeyer)
CHAPITRE II . MARTINGALES DE CARRﬁ INTEGRABLE

La théorie de 1l'intégrale stochastique est un édifice que 1l'on cons-
truit avec deux sortes de briques : la théorie de 1'intégrale de Stielt-
Jes stochastique ( chap.I ) et la théorie de 1'intégrale dans 12
que 1l'on va développer maintenant. Ce chapitre contient aussi des ré-

sultats sur la structure des martingales de carré intégrable.

DEFINITI(N, CRTHOGONALITH
li est l'ensemble des (classes de ) martingales (Mt)t>0 telles que
sup, E[Mi] < © . Les éléments de If sont appelés martingales de carrd

intégrable . Le sous-espace de M formé des martingales M nulles en O
est ncté EO'
On rappelle qu'une telle martingale M admet une limite & 1'infini,

N, = 1imte>q3Mt , que MTzE[MaalgT] pour tout temps d'arrét T, que

sup, E[Mi] = limt4>a>E[M§] = E[Mi)] , et cette quantité est notde
s
Comme E—F s la correspondance M <4>Ea) est une bijection entre
M et L (F) Cela permet de considérer M comme un espace de Hilbert,
avec le produit scalaire (M,N) > E[MooNﬁo]' L'orthogonalité au sens
de ce produit scalaire sera dite faiblee.
- *
Rappelons 1'inégalité de DOOB : soit Meg , et soit M= supt[Mt|,
Alors
2
(1.1) (Rl I|2 s 4llhm

Avec une conséquence bien connue : si des martingales M? e Y conver-
gent vers leM en norme, il existe une suite (nk)1+oo telle que

(M Pk -M) tende vers C p.s., et par conséquent telle que p.s. la
trajectoire M?k(w) converge uniformément sur R+ vers M.(w), ce qui

permet de passkr 3 la limite sur les limites 3 gauche, les sauts, etc.

DEFINITION, Deux martingales M et N e M sont dites orthogonales si
E[MTNT]=O pour tout temps d'arrét T ( avec la convention que sur {T=oo}
on a MT=MOO, NT= Na)) et si MyN, = 0.

Prenant T=+oo, on voit que M et N sont alors faiblement orthogonales.
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THEOIBME, Deux martinsales M et N e g sont orthogcnales si et seulement
si leur produit MN est une martincale nulle en O.

DEMONSTRATICN, I1 n'y a aucun probléme d'intégrabilité, car le processus
MN est dominé par la v.a. N*N*¥eL'.

Si MN est une mortingale d'espérance nulle, nous avons MTNT =
B[M N [Ep], done E[MNGI=E(M_ N _ 1=K, N, ]=0.

Inversement, le raisonnement de la démonstration de I,9, dernier
lemme , montre que si E[KTNT]zo pour tout T, alcrs KTNT=E[MG)NOOIET],

La notation suivante sera utilisdée dans toute la suite :

NCTATICN, 8i X est un processus, T un temps d'arrét, XT désione le pro-

cessus X arréeté 2 T ( i.e. th £AT )e

Ia définition suivante est due & KUNITA-WATANASE en substance, mais
h
a

sous cette forme trés ccmmode, elle est empruntée CORNEA-LIC:A,

DAFINITION, Cn appelle sous-espace stable de M un sous-espace fermd g,
stable par arrét, et tel que si Mel , Aego , On ait IAM e E'

THEOR®EME, Soit H un _scus-espace stable, et soit H son orthoponal faible

dans k. Alors H est stable, et si M et N appartlennent a H et H res-

pectivement, h et N scnt orthogonales ( sens fert ).

DEMONSTRATION, Remarquer que nous n'utiliserons pas le fait que H est
fermé, ni la stabilité pour les opérations vectorielles. Soient heg,
NeH*, T un t.d'a.. Comme nous avons E[Loondajzo pour LeH, et H est sta-
ble par arrét, prenant L=M’, il vient que E[M,N 1=0. Or B[MN_ 1=
E[M NT], done E[MTNT]=O pour tout t.d'a., De méme, remplagant M par
I, MeH (AeFy), on a E[IAMTNT]=O , d'ol pour T=0 la relation M ¥ =0.
On a établi 1'orthogonalité forte de M et N,

La relatlon E[I MTN ]=0 s'écrit aussi E[M (I NT ) ]=0, et montre
que I N appartient 4 H* , de sorte que H* est stable.

o=

CCIMANPAIRE, La théorie usuelle ne se fait que pour les martingales
nulles en O, Nous avons un peu modifié la définition des sous-espaces
stables pour tenir compte de MO .

COROLLAIRS, 3i H est un sous-espace stable, tout &lément M de M adme

une dfcomposition M=N+N', ol N appartient 3 H, N' est orthogonale 3 H

( ou sens des martingales ), et NCN' =0 - -
C'est la décomposition ordinaire de M en sa projection N sur H et

le morceau restant h—N—N'eH
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EXEMPLES DE SCUS-ESP.CES STABLES
Dans les énoncés qui suivent, la continuité en O doit s'entendre en te-

nant compte deé la convention MO_=O .

EFINITION, On note gc l'espace des martingales continues, et gd 1'or-
thogonal de Ec. Les martingales Megd sont dites purement discontinues

( on verra plus loin que ce sont aussi les gemmes compensées de sauts ).

On a ECCEO d'aprés la convention ci-dessus, et gc est évidemment
stable par arrét, fermé d'aprés 1'inégalité de DOOB (n°1), dcne stable.
Md est donc également stable,

T Les projections de Hell sur Ec ( partie continue de H ) et gd ( por-
tie discontinue ) sont e; géné;al notées Hc,Hd.

On va étudier des sous-espaces remarquables de gd

NOTATION, Soit T un temps d'arrét. On désigne par E[T} 1ltespace des
martingales Heg purement discontinues, continues hors du graphe de T.

1) Prenons T=0, Si H appartient 3 E[O], la martingale Mt=Ht—HO est con-
tinue partout, aussi purement discontinue, donc orthogonale i elle méme,

donc nulle, E[O] est l'espace des martingales constantes ( en t , non
en w ) Ht=HO pour tout t.

2) Nous supposons maintenantli_zg_ggzﬁguij.D'aprés la convention du haut
de la page, on a §[T]C§O . E[T] est évidemment un sous-—espace stable.,

Nous avons alors les deux théorémes suivants
THEOREME , Supposons T totalement inaccessible, Alors E[T]C !O , et _est
constitué de toutes les martingales de la forme M=X , oU A est le proces-
sus V,I, 2 un seul saut

- 2p

(9.1) AL = @IltzT; avec #eL(Fp) (cf. I.8)

Pour toute martingale NeM , le processus

(9.2) MN, - ANTAMTI{tET}

est alors une martingale uniformément intégrable, nulle en O. Bn parti-
culier on a que

] 2
(9.3) M - AMTI{th} est une martineale, E[Mi)] = E[MMp],

Pour toute NeM , la projection de N sur M[T] est M:K (9.1), avec
@:ANT. -

THZOREMS, Supposons T partout >0 et prévisible. Alors 1'énoncé précé-
dent reste valable, avec la seule modification que @eLE(ET) doit étre
assujetti & la condition E[QIET_]=O, et qu'alors X-a .

La démonstration sera divisée en plusieurs parties assez simples.
1) Vérifions que si A est donné par (9.1), alors A est une martingale
de carré intégrable, Il suffit de traiter le cas ol ¢ est positive, et
de montrer que E[Ki}]<n3 (1.8).
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Le processus VI A est continu. Il suffit en effet de vérifier que
la mesure associde 3 A ( qui est prévisible ) ne charge aucun temps pré-
visible. Or elle coincide sur la tribu prévisible avec la mesure associée
" & A, et celle ci est portée par le graphe de T totalement inaccessible,
On applique alors la formule d'intégration par parties, puis le fait
que dz;pommute avec la projection optlonnelle, pour obtenir
B(A2 ] = 2E[/ (K -K)ak_ ] = 2E[/ o-A )4k ]

En effet, les deux processus (A -A ) et (A —A ) ont méme projection
optionnelle ( cela s1gn1f1e juste que i-A est une martlngale ). Donec,
comme &0
m[A ] < 2E[QA ]

d'ol d'aprés l'lnegallté de Schwarz "A H < 2|l#|l, dés que 1'on sait
que le premier membre est fini. On commence par supposer Q;c, puis 1l'on
atteint le cas général par troncation.

Dans le cas prévisible, le calcul est explicite : Aa)=§-E[§|§T_] =8,
Donc il n'y a rien & démontrer. Dans tous les cas, noter que =My .

2) La martingale I appartient & K[T] .

D'abord, le processus A n'est discontinu qu'a l'instant T, Dans les
deux cas, le prccessus X est continu ( dens le cas prévisible, il est
nul ). Donc M=A n'est discontinue qu'a l'instant T, I1 faut montrer que
Megd. Nous allons prouver mieux : pour toute martingale Neg nous avons

n = q =& 1
(10.1) AEMOONOO] = E[aM; AN, ] = E[e.0N, ]
En effet, le résultat est connu lorsque N est bornée puisque M est
une martingale V,I, (I.,9), et le passage 8 la limite est immédiat.

I1 en résulte que M est orthogonale, non seulement & toute martingale
continue Nel , mais & toute martingale Nell continue & 1'instant T.

3) Si NelM , MtNt - AM4N, {t >} est une martingale.

Notons Lt ce processus. ~  Soit S un temps d'arrét. Appllquons
(10.1) & la martingale arrétée N, I1 vient comme NS Ny n[h ]
= E[MSNS] H

E[MSNS] = E[AMTANTI{TSS}]
ou encore E[LS]=0. On en conclut que L est une martingale par le lemme
du chap.I, n°9,
(On notera que cette martingale est dominde par SM*N*, donc unifor-
mément intégrable ).

c
4) 8i N appartient & M, sa projection sur M[T] est M=A , avec =W,
Dans le cas prévisible comme dans le cas totalement inaccessible,
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on a vu plus hout que MMp=#=uN; . Donc N-M est continue & 1'instent T.
D'aprés 2) on a MeM[T] , N-M est continue 3 l'instant T donc orthogona-
le & M[T], et M est bien la projection de N sur M[T].

La démonstration est achevée. -

STRUCTURE DES MARTINGALES PUREMENT DISCONTINU:S

Soit MeMy , et soit (Tn) une suite de temps d'arrét, soit totalement
inaccessibles, scit prévisibles, tous > O, & graphes disjoints, et
tels que {(t,w):AMt(m)£0§ soit contenu dans la réunion des graphes

T Tn]] (N12), Posons pour tout n

Cn
(11.1) A =AM I Ny =
t T, {427, 1 A
M est une martingale de carré intégrable, qui est continue hors de

[[Tn]], et dont le saut & cet instant est exactement &Mp . Posons
' n

aussi
R LT

La martingale M-HE est continue aux instants T1""’Tk , donc arthogonale
aml.. , denc & leur somme HE . Les martingales M1,...,Mk sont ortho-
gonales entre elles, et nous avons

B0M2 ] = B0 )21+ (-8%) o J=5CEL 02 )2 34mL (n) 2 )

]

g% Blarg ] + 2{(5-85)2 ]

Nous en déduisons que la serle orthogonale E MR converge dans M vers
une martingale H . Comme M—H est orthogonale a Hk, M-H est orthogonale
4 H, En utilisant une sous-suite de HE qui converge p.s. uniformément
vers H (n°1) on voit que M-H n'a plus de sauts : elle est continue et
nous avons 5

(11.2) E[Mio] = B[z, aip 1 + B[ (1-1)2 ]

N12, Soit A une réunion dénombrable de graphes de temps d'arrét Uh.
Alors A est contenue dans une réunion dénombrable de graphes disjoints
de temps d'arrét, soit totalement inaccessibles soit prévisibles.

En effet, quitte 3 remplacer [[U 11 par [[U ]]\U [[U 1], nous pou-
vons supposer les graphes des U dlsgoints. Nous representons chaque
[[U ]] comme la réunion de deux graphes [[Ul]] et [[Ua]], 1'un totale-
ment inaccessible, 1l'autre accessible (N7). Les graphes [[Ul]] sont
disjoints, quant 4 ceux des Ui , nous les recouvrons au moyen d'une
réunion dénombrable de graphes prévisibles (N6), que nous rendons dis-
joints & leur tour par différence comme ci-dessus (cf.[DJIV,T15, p.74).
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Si M n'était pas nulle en O, on ajouterait & la suite T1,T2,... le
temps d'arrét TO—O avec la martingale correspondante MELMO, et on po-

serait Hk—M0+...+Mk

Les résultats seraient les mémes,

I1 est clair que M-H est la projection de M sur 1l'espace Mc des mar-
tingales continues nulles en O, et que H est la projection d; M sur Md.
Nous en déduisons les propriétés suivantes. -

D'abord, si M est purement discontinue, M-H=0, donc M_limk H dans

E. Ainsi

THEOREME, Toute martingale purement discontinue M est la somme compensée

de ses sauts. M est orthogonale ( non seulement & toute martingale con-

tinue, mais ) & toute martingale NeM sans discontinuité commune avec M.

THEOREME, Pour toute martlggale MeM on a
(13.1) Blz a2 ] <E[M 1 (AM =5 )

avec 1'égalité si et seulement si-M est purement discontinue.

( Cela découle aussitdt de (11.2)).

Nous dcrivons maintenant que, si M et N sont deux éléments de M
(13.2) I |aM N | < (g, AM2)1/2(Z N )‘/2
Le second membre appartlent a L1 d'apres (13.1). Plus précisément
(13.3)  BlZ |ar AN |] < M|, I, -

THEOREME, Soient M et N deux éléments de M, dont 1'un au moins est sans
partie continue. On a alors
(14.1) E[MGJNoo] E[Z AM AN ]

(14.2) MtNt - ngt

AM AN est une martingale nulle en O, dominée

dans L',

DEMONSTRATION, Lorsque M et N sont toutes deux sans partie continue,
(14.1) résulte de 1'égalité (13.1) appliquée a M+N, M et N, et (14.2)
découle de (14.1) appliquée aux martingales arrétées MT et NT , et du
lemme du chap I n°9. Le processus (14.2) est toujours dominé par la
vea. NN + T |AM AN | qui appartient a i,

Supposons ensulte que M seule soit purement dlscontinue. Nous écri-
vons que N=N° 4+N', ou N' est la projection de N sur M 3 comme M appar-
tient & ﬂd, E[MG>N§)]_O, et MtNg est une martingale nulle en O, dominée
dans L1, d'od aussitdt 1'énoncé par addition.

Soit M une martingale qui appartient & la fois 8 M et & 1'espace w
des martingales VI, Nous savons d4' aprés 1.9 que 1l'on a
(15.1) E[M No ] = E[Z aM_ AN ] pour toute martingale bornée N.
D'aprés (13.3), les deux membres sont des formes lindéaires continues
en N pour la norme de M , donc 1'égalité vaut aussi pour Nell. Prenant
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N=M, on voit que toute martingale Megﬂ! est purement discontinue en

tant qu'élément de g y 1.6, n'admet pas de partie martingale-continue

( en tant qu'élément de X , €elle peut avoir une partie continue ).

On voit donc que l'emploi de la notion de sous-espace stable, dd
4 CORNEA-LICEA [9], permet d'obtenir avec trés peu de moyens des résul-
tats intéressants sur la structure des martingales de carré intégrable.
Nous n'avons pas encore utilisé la decomposition des surmartingales !
Nous arrivons maintenant au point ol nous allons l'utiliser - mais un
peu de réflexion montrera au lecteur qu'elle n'est réellement indispensa-
ble que pour définir le processus croissant <M,M> associé 3 une martin-
gale continue. D'une manidére générale, ce sont les martingales continues
dont 1'étude est délicate, et la structure mal connue : nous retrouve-
rons cela plus loin, & propos de la formule du changement de variables.

LES PROCESSUS CROISSANTS ASSOCIES A UNE MARTINGALE

Soit MeM. Le processus Mﬁ est une sousmartingale dominée dans L1
par M*2 | donc le processus E[M§>|£t] - Mg est une surmartingale de
la classe (D) (I.16) ; comme elle est positive et nulle i 1'infini, on
peut lui appliquer la théorie de la décomposition des surmartingales :

DEFINITION, On note <1,M> l'unique croissant prévisible tel que <M,M>,
=M% y €t _que M2-<M,M> goit une martingale.

DEFINITION. Soit M® la partie continue de MeM. On pose

- g91¢. MC 2
(17.1) [M,M],G = QN>+ I, AMC

D'aprés (14.2), si M est puremegt discontinue (M®=0) M_%—[M,M]t est
une martingale, et <I,M> est la compensatrice prévisible de <M,M>,
Compte tenu de l'orthogonalité des projections de M sur gc et gd, il
est toujours vrai que [M,M] est un processus croissant intégrable,
que M2-[M,M] est une martingale, <M,M> la compensatrice prévisible de
[M,M]. On ne sait pas se passer de la décomposition des surmartingales
pour définir <MC,Mc . Noter que <MC,M°> est continu !

D'aprés KUNITA-WATANABE [8], nous "polarisons" maintenant les "formes
quadratiques® <,M> et [M,M] :

DEFINITION, Soient M et N deux éléments de M . On pose
(18.1)  <H,N> = £( <N, N> ~ S,M> - <N, N> )
1l'unique processus prévisible VI tel gue <M,N>O=MONO et que MN-<M,N>

soit une martingale, et
(18.2)  [M,N] = S([1N,M4N] — [1,4] - [N,N]) .
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On a évidemment
_ _wC wC

(18.3) [4,N] = Q17,07 + zsgt AM AN .
Les processus [M,N]-<M,N>, MN-[M,N] sont des martingales. Les deux
martingales M et N sont orthogonales si et seulement si <M,N> est
nul,

Les deux processus VI <M,N> et [M,N] sont intéressants 3 des titres
différents, mais c'est le second sans doute qui est le plus utile :
nous en étendrons plus loin la définition & des martingales locales

quelconques,

Le processus croissant prévisible <M,M> est uniquement caractérisé
(I.14) par son potentiel X, donné par
n _ 2 2
(19.1) XT = ﬁ[<M’M>a)—<MQM>T|£T] = E[Ma)|£T]--MT

avec la convention XO_=E[M§0|£O]. Le processus croissant [M,M] est
caractérisé par son potentiel gauche X', donné par

- 2 2 2
(19.2) X}= Bl [M, m] -[M Mg |F ] = E[M IFT] - Mz + MMj
En effet, [M,M]-<M,M> étant une martlngale, nous avons E[[M, M1, -0, M1,
| Bpl = B[QL,M>_ ~M,Mn|En ] = E[M |FT]—MT , et d'autre part [M My

- [M M]T— AM% .

Soit T un temps d'arret ; on a <M N> = <M,N>T (arrét & T ), d'ol
aussitdt par (18.3) [M, Nt J=[M, N]

En effet, d'aprés le théoréme d'arret de DOCB (MN) —<M N>T est une
martingale, et M NT-(MN)T est la martingale E[(M —MT)N IF ], de sorte
que M N -<M,N>" est une martlngale. Comme M,N"=-<M,N"> en est une par
définition de <M NT>, 1, N> -<M, NT> est constante, et il ne reste plus
qu'd remarquer qu'elle est nulle en O,

LES INEGALITES DE KUNITA-WATANABE
Soit un intervalle [0,t], et soit t] = 1t2™" pour O<i<2™, C,DOLEANS
a montré que l'on a, au sens de la convergence L1

N> = lim I, EL(M -Mtn )(Nt§+1'ﬂtn)lgt§] + Mo,

‘ ( i+l i N 1
M,N], = lim_ £, (M =M )(N _ =N ) +MN .
t n i ‘t?+1 t? tg_l_,_ 1 +% 00

Nous n'aurons pas l'occasion d'utiliser ce résultat, et ne le prouve-
rons pas. Mais il est clair sur ces expressions que ces deux processus
domnent lieu 3 des "indgalités de Schwarz" . Nous allons démontrer cel-
les ci maintenant, d'aprés KUNITA-WATANABE ( noter cependant que KUNITA-
WATANABE n'en donnaient dans [8] que la forme intégrée - mais la forme
“trajectorielle"fait partie du folklore des martingales ).
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THEOREME, S5i M et N sont deux éléments de M , H et K deux processus
mesurables, on a p.s.

9]
(KW1)(/) | 1K | [a<t, N> ] ]

(
(

A

00 2 1/2, /%2 1/2
(/)HsddVI,M>s) (é Kod<N,N>_) /

@
(kW2) J© |8 | K ] atm,N] | ] A

A

@2 1/2, (9.2 1/2
Hsd[M,M]s) (é st[N,N]s)
COROLLAIRE, Si p et q sont deux exposants conjugués, on a

BL/IH G| 1adt, 1 |1 <V H2a<t,bisg |, W TEaIL TS
et 1'inégalité analogue avec des [ J.
DEMONSTRATION, Celle-ci nous a été suggérée par P, PRIOURET, qui a
débarrassé le théoréme d'une hypothése inutile sur H et K.
1) Prenons s et t rationnels, s<t, et dcrivons que 1l'on a pour tout
A rationnel <M+AN,M+AN>t— <M+}\N,M+}\N>s >0 p.s.. I1 vient, avec des

notations abregees claires
| <, N> |<(<MM>’°)1/2(<NN ty1/2

et aussi en O |A<M,N>O|=|A<M,M>O||A<N,N>O|.
Prenons maintenant une subdivision finie de la droite : O=to<t1<...
n+1=+q;, des v.a. Hy,K, Hti,Kti (O<i<n ) bornées, et posons

=Hol {t=0} Tty 1)
et Kt de méme, Ecrivons les inégalités précédentes pour s—t , t=%,

<t
+ Z H I

i+1?
multiplions les par mt t | , sommons, et appliquons l'1nega11té de

Schwarz, Il vient

" t
| /B AT | < | K o, N5 |+ Z2|H, By 114, N>tl+1|

= ( HZAMM> ZE] 1o 1+1)1/2(KOA<N N> KN, o 141 1/2
l 1
c'est a dire 1'inégalité (KW1) dans le cas particulier de deux processus
étagés continus 3 gauche H et K, 34 cela prés que le signe | | est hors
du symbole [ au lieu d'étre & 1'intérieur.

2) Les processus étagés du type précédent forment une algébre qui
engendre la tribu produit sur R+XQ . Un argument de classes monotones
permet alors d'étendre 1'inégalité ( toujours avec le signe | | hors
de 1'intégrale ) 4 deux processus mesurablesH et K'bornés.

3) Soit J un processus mesurable & valeurs dans {=1,1} tel que
|d<M,N>S| = JSd<M,N>S ; en appliquant le résultat précédent aux proces-
sus Hy et K J_ on fait entrer le signe | | dans 1'intégrale. Aprés
quoi 1'inégalité se trouve ramende au cas positif, et la derniére ex-
tension au cas non borné se fait par troncation et convergence monotone.
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Le raisonnement pour [M N] est identique.
REMARQUE, Nous verrons au chapitre V une autre majoration de E[/d[M,N] U
lide & la dualité entre H et ggg , €t plus profonde que 22,

INTEGRALE STOCHASTIQUE DE PROCESSUS PREVISIBLES
Nous abordons maintenant la théorie de 1'intégrale stochastique pro-
prement dite, en suivant d'abord exactement la définition 4'ITO, Seu-
lement, dans la théorie relative au mouvement brownien, 1'importance
du caractére prévisible du processus & intégrer n'apparaissait pas.,
Nous remarquons d'abord que l'on peut toujours définir 1l'intégrale

d'une fonction étagde continue & sauche f définie sur H
t=0<tyvo o<t <t =t L, f(t) = £, pour te]t l+1J
par rapport & une fonction g définie sur K ’ contlnue a droite et pour-
vue de limites & gauche :
00 ern on _
é fdg = £(0)g(0) + &j £, (8(ty,4)-8(t;))

1 oo} ; n
— = ) - At.
é fdg —é £I10, 4788 = £(0)a(0)+ 25 £;8(vnt, ) -a(t4t4)
La fonction [/ fdg est continue & droite avec des limites 3 gauche, et

0
son saut en t vaut £(t)og(t).
Désisnons maintensnt par A 1l'espace des processus prévisibles bor-

nés (Ht) étagés sur E+ s I1 existe une subdivision (ti) comme ci-dessus

telle que ny=n, pour teJti,t. ], les v.a. h, étant F, -mesurables bor-
i+t i =t4
nées, et H, go—mesurable bornée.
Dans ces conditions, soit Mel . Nous avons le lemme trés facile
LEMME, Le processus HelM _(/tH dM ) apportient 4 M , et on a

B2 ] = B[/ 09H2d<£ Mg 1 (= 30/ P nZaln, N '

et maintenant, nous avons le théoréme d'ITO :

THsO0R6ME, Soit L (M) l'espace des processus prévisibles H tels que
"H“‘Z( ) =( [fH d<L,h> ])1/ <o . Alors l'application lindaire HwsH,M
k

de A dans h se prolonge de manlere unique en une application linéaire

continue ( une isométrie ) de L (M) dans M , encore notée Hie HeM,

Pour tout HeL (M), les processus
(23.1) A(H.M et H oM

)t 7t
sont indistinsuables.

1. On rappelle que [M,M]-<M,M> est une martingale VI, et induit donc
une mesure nulle sur la tribu prévisible.
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DEMONSTRATICN, LQ(M) ( le réle du ° apparaitra plus tard, quand LZ(M)
sera défini ) est l'espace L° d'une certaine mesure sur la tribu prévi-
sible., L'espace A est dense dans L (M), 1'isométrie Hr>HeM de A dans
M se prolonge donc de manidre unique en une isométrie de iz(M) dans M.
La derniére assertion résulte de 1'inégalité de DOCB ( n®°1), et d'un
argument de convergence uniforme p.s. & partir du cas étagé.

EXEMPLZ, Sl T est un temps d'arrét, et H _I[O 7] HelM est la martingale
arrétée N ( approcher T par une suite decr01ssante de temps d'arrét
dtagds ).

Nous suivons maintenant 1'idée fondamentale de KUNITA—JATANABA, qui
consiste i caractériser uniquement, non pas un opérateur de L () dans
E y mais individuellement le processus HeM ,

THEOREME, Soit Hei2(M). Alors pour tout NelM on a
(25.1) B[/®|H_||a<i,N>_|] < o ( et E[/|H_||a[M,N]_|J<c0)
Ow S S — S S

L'intégrale stochastique L=HeM est uniquement caractérisée, comme le
seul élément de M tel gue, pour tout Neg

B = @ q gl [® Iy
(25.2) L[LcoNoo] = E[é- H A<,N>_] ( _E[é Hal¥,n]_ )

et on a alors pour tout N
(25.3) <L,N> = He,N> , [L,N] = H[M,N]

les intégrales au second membre scnt des intégrales de Stieltjes ).
o

DEMONSTRATION, Les inégalités (25.1) sont des conséquences des inégali-
tés KWl et KW2 ( n°22), Pour montrer que 1 satisfait & (25.2), on re-
marque que la forme Hes> E[(H-M)OONoo - fooHsd<M,N>S] sur LZ(M) est
continue (inégalité KW1), on vérifie aussitdt qu'elle est nulle sur A,
donc sur tout ﬁZ(M). Quant aux deux espérances de droite de (25.2),
elles sont égales du fait que [M,N]-<JM,N> est une martingale VI, et in~-
duit donc sur la tribu prévisible une mesure nulle. Pour etabllr (25.3),
introduisons le processus Jt_LtNt—f H d<M, N> 5? dominé par L N +

f|Hslld<M,N>s| e 1, Appliquant (25 2) 34 la martingale arrétée NT , et
le n°20, nous voyons que E[JT]_O pour tout temps d'arrét T, de sorte

que J est une martingale ( chap.I, lemme du n°9), Mais alors <L,N>f -
é Hsd<M’N>é est une martingale prévisible, nulle en O, donc nulle, et

cela nous donne la premidre relation (25.3). Pour établir la seconde,
nous décomposons M et N en leurs parties continue et discontinue Mc,
Md et Nc,Nd, et nous remarquons gque HeM® est la partie continue
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de L : en effet, slle est continue, et H-Md est orthcgonale 3 toute
martingale continuie nulle en O ( si X est une telle martingale, on a
ks = Heaid K> = 0 ). Alors (23.1)

_ 1C NC — H.vC 1C
(L,N],= ;L N>y + I 0L AN = HedDW, 17>+ I

t sstHsAMsANs

=é§sd[m,N]s

c'est & dire la seconde €galité (25.3).

I1 reste donc un seul point & établir, le fait que (25.2) caractérise
uniquement L . Or le second membre est une forme linéaire continue en
N connue lorsqu'on connait H et M, tandis que le premier membre est
la forme lindaire Ni— (L,N) associée & L par le produit scalaire de
l'espace de Hilbert M .

Notons exp11c1tement un point de la démonstration précédente, qui
sera d'ailleurs contenu aussi dans un énoncé plus général au paragraphe
suivant , relatif aux sous-espaces stables.

COROLLAIRE, Si Heiz(M), les parties continue et purement discontinue de
HeM sont respectivement HeMC et H-Md .

Nous verrons plus loin que le théoréme 25, caractérisant 1l'intégra-
le stochastique, permet d'en étendre la définition 3 des processus H
optionnels , et 3 des processus M qui sont des martingales locales et
non plus des éléments de M. Indiquons en une conséquence ( dont la

démonstration est laissée en exercice au lecteur ).

THEOREME. Soient Hel(M), K prévisible borné, alors (KH)-M=K.(HeM).

INTEGRALES STOCHASTIQUES ET SOUS-ESPACES STABLES

THEOREME, Soit S un sous—espace stable de M (5). Alors pour tout MeS,
tout Hel’M), on a HeMeS .
! Inversement, comme les opérations M~4>MT ’ ML4>IAM sont des

intégrations stochastiques avec H=Ir, JH= , cette propriété
entraine la stabilité ). 0,21 IR+XA

DENONSTRATION. T1 suffit de démontrer que HeMeg'*. Or si NeS' on a
MN,=0 et M et N sont orthogonales au sens des martingales (6), donc
M,N>=0 (17), donc He<},N>=0, <HN,N>=0, B[ (H-M) N 1=0 et H. NeS

4

THEORAME, Soit MeM . Le sous—espace stable engendré par M est 1l'ensem-
ble des intégrales stochastigues HelM, Heiz(M). Si Neg , la projection
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de N sur ce sous-espace est DeM , ou D est une densité prévisible de
<M,N> par rapport & <M,M>.
DsMCNSTRATICN, Comme l'application Hws>HeM de i2(M) dans M est une
isométrie, 1l'image I est fermée, évidemment stable, et contenue dans
tout espace stable contenant M d'aprés 28, C'est donc le sous-espace
stable engendré par M,

Ecrivons N=N'+N" , ou N' est la projection de N sur I, et Nwel* ,
On a vu dans la démonstration de 28 que <M,N"™=0, donc <M,N>=<M,ﬁ'>.
D'autre part, par définition de I on peut écrire N'=DeM, avec DeiQ(M).
Alors <N',M>=<DeM,l> = De},M>, et D est une densité prévisible de
<M,N> par rapport & <J,M>, On remarquera que si D est une seconde telle
densité, on a D=D <M,M>-p.p., donc E[/(Ds—ﬁs)2d<M,M>s]=O , donc Del? (M)
et DeM=D.M ,

COMMSNTAIRE, Ces deux théorémes ont des conséquences importantes en
théorie des processus de Markov, en permettant des représentations de
processus au moyen d'intégrales stochastiques. Il y a i ce sujet des
résultats trés utiles de KUNITA-WATANABE, Mais nous laisserons cela de
c¢6té pour 1l'instant., J'espére avoir le courage d'écrire un chapitre 4!
applications,

INTEGRALES STCCHASTIQUES ET INTHGRALIS DS STIRLTJIES

Le résultet suivent est fondamental : il explique le rdle joué par
les processus prévisibles en théorie de 1'intégrale stochastique ( cf.
plus loin le n°34 au sujet des processus optionnels ), et il sera d la
base de la définition de 1l'intégrale stochastique par rapport aux mar-
tingales locales.

THSO0EME, Soit MeMNW , et soit H un processus prévisible tel que l'on ait

& la fois E[é sz[k,h] l<o et ﬁ[/a:|H [la¥ | J<w . Alors 1'intégrale
stochastique Hell et l'1nt grele de btleltjes stochastique He B sont
dgales,

DEMONSTRATION,Nous savons déjd (I.12) que H I est une mertingale & V.I.,

donc (I.9) que pour toute martingale bornde N on .a
(30,1) E[N .(H-M) 1= ;‘:}[ZS Hsul‘»ZSANS]

D'aprés 15, d'autre part, I est une mertinzale purement discontinue,

donc [R,N]t = I _y aM AN et on a , pour tcute Nel ( en perticulier

= _ ) ‘ 7 ; N bornée)
(30,2) L[NCO S(HR) T = n[/dsd[Ia,I:]S] = Q[LSHS@;SAHSJ
Corme Na) est une v.a, becrnée arbitrsire, on a (H'M)aaz(Hém)a: , d'ol

Hell= Hék en conditionnant,



3

32

33

34

274 30

INTEGRALES STOCHASTIQUES DE PROCESSUS OPTLONNELS

Le lecteur fera sans doute bien d'omettre en premidre lecture le
court paragraphe qui suit : en effet, cette notion d'intégrale stochas-
tique n'a pas encore connu d'applications intéressantes, et nous verrons
aussi qu'elle ne s'étend pas bien aux semimartingales ( en revanche,
nous 1'étendrons plus loin aux martingales locales )e

Quoi qu'il en soit, ces intégrales stochastiques existent. La défi-

nition en est d'une simplicité enfantine.
DEFINITION, Soit MeM On note L (M) l'espace des processus optionnels
H tels que |H| oy = (B /10, B d[M M] ])1/2 < 00.

i2 (M) est le sous-espace de LZ(M) constitué par les processus
prévisibles. +
DEFINITION, Soit HeL (M), On désigne par HeM = (f Hdes)tem 1'unique
élément L de M tel que 0= *

(0]
(32.1) pour tout NeM , E[Lm Nm] = E[(f)_HSd[M,N]S] .

En effet, d'aprés 1'inégalité Kw2 (21), E[/|H ] |alM,N] | ]<0, et
le cdté droit de (32.1) est une forme linéaire continue sur 1'espace
de Hilvert M. D'aprés (25.2), cela étend la définition de 1'intégrale
stochastique prévisible.

Bn arrétant N & un temps d'arrét T arbitraire on vérifie , comme au
n°Il.9, que

t
(33.1) pour toute NeM , LN, - / Hsd[M,N]S est une martingale ( dominée
2 Oe

dans L' par L*N*+é0° | | |aly,N] |
Nous allons calculer explicitement HeM

1) 8i M est une martingale indépendante de t, M, =M,, alors (H-M)t=H 1
la vérification est immédiate,

2) Si M est continue, choisissons H' prévisible tel que pour presque
tout w {t : H (w)#H'(w)l soit denombrable ([p]v.™9, p.101, [P]IV.66).
On vérifie alors au5s1tot que Hel? (M), et que L=H'.M satisfait &
(32.1). Donc HeM = H'.M, et dans ce cas 1l'intégrale stochastique op-
tionnelle ne représente rien de nouveau.

3) Supposons que MCEET] (n°8), ou T est totalement inaccessible. Je dis

que 1'intégrale stochastique L=H.Ii appartient aussi a4 M[T], et qu'elle
est egale a X , ol A est le processus V.I, H AMT {t>T} (HTul\xTeL2 puisque
Hel? (1), et A appartient a M d'aprescle 1) du n°9-1D0), Nous savons en

effet que AeM[T] (n°9-10, 2)), que bhq=HpMNp, et que (10.1) pour tout

c
Neld B[&_N_ ] = BlHaM AN, ]
0’ T
ce qui équivaut & (32.1), car [ﬁ Nl = AXTANTI{t>Tl .
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Noter que dans les trois cas qui précédent, on a

(34.1) A(H-P)t = H ok, (processus indistinguables )

(34.2) [HeM,N] = He[M,N]

(34.3) BL(HM) ] = BI/EZa0M,H] ]
Les choses bizarres se passent dans le cas suivant :
4) Supposons que Me V[T], ol T partout >0 gst prévisible . Je dis que

L=HeM appartient & h[T] et est égale 4 A, ol A est défini comme au

3) précédent, lais il y a ici une différence, car AAT~HTAM —u[HTAMTIF _]
Alors si Nel

- il ¢ wm ¢ nl Id mr s '3

(34.4) B[A N 1=E[oAqoNg)=BlHp oMl 1-B0 BHy My | By _JaNg]

anl V] — m V‘T

| = E[HyMM;0N, ] = E[é H alm,N] ]
c'est & dire (32.,1). Mais on peut affirmer (34.1) et (34.2) seulement
si E[HTAMT|£T_]=O, en particulier si H est prévisible..., ou M=0, De
néme

(34.5) BL(HN)

2 527 o . 2 -
] u[AAT]_E[(HTAMT—M[HTAMT|ZT_]) 1< E[HTAMT]

SF 124

u[/HSd[h,h]S]

5) Nous passons maintenant au cas #éndéral : soit MeM , que nous décompo=-

sons M 3 la maniére des nos11—12c
- 7z v .C Y1 4% M_jn Y , =
(34.6) K=K +M7 + LnM (M =B", ou AMTnlthTn¥ est noté B )

les T étent des temps d'arrét partout >0, 3 graphes disjoints, dont
chacun est soit totalement inaccessible , soit prévisible,

Soit HeL?(M), alors HeL2(M®), L2(M), puisque [M,M]=M3+[MCMC] +
Zn[Mn,Mn] ; les intégrales stochastiques HeM,, HeM®, H-N" ont été défi-
nies plus haut, et nous avons vu qu'elles sont toutes orthogonales
( elles appartiennent aux espaces stables crthogonaux M[0], EC,E[Tn]).
Dtaprés (34.3) et (34.5), la série HeM, + HeM® + z, HeM" converge dans
M, et si nous notons L sa somme, il est facile de voir que (32.1) est
;atisfaite ( argument de convergence dominée au second membre) .

Nous allons maintenant donner des énoncés formels de quelques uns
des résultats obtenus :
THEORIME, Si Meli admet la décomposition orthogonale (34.6), et HeLZ(M),
alors L:HcM admet la décomposition orthogonale
(35.1) Hell = HgM, + HeMC + £, HeMP
On a

(35.2) (12 ] < E[/Hgd[M,M]S




36

37

276 31

avec 1'éxalité si et seulement si E[HTAMTIET_]=O pour tcut temps
prévisible T partout >0, Cette condition est aussi équivalente & cha-
cune des deux suivantes

(35.3) les processus ALt et HtAMt sont indistinguables
(35.4) pour tout Nel on a [L,N] = H.[i,N]

DSHONSTRATION, a) Nous avons vu la décomposition orthogonale (35.1)

au n°34, ainsi que 1'inégalité (35.2), qui est une égalité si et seu-
lement si E[H, AN |F ]=0 pour tout n tel que T soit prévisible,
_—— Tn Tn ~Tn— n

Comme la condition d'égalité dans (35.2) est indépendante de la suite
(Tn) choisie, et comme n'importe quel temps prévisible T partout >0
peut étre pris comme temps d'arrdt To d'une telle suite, cela nous
donne la condition E[HTAMT|ET_]=O ( exprimant que la projection prévisi-
ble du processus (HtAMt) est nulle sur ]0,m [xQ ).

Cette condition est satisfaite si (35.3) 1l'est, car E[ALqy|E;_J=0
pour toute martingale Lell . Enfin, (35.4) entraine 1'égalité (35.2),
car si §35.4) a lieu, en prgpent N=L , puisay=§

BlLe J=2[{L,1] ] = E[é{{sd[m,L]S] = E[([). Hoalm,M] 1.

On dit qu'une martingale M est guasi-continue 3 gauche si AMT=O PeSe

pour tout temps prévisible T>0 , I1 arrive assez fréquemment que la
famille de tribus (gt) soit telle que toutes les martingales soient

quasi-continues 2 gauche, ce qui revient & dire que £T=£T- pour tout
temps prévisible T ( lz famille est alors dite quasi-continue & gauche,
ou sans temps de discontinuité, et tout temps accessible est prévisible.
Nous n'aurons pas besoin de ces résultats pour 1'instant ([D]III,D38, p.
57, T51, p.62, T42 p.112 ). Lorsque M est quasi-continue & gauche,

toute la pathologie de 1'intégrale stochastique optionnelle disparalt.
I1 faut noter en particulier l'associativité (HK)eM = He(Keli)=K.(HeM).

UN EXEMPLE, M, PRATELLI et C, YOEURP ont calculé l'intégrale
(37.1)  JSaMaM, = [M,M] -0, 0>, MeM , nulle en O, AMeL2(M)
qui, compt® temu de la formule classique ZItMEJdMs (II1I.9) permet de
calculer stdMs . Noter par exemple la jolge formule

_ we
(37.2) é (MM, )aM_ = ME-M,M>,

Le principe de la démonstration de (37.1) est simple : les deux membres
sont des sommes compensées de sauts, et ils ont les méme sauts aux temps
prévisibles ou totalement inaccessibles. Mais on est géné pour traiter
(37.1) dens M , car AM n'appartient pas nécessairement & Lz(H). On y

reviendra au n°v,21.
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UN COURS SUR LES INTEGRALES STOCHASTIQUES
(P.AMeyer )

CHAPITRE III : LA FORMULE DU CHANGEMENT DE VARIABLES
forme préliminaire

Nous allons interrompre ici l'ordre logique du cours, pour des
raisons pédagogiques : ayant développé une théorie de 1l'intégration,
nous voulons nous en servir pour faire des calculs avant de passer &

une théorie plus générale. Nous y perdrons en pureté ( nous serons
amenés & poser des définitions provisoires, nous serons génés par des
restrictions d'intégrabilité inutiles...) mais nous ne commettrons

tout de méme aucun crime : la démonstration de la vraie formule du chan-
gement de variables passe obligatoirement par la réduction au cas trai-
té dans ce chapitre.

DEFINITION DE DIVERS ESPACES DE PRCCESSUS

Rappelons les espaces déja définis :

V espace des processus ( adaptés ) & variation finie sur tout intervalle
compact [0,t].

E espace des martingales 3 variation intégrable.

M espace des martingales de carré intégrable.

ﬁous y ajouterons ieci :

A espace des processus (adaptés) & variation intégrable (!CQCX), muni de
la norme || ||, de la variation totale.

et nous poserons la définition provisoire suivante

DEFINITION, Un processus X:(Xt) est une semimartinzale au sens restreint
(abrégé en : semimartingale (r)) s'il appartient 3 1'espace S=M+A .

La vraie définition des semimartingales sera donnée au chapitre IV,
La présence d'un 0° EO’QO’EO"' sert & désigner un espace de processus
nuls 3 1l'instant O,

X appartient 3 § si et seulement s'il admet une décomposition

1
(1.1) X, =Xo+ M + A, Xoel (go), MeM, , Aeh,

Mais cette décomposition n'est pas unique. Quels en sont les éléments
intrinséques ? ILes résultats des chapitres I-II donnent aussitdt
THEOREME, Dans (1.1), la partie continue M® de M est indépendante de la
décomposition, et sera appeléde la partie martingale continue de X, et

notée X°. On posera : 5 o
(2.1) [x,x], = <X°,Xc>t + EsstAxg ( ¥ compris &Xg=Xj )
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Soit H un processus prévisible borné. Le processus

t t
(2.2) HX, + / Hdes + f HsdAs ( intégrales respectivement dans M
0 0 et de Stieltjes 5

ne dépend pas de la décomposition (1.1), et appartient & S. Nous le
noterons HeX,

DEMONSTRATION, Nous considérons deux décompositions analogues

X = XyM+A = XK,
nous avons alors M-M = Z-A e MyWy o I1 résulte de II.15 que M-M n'a pas
de partie martingale continue, donc que MCHC®, I1 résulte de II,30 que

He(M-M) est égale & 1'intégrale de Stieltjes H § (&-A). C'est tout.

REMARQUES, 1) X admet une décomposition (1.1) canonique, ol Aed est
prévisible, mais nous ne nous en servirons pas.
2) L'indgalité Axg < 2(AM§+AA§) prouve que [X,X] est un processus crois-
sant 3 valeurs finies sur [0, ].
LA FORMULE DU CHANGEMENT DE VARIABLES

Nous en donnons un énoncé complet, et nous passerons le reste du

chapitre & le démontrer - la principale difficulté tenant au cas des
martingales continues.,

THEOREME, Soit X une semimartingale (r), et soit F une fonction sur R,

deux fois continiiment dérivable, admettant des dérivées bornées des

deux premiers ordres. On a alors deux processus indistinguables

t 1,6 e +C
(3.1) FoX, = FoXj + (j) FroX  dX_ + 5{) FroX  d<X®,X">_

t

+ ZO<S§ (FOXS-FOXS——F'OXS-AXS)

ol la premiére intégrale au second membre est celle d'un processus
prévisible borné par rapport 3 X, et ou la série est p.s. absolument

convergente sur [0,+o0 ],
Le convergence absolue résulte aussitét de la formule de Taylor :

si C est une borne de |F"| 2

o |FoX ~FoX _-F1oX 8 | <&

2
22 AX

Nous verrons plus tard que la condition que les dérivées de F soient
bornées est trop forte, et tient i une définition trop restrictive de
l'intégrale stochastique. Par exemple, F(t):t2 est exclue !

Dans la formule (3.1), nous avons écrit fF"oXs_d<Xc,Xc>s pour l'es-~
thétique, car <XC,X°> est continu, et l'intégrale précédente est égale
a /F'oXsd<X9,X°>S . Le lecteur préférera peut €tre aussi écrire la som-
me des deux derniers termes de (3.1) sous la forme suivante
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l't (] 3 b Jpn 2
26 F oXS_d[X,X]S + 20<S§t(FoXs-FoXs_-F'oxS_AXs- 2F °Xs—AXs)

1'intérét étant ici que la partie martingale continue <XC,XC> dépend
de la loi P sur Q, tandis que la variation quadratique [X,X] n'en dé-
pend pas . Nous reviendrons plus tard sur tout cela.

Pagsons 4 la démonstration. Nous commengons par réduire le probléme,
LEMME, Si la formule est vraie pour des semimartingales (r) Y=Y +N+B
ou YO parcourt un ensemble dense dans L1 N un ensemble dense dans EO'
B un ensemble dense dans A,, alors elle est vraie en toute généralité.

DEMONSTRATION, Choisissons des semimartingales Y'=Y(+N'4B" pour les-
quelles la formule soit vraie, et telles que, étant donnée X=XO+M+A ’
on ait

g, IY0-%Xolly <0 S ING M |l, <0, EZ IB"-Al <@ .
La premiére inégalité entraine que Y%+>XO p.s. et dans L1. La seconde,
d'aprés 1'inégalité de DOOB, entraine que (Mm)* =0 P.S., d'olU la
convergence p.s. des trajectoires de N vers celles de M, et en particu-
lier la convergence des limites & gauche. Noter aussi que N¥ < M+
£, (M-N5)* est doming dans 17,

Nous comparons alors les termes de 1'égalité (3.1) écrite pour Yn,
aux termes correspondants relatifs a X.
1) I1 est ﬁvident que FoYﬁ -> FOXt ’ F0Y8+>F0AO Pe.Se, dONc en mesure.
2) Boit I, f “'ng_ng —étF'oXS_dMs. Nous allons montrer que I,=0

2 .
dans L™ , donc en mesure. Pour cela, nous écrivons I I2+Ij

3
. | 2 2;—‘ Nn .. 2 -~ e
On majore |I3||2 par C *[(N =M ) ], ou C borne [F!|, de sorte que I3>0

On a "12"2 u[f(F' Yn P'ol ) 234 “”Ibé], qui tend vers O par convergence
dominde ( dom1nce par 4C <}“I;Eo)

t
_ n _ AN _ o vh n_i
IZ_éEF'oYS_ Frof JaM, , I = (j) FroY  d(NS-K)

3) Soit I4=f F'an aB® —/ F'oX_ dA_ ., Nous allons montrer que I1,->0
0 s=78 § s= s 4

1 P
dans L', donc en mesure. Pour cela, ncus écrivons I,=I-+I,

4775
t,o, o0 g b, on n
15_{) (Fro¥g -F'of  )dA  , I; = é FroY  d(Bg-4,)
On majore ||I|, par CE[/|dB§—dAS|], qui tend vers O
0n a H15ﬂ1 < J[fl...lldAs|], qui tend vers O par convergence dominée

( demin‘e per 2C/|dA°|
4) Soit I, / ol Yn d<:YnC Yn°>—f Frod a<x®,x° >, « Le raisonnement est

le méme qu'en 5) si nous savons montrer que u[/|d<Ync Ync> -4<x%,%% l1
- 0 . Or cela vaut aussi B[/]a<¥™%+x%,Y"¢-x% | , et d'apres l'1ne—
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galité KW1 c'est majoré par HYnC+X°|hHYn° x© "M . Mais nous avons par

définition YRC=N"C xCM® , et N'>M dans M , donc N'°5N® d'aprds la
continuité des projections. D'ol la conclusion,

: _ n_o ¢y _ n oy - -
5) Soit Ig = Iy ((FoYg-FoTg -F'oY( AT() (FoX ~FoX _-F'oX_ _&X)).

La somme est en réalité étendue & une réunion dénombrable de graphes de
temps d'arrét Tn. Nous allons démontrer que 18 tend p.s. vers 0, donc
aussi en mesure, Comme chaque terme de la somme tend vers O, et que
1l'on a domination par ZC(AYn +AX ) = ol cette fois C borne |F"| - il
nous suffit de démontrer que sup 2 AYn2 est p.s. fini,

n2

I1 suffit de démontrer cela séparément pour sup, z et sup Z ANn2,

et cela revientd sup, g A(A—Bn)2 , sup I A(M—N“)S

Pour la prem1ere somme, on majore par(supn ZSIA(A—Bn)SI)Z, et on
remarque que |A(A—Bn)| a une espérance finie, donc est finie p.s..
2
)

Pour 1a seconde, on remarque de méme que Z Z A(IV—Nn g 2 une espé-

rance finie,

Ayant montré la convergence en mesure de tous les termes de 1l'égalité
(3.1) relative aux Y?, vers le terme correspondant de (3.1) relative
4 X, on voit que (3.1) passe & la limite, et le lemme est établi,

REMARQUE, Dans l'approximation de £ par les ™ qui sera effectivement
utilisde par la suite, la discussion des parties 4) et 5) se simplifie.
Mais il me semble qu'on gagne en clarté & énoncer formellement le lemme,
en dehors de tout procédé particulier d'approximation.

Nous déerivons maintenant 1'approximation utilisée,

Nous choisisscns une suite de temps d'arrét Tn 3 graphes disjoints,
psrtout >0, soit prévisibles scit tctalement inaccessibles (note N12,
p.21) portant tous les sauts de M et A, Nous posons

( 5.1) K =g I B I
i T [ B M
Alors nous avons

c
M=M°+2n E® dans M, A:Ac+2n c" dans A

Notre premiére approximaticn va consister 3 remplacer En par zn<N dans
chacune des deux sommes, ou N est assez grand, Autrement, dit, ~a
nous ramener au cas de martingales et de processus croissants ayant

des sauts uniquement en N temps 4'arrét T1...TN.
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c c
Seulement, les martingales K1,...,KN sont aussi des processus VI, et

nous pouvons oublier que ce sont des martingales, en les faisant en-
trer dans la partie VI, Autrement dit, nous pouvons nous ramener 3 la
situation suivante :

(5.2) X = X Hi+A

Meﬂo est une martingale continue

Aeh, posséde au plus N sauts
Nous rangerons ces N sauts dans leur ordre naturel : O<R1§...§RN§+G).
Une seconde approximation commode consiste & remplacer M,A,XO par

Mt =M g Kt =hiag X = XOoI{ Xo| <k

ol S est le temps d'arrét inf{ ¢ : lMt|§k ou [ |dAS|§k } « Sik est
assez grand, M et & sont trés prés de M et de A respectivement, et
de plus , la martingale M est continue bornée, et la variation totale du

processus VI continu EC est bornée, Ainsi, grice au lemme,

® .c .
(5.3) Dans (5.2) on peut supposer de plus M bornde, / |dAs| bornde
et X, bornée.

Nous faisons wune réduction supplémentaire : supposons la formule
établie lorsque A est continu ( et foﬁdAsl bornée ) en plus des hypothé-

ses précédentes, et déduisons en 1eocas général, Nous nous appuyons sur
la remarque suivante
LEMME, Les deux membres de (3.1) ont les mémes sauts.

En effet, le saut du coté droit & 1'instant t vaut , comme <X°,X°>

est continu ,

FroX, 08X, + ( FoX, bo = FroX, X, )

et c'est aussi le saut du cdté gauche,

Reprenons alors la situation (5.2)-(5.3). Introduisons la semimartin-
gale auxiliaire, continue

c
Xt = XO+M+A

Nous avons Xt=Xt sur [[O,R1[[ , donc Xt_=Xt_ sur [[O,R1]], et aussi
t t ]
[ FroX aM_ = [ F'oX_aM_ sur [[O,R,1]. Sur [[O,R,[[ nous avons
0 s8-8 0 s=-'8 1 1
t
/tF'oXS_dAS / F'ng dAg ( il s'agit d'intégrales de Stieltjes ordi-
0 0 -

naires ). Les autres termes pour les deux semimartingales sont égaux,

X et X ayant méme partie martingale continue, sur l'intervalle [[O,R1[[.
La formule du changement de variables, supposée vraie pour X sur [[0,c0[],
est donc vraie pour X sur [[0,R1[[. Mais les deux membres ont le méme
saut en R1 d'apréds le lemme, et la formule est donc vraie sur [[0,R1]].
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Mais alors, en décalant, le méme raisonnement permet d'avoir 1'égalité
sur [[R1,R2]], et ainsi de suite jusqu'a [[RN,+a>]]. Le théoréme sera
donc compldtement établi,

LA FORMULE D'ITO : DEMONSTRATION POUR LE CAS CONTINU

Nous écrivons X:XO+M+A : |XO|§K, MeMO continue bornée par K , Aeéo
- = S
continu avec é ldAsng » et nous voulons établir la formule 4'ITO

(7.1) F(X)-F(Xy)

i

t \ t, 1t
é Fr(X,)aM, + é P (XS)dAS + = é Fi(X)d<M,M>

= 1

= I1 + I, + 5 13
Le processus X prend ses valeurs dans 1l'intervalle [-3K,+3K]., Nous
désignons par C une constante majorant |F'|,|F"| sur cet intervalle,
et nous écrivons la formule de Taylor pour deux points de [=3K,+3K]

(7.2) F(b)-F(a) = (b-a)F'(a) + $(b-a)’F(a) + r(a,b)

ol d'aprés la continuité uniforme de F" sur l'intervalle

(7.3) |r(a,b)| < e(lb-a|).(b—a)2 e(t) fonction croissante de t
= e(t)=>0 lorsque 0

Nous considérons maintenant une subdivision (ti) de l'intervalle [O,t].

Bien que notée avec des t et non des T, il s'agira d'une subdivision

aléatoire ainsi définie : a>0 étant choisi , to=0 et

t = tA(ti+a)Ainf{s>¢i:|Ms-Mti|>a ou |A - ti|>a }

i+
ainsi, lorsque a0, le pas de la subdivision supi(ti+1—ti)§a tend vers

O uniformément, et la v.a. sup; |Mt -My |<a tend vers O uniformément.
;=

i+l
Plus précisément, l'oscillation du processus X sur chaque intervalle
[[ti,ti+1]] est majorée par 4a. Nous écrivons

(7.4) F(K)-P(E) = zi[F(Xti+1)—F(Xti)]

]

1. .
5. Fr (X, )4, =X, )+su,Pm(X. (X
i ti {41 ti 2 ti t

< 2 .
=X, )+ Z.r(X
ty L7 i

£ )
Ty by

.

i+1

+ R

1 q
= S1 + 5,

et nous allons montrer successivement que 31 tend vers I1+I2 en mesure,
que 32 tend vers I, en mesure, que R tend vers O en mesure, lorsque

as 0. Cela achévera la démonstration.
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ATUD3 Do 3, . llous ccupons la somme en deux

Wy ) Up =B TR Ay k)

1

U, =5 rv(%i)(rut ) .

1 i i+ i

i+1
et nous montrons que U'1--:>I1 dans 12 , U2+>I2 dans 1! lorsque a0 .
Premidre somme : MNous “4crivons ft = Ei J°it1 | puis en utilisent.l'or-
t.
thogonalité des différents termes de la éomme
2 T3 En] 5 . i
HU1—I1H Zi" / l+1(f'(xs)—F'(,t.))dhs”2
2 t s 1
i vi+ 2 .
W IAN® <Pt (X S
8Lz /T (R(ER)F (&) etk ]

. . . 2 R
ol (Y V=P (L Ry
< u[ks%p Supse[ti,ti+1](l (AS) '(Ati) }.<M,L>f]

Le sup entre { | converge uniformément vers O sur Q, J,M>,  est inté-
grable, d'ou le résultat annoncé plus haut.

Seconde somme., Raisonnement analogue, plus simple : nous majorons
directement Uy~ I,| par
+.
D R B
g, |71 (4 )-F (Xti)lldAsl

qui se majore encore parfsupi sup

se.. |

+
1./ |dAs| et on conclut comme
ci-dessus, 0
ATUDE DB 32’ Nous cocupons la somme en trois

- 2
— " - — )
Vio= By Frody (A -Ap )T, Vp =22 F"°‘{ti(At

-A, Y(M =M, )
i+1 i ti t 5

i+ iv1 b3
. 2
t. 'I“t.)

V, =2, F"(X, )(M
3 1 ti i+1 i

Nous montrons que V1 et V2 tendent vers O p.s. et dans 1! , €t que V,

—>Ij en mesure . ]

Traitons par exemple V, : nous la majorons par C. supi|At -A, |Jt|dA R
i+1 *10 %

Le sup, est majoré par a, d'ol aussitét la conclusion.

L'étude de V3 est plus délicate. Nous aurons besoin de savoir que
<M,N>oo e 12 , du fait que M est bornée, de sorte que la martingale
M£—<M,M> appartient & L . Pour voir cela, ncus écrivons que
w LA & b ih 72 1 .12 v-2
ﬂ[d‘x,r‘bw—d‘l,I‘btlgt] = DD‘"OO |gt] - My <K%, donc
Bl 12 ] = 2&[/O°(<ﬂ M>  =<M,M>, )d<, N>, ]
""" oo 0 "o [ L 1

(7.5) - 2E[{)°° (a0 |I=“t]—I~§_§)d<M,M>t] < 2E%aA k> Je x4
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Nous allons montrer que V3--J3 -0 dans L2, donc en mesure, ol J3 est

la somme
I3 = 5y

Un argument déjd utilisé montre aisément que 13—J3-e>0 dans L1, donc

en mesure, et nous en déduirons bien que V3-IS-—>O en mesure, achevant

ainsi 1'étude de S,.

ts
La v.a. <M,M>f%+1 -(Mt -Mt )2 est orthogonale & By ( propriété
i

de martingale de iM M>-M 11)L1et ie reste aprés multiplication par
F"(X ), donc les différents termes de la somme V3—J3 sont orthogonaux
et on'a » t1+1
- -— L]

IV3 J3H2 = Ei E[(F OK ) (<M M>. 1 (Mti+1
Nous majorons (F'oXt )2 par 02, et pour l'autre terme nous utilisons la
majoration grossiérei(x-y)2<2(x2+y2) Nous sommes ramenés & montrer que
les espérances suivantes tendent vers O

Bz, (Q1,¥. l+1) 1, Bz )4
1785 b
La premiére est semblable & la somme V1 ¢ nous la majorons par

t4 -
E[(sup; <M,M %) an,m>, ]
Le sup; tend vers O 1 51mp1ement ( continuité uniforme de <M M> ), en
restant dominé par <M,M> 4 § CONMNe Nous avons vu que <M,M>teL , le théo-

t.
i+
L, F"(Xti)<M'M>

M 2,2
5,05

réme de Lebesgue s'applique.
La seconde est majorée par :
E[(sup; (M, M, )?).5 (<))
i+ 1 1+1 i
<a E[Z eee] = 2 E[M ]

qui tend bien vers O, C'est ici, et ici seulement, que le caractére
aléatoire de la subdivision (. ) a été utilisé, dans le fait que

My My
plu% éompilques.

|< a identiquement., Sans cela, on a besoin de raisonnements

ETUDE DE R, Conformément & (7.3), nous majorons R par

2 /i 2 2
. (X =X, )%(|X X, |) < 2e(2a).z.((A -4, )+(M =M, )%)
17854 2"1 , Bipp BT S i t1;1 5 By b4
B[z, (M, =M, )°])=E[M%] reste fixe, E[Z.(4, =-A,_ )°]< aB[=. |a, -A_ |]

i by t S PR B P 1754 8
reste borné, e(2a) tend vers O avec a, et la démonstration est finie.

I1 est bon de jeter un regard en arridre : la démonstration est elle
vraiment compliquée ? Dans une premidre étape, au n°4, nous nous som-
mes débarrsssés des sauts pour n'en laisser qu'un nombre fini. Au.n®6,
nous nous sommes ramends au cas continu. Au n°7, nous avons traité ce

dernier cas, ol se présentent les difficultés tenant au fait qu' une
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martingale continue n'est pas un processus a variation finie, mais a

en quelque sorte une "variation finie d'ordre 2". Tout cela a pris du
temps - et cependant il n'y a rien de réellement difficile : on a été
tout droit, en utilisant comme seul outil la formule de Taylor & 1l'ordre
2, ajoutée aux résultats élémentaires sur les martingales.

Au chapitre IV, nous étendrons la formule & une classe de processus

plus générale, mais sans grand effort.

La formule de changement de variables admet 1l'extension suivante a

. . . n . . .
n dimensicns : si X1,...,X sont n semi-martingales (r), si F est une
fonction sur En, deux fois contintiment différentiable , avec des déri-

P,

vées partielles bornées du premier et du second crdre, notées DiF, DiDJ

on a l'identité

1 1 n S 1 n i
F(XpyeerXp) = P(Xpye00,Xp) + g é DF(Xg_,., X )AXS +

t . .
1 1 n ic yles
(8.1) L FLIE R TR RLE St
1 n 1 n -1 -n i
+ ZS(F(XS,..XS)-F(XS_,..,XS_)-ZiDiF(AS_,..Ks_)AXs)
La démonstretion est exactement la méme, avec des notations plus
lourdes.

EXENPLS DY'APPLICATIONS , Si M est une martingale bornée, il suffit
évidemment que F soit continfiment dérivable 3 1'ordre 2, sans que l'on
ait & exiger des dérivées borndes. On peut aleors appliquer le résultat
a F(t):t2 , et obtenir

2 (2 2
(9.1) Mt = Mo O<s<t Al\*s
ou encore la formule bien connue ( on 1l'étendra plus tard aux mertingales
locales, sans av.cm%e restriction )

. 1 e

(9.2) 2é Mg_dM_ = My - [M,H]

+ 2% am_ + 2,8 + =
O S=- S 5]

S=

et en polarisant, la formule d'intégration par parties, qui sera aussi
étendue plus loin
i = N 1 i
d(hsNS) =M, aN_ + N__aM_ + d[m,N]S

Cette formule est vraie plus généralement pour les semi-martingsles (r)
bornées, en posant ( cf. (2.1) ) [X,Y], =<X°,Y°>+ £, MK AT . Elle
contient en particulier la formule d'intégration par ~“parties pour les
processus croissants déterministes !

Nous reprencrons cela plus tard.
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APPLICATION AU MOUVEMENT BROWNIEN ET AU PROCESSUS DE POISSON

Nous reproduisons maintenant la magnifique démonstration, due &
KUNITA-WATANABE [8], du théoréme de LEVY caractérisant le mouvement
brownien, et du théoréme analogue relatif au processus de Poisson.
DELLACHERIE a remarqué ([15],[16]) que ces théorémes sont étroitement
liés au théoréme de SKORCKHOD sur la représentation de martingales au
moyen d'intégrales stochastiques. Ici, nous allons donner une démonstra-
tion commune des deux théorémes, aprés quoi nous dirons quelques mots
de la démonstration de DELLACHERIE,

THEOREME, Soit (Bt) une martinegale 3 trajectoires continues de la famil-

le (Et), telle que Bi—t s0it une martingale. Alors (Bt) est un mouvement
brownien : pour tout couple (s,t) tel que s<t, B,-B, est gaussienne cen-
trée de variance t-s , indépendante de F .

801t (G ) la famille de tribus naturelle de (B ), rendue continue &
dr01te et completee. Toute v.a. XeL (G ) admet une représentation
comme intégrale stochastique
(10.1)  %=BIX|Go}+ [® HaB, ol H est previsivle/(8;) et E[ /8245 ]<w

et 1'on a
(10.2) _ E[x|gt] = E[X|£t] P.s. pour tout t .

DEMONSTRATION, Tout tient dans le calcul suivant., Soit XeLz(goo), et
soit X, la martingale E[X|£t]. Supposons que le produit X, B, soit une
martingale. Alors, pour tout ueR , pour tout couple (s,t) tel que s<t

(10.3) E[elu(Bt—B )x |F ] = X e-(t—s)uz/Z

Pour démontrer cela, nous slmpliflons les notations en nous ramenant,

par décalage, au cas ol M( poser pour u>0 u Fs+u’ z(u Xs+u'
Bu=Bs+u BS sy t'=t-s , et appliquer le cas particulier & ces tribus et

processus ). Le changement de notation étant fait, écrivons la formule
du changement de variables entre les instants O et t, avec la fonction
deux fois dérivable F(x)=e "*
. -t. at.
(10.4) - 1Bt - g 4 iun/ eluBsst - %—f eIBs 44
0
puisque <B,B>S=s . Soit Aego , et soit
j(s) = [e&MWBsy p
A s
Multiplions (10.4) par Xt , intégrons sur A, et regardons. Du
cdté gauche, nous trouvons j(t). Du cdté droit, nous trouvons successive
ment ﬁXtP = ﬁXOP . Puis O : en effet, X est orthogonale & B, donc &

1, Bn fait, l'adjonction des ens. P-négligeables rend la famille c.a d,.
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t
toute intégrale stochastique de B , donc jA X P [P e1¥Bg dB, = O,

£ £ 0
Enfin [/ X P /" ei¥Bs gg = f j(s)ds ., Donec
A 0 0

u? ,t
i(t) = £ r - 5 é j(s)ds
équation différentielle qui se résout aisément

2
3(4) =(/ xgp) &~t0%/2
A
< 2
qui équivaut 3 E[e1UBt thgo] = Xoe"tu /2, la formule cherchée.

1) Prenons X=1, La formule s'écrit alors (aprés décalage de s )
N 2
E[elu(Bt—Bs)Izs] = o-(t=s)u?/2

qui nous dit que la loi conditionnelle de (Bt—Bs) connaissant F_ est
une loi fixe, gaussienne centrée de variance t-s. Cela nous donne la
premiére assertion,

Pour la seconde, nous pouvons nous restreindre & 1a famille (gt),
et supposer que XO=E[X|gO]=O. Soit Gf) la projection de la martingale
(Xt) sur (Bt) - il y a ici une minuscule difficulté, due au fait que
(Bt) n'est de carré intégrable que sur tout intervalle compact, et n!'
appartient pas & M , mais elle se 1léve trés facilement . D'aprés II,29,
(Yt) est une intégrale stochastique H*B ., Quitte 3 remplacer X%par Xt-Yt'
nous pouvons supposer que (Xt) est orthogonale & (Bt)‘ I1 s'agit alors
de montrer que X:XG)=O.

D'aprés (10,3) nous avons, quels que soient By<tpeee<t, » uje.ou el
(10,5) E[et%1Btyedu2(Bep-Bey)

eiun(Btn'Btn-1)Xb0]
2 3
= E[Xoe"t1u1/2...e-(tn'tn-1)un/2] =0

Soit p la mesure bornée X.P sur ¢, : la mesure image de p par
le vecteur aléatoire (Bt1,BtZ-Bt1,...,Btn—Btn_1) est nulle, puisque
sa transformée de Fourier est nulle. Il en est de méme de la mesure
image de p par (Bt ’Bt ""’Bt ) puis, par limites projectives, de p
elle méme. Cela entraifie que ™ X=C P-p,s. Si le lecteur n'aime pas
raisonner sur des mesures signées, il pourra séparer 1 en p+ et p= et
montrer que p+=p- :

Enfin, pour la troisidme assertion, soit (Zt) une version continue
4 droite de la martingale E[X|G _J]. Comme elle s'écrit comme intégrale
stochastique (10.1), et que (B;) est une martingale de (gt), (Zt) est
aussi une martingale de (Et), bornée dans LZ : donc elle admet une limi-
te & 1'infini Z, dans 12 et DPeSey €1 Zt=E[ZG)|£t]. Mais comme X est
ga)-mesurable on a d'aprés le théordme de convergence appliqué dans (gt)
ue Za)=X, et cela donne (10,2).
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Le théoréme admet une extension & B%, qui se démontre de la méme manid-
re : si (B )= (Bt""’B ) est une martingale vectorielle 3 valeurs dans
B , & traJect01res continues, et si 1'on a Bt BJ t—élJt , alors (B )
est un mouvement brownien 3 n dimensions, et les martlngales(xt)de car-
ré intégrable, de la famille naturelle (Gt) de (B ), sont des sommes d*
intégrales stochastiques L / H dBl . Seules les notations sont plus
lourdes.

Ltapplication au processus de Poisson est en substance beaucoup plus
triviale : le calcul différentiel stochastique qui y intervient est
celui des martingales V,I. Nous en donnons deux formes.

THECREME, Soit (Pt) un _processus croissant (adapté & la famille (Et))
purement discontinu, dont tous les sauts sont égaux & +1. On désigne

par S1,...,Sn .. les instants de sauts successifs. Si le processus
Qt = Pt—t est une martingale, (Pt) est un processus de Poisson : les
Vele S1, S

dantes respectivement de FO,FS1,...,£‘s 1,
n-
Soit (G ) la famille de tribus naturelle de (P ), rendue continue 3
1

2—31,...Sn-Sn_1 sont exponentielles de paramétre 1, indépen-

droite et completee . Toute v.a, XeL2(G ) admet une représentation

comme intégrale stochastique

(12.1) X =E[X|g,] + /°°HSdQS , ob H est prévisible/(G,) et E[/Hids]<@o.
g ! G

et 1l'on a
(12.2) E[X|§t] = E[X|£t] P.S. pour tout t.

VARIANTE, Soit (Qt) une martingale telle que E[Q§]<n>pour tout t, pure-

ment discontinue en tant que martingale, dont tous les sauts sont égaux
4 +1. 8i Qi—t est une martingale, P =Qt+t est un processus de Poisson.

VARIANTE, Soit S un temps d'arret de(FQ Si le processus I{t>S}_tAS
est une martingale, on a pour tout t
(14.1) P{Spt+u|E, } = e I{S;tl

DEMCNSTRATION, Nous donnerons moins de détails que pour le cas brownien.
Nous laisserons entiérement de c0té la variante 14, et supposerons Qy=
P,=0 . Ramenoms d'abord 4 12 la variante 13. Comme (Qt) est purement
discontinue en tant que martingale )

1. En fait, 1'adjonction des ens. P-négligeables rend la famille Ced das
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puisque tous les sauts sont égaux a +1. Pt = 1s<t AQ est un proces-
sus cr01ssant, et 1'intégrabilité de [Q, Q]t entralne celle de Pt .
Comme Q est la somme compensee de ses sauts, Q=P-F . Comme P—[Q Q]
et [Q, Q] -t = (Qt—t)+([Q Q]t-Qt) est une martingale, on a P, =t , d'ol

flnalement Qt—Pt-t

t

Passons & la démonstration de 12, Nous écrivons la formule du chan-
gement de variables entre les instants O et 8= S1, pour la martingale
Q et la fonction F(x)~e :

W5~ 4 1ués 1uQr-er + 0+ (el _giuQs_ -iueiuQS—AQs)

puisqu'il n'y a pas de partie continue et qu'il y a un seul saut entre
O et S compris. A vrai dire, ce calcul n'est pas absolument rigoureux,
du fait que Q n'est pas de carré intégrable sur B _entier, et que S
n'est pas borné, mais la justification est facile ( appliquer a SAn et
passer 4 la limite ) et nous ne voulons pas donner les détails., On a

AQS=1 ’ QS—= -S , il reste donc

0=1+ iu{)seiuqr-er ~(141u)e™14S
Prenons une espérance conditionnelle par rapport & EO , 11 vient que
E[e_luslgo]=1/(1+iu), donc S est indépendante de P, avec une loi expo-
nentielle de paramétre 1. Par décalage, Sn—Sn_1 est indépendante de
gn—1 avec une loi exponentielle de paramétre 1, et (Pt) est bien un
processus de Poisson.

Sachant cela, nous pouvons vérifier que (QtAS) appartient & M , et
mettre dans le calcul la martingale (Xt) orthogonale & (Qt)’ et voir

ius . iu(s -8 ;
B[e™™ X |Bo] = Xo/(1+iu)  Ele (84 n—1)xoo[gsn_1];xsn_1/(1+1u)

et finalement
E[eiu1s1eiu2(sz-s1)..eiun(sn—sn'1)X]=E[X0]/(1+iu1)...(1+iun)

qui est nul si E[X0]=O. Comme 1la tribu'gOo est engendrée par les v.a.
S1,...,S —S _qeee aUX ensembles de mesure nulle prés, on en déduit
comme pour 10 que si X est G -mesurable et h[X ]=0, alors X est nulle,
ce qui entraine (12.1) et (12 2) comme au n°1C,

Indiquons maintenant, en suivant DELLACHERIE, le rapport direct entre
le théoréme d'unicité en loi ( caractérisation des lois du mouvement
brownien et du processus de Poisson ) et le théoréme de représentation
des martingales comme intégrales stochastiques. Traitons le cas du
mouvement brownien, qui est plus simple. Nous pouvons prendre pour Q

1.Ecrire la décomposition dun°II.11, et constater qu'elle converge en || |v
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l'espaqe des applications continues de m+ dans B, avec ses applications
coordonnées Bt et ses tribus naturelles g . Soit (Xt) une martingale
bornée (IXtI§ M ) orthogonale & (Bt)’ telle que X,=0, et soit Q la

loi de probabilité (1+ %ﬁl) P, équivalente 3 P, Comme (X ) est orthogo-
nale & (B ), elle est aussi orthogonale i toute 1ntegrale stochastique
de (B ), donc 34 la martingale (B -t) On vérifie alors aussitdt que

- Bt est une martingale de carré intégrable pour la loi Q ,

- B%-t est une martingale pour la loi Q
Mais alors,CBt)est un mouvement brownien pour la loi Q, et comme Bj a
la méme loi pour Q et pour P, on a Q=P, donc X ,=0.

Cela ne suffit pas & montrer le théoréme de représentation : il fau-
drait savoir que toute martingale de carré intégrable, orthogonale 3
(Bt)’ est nulle, DELLACHERIE explique dans [16] comment on peut ramener
cela au cas borné avec un minimum de travail,

Une démonstration analogue vaut pour le processus de Poisson compen—
sé (Qt)’ mais il est moins évident que Qi-t soit une intégrale stochas-
tique de (Qt)’ et le passage du cas borné au cas des martingales de
carré intégrable n'est pas aussi facile.

POLYNOMES D'HERMITE ET MARTINGALES BROWNIENNES
Nous allons profiter des calculs précédents pour indigquer un résultat
amusant sur le mouvement brownien., Plagons nous par exemple & deux dimen-
gions. La formule (10, 3) - avec X=1 - nous dit que le processus
exp(iu1B;+1u B |u| t) (lu]2 2+u2 )
est une martingale . Autrement dlt, si s<t, AeF , On a
(16.1) f exp(lu B) 4 HiuB t 2 t|u] ) P_fexp(lu BT+1u +%s|u‘2).P

Les deux membres sont des fonctions indéfiniment différentiables de
u,,U,, et ont les mémes dérivées de tous ordres en O, Pour calculer
celles-ci, nous partons de la série génératrice des polyndmes d'HERMITE

o} 3

1 2
(16,2) exp(u1x1+u2x2— —|u| ) = zn,m N nm(x1,x2)
que nous transformons en n+m, (n+m) /2 n m
i 4 2 x1 x2
(16.3) e:cp(:1.u1x.l +iu X - ~§t|u| ) z aTmT 7—-— 7—

Portant cela dans (16,1), nous voyons que pour tout (n,m) le processus
t(n+m)/2Hnm( BL/J?, Bi/J? ) est une martingale.
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UN COURS SUR LES INTEGRALES STOCHASTIQUES
(P.,A. Meyer)

CHAPITRE IV , MARTINGALES LOCALES
CHANGEMENT DE VARIABLES, FORMULES EXPONENTIELLES

Dans ce chapitre, en introduisant la notion de martingale locale
( ITO et WATANABE [11]) puis celle de semimartingale, nous donnons
au calcul sur les intégrales stochastiques toute la souplesse néces-
saire, Nous étendons la formule du changement de variables, et en don-

nons des applications aux "formules exponentielles™ ., Cependant, nous
nous limitons ici 4 1l'intégration d'une classe restreinte de processus @
les processus prévisibles localement bornés. Au chapitre V, nous traite-
rons plus en détails la théorie de l'intégrale stochastique par rapport
aux martingales locales ( et non plus par rapport aux semimartingales ),
en utilisant les espaces 51 et BMO.

MARTINGALES LOCALES
DEFINITION, Soit M un processus adapté, nul en O, On dit que M est une

martingale locale g'il existe des temps d'arrét Tn1 +oo tels que les

~y s T . . . e 4 )
processus arrétés M P gsoient des martingales uniformément intégrables.

On dit que M est localement dans M ( localement de carré intégrable)
si 1l'on peut choigir les Tn de telle sorte que M D s0it de carré intégra-

ble pour tout n.
Si M n'est pas nulle en O, on dit gue M est une martingale locale

( est localement dans M ) si M-M, posséde cette propriété.

REMARQUES. a) Une martingale locale est un processus 4 trajectoires
continues & droite et pourvues de limites & gauche.

b) M est une martingale locale si et seulement s'il existe des Tn1oo
tels que les processus M nI{T >0} soient des martingales uniformément
intégrables. n

NOTATIONS. L'espace des martingales locales ( nous verrons dans un ins-
tant que c'en est un ! ) est noté g . L'espace des martingales locales
nulles en O est noté L, . L'espace des martingales locales localement de
carré intégrable est noté gloc'

Soit H un processus adapté nul en O, Nous dirons qu'un temps d'ar-
rét S réduit H si HS est une martingale uniformément intégrable.
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Nous énongons maintenant quelques propriétés simples des martingales

locales : le lecteur énoncera les résultats analogues pour Mloc .

a) Si le temps d'arrét T réduit H, et S est un temps d'arrét tel que

- S<T, alors S réduit H,

b) L; somme de deux martingales locales est une martingale locale ( on
se raméne & L, . Si les S, t +oo réduisent M, si les T, ! +oo rédui-

sent N, alors les SnATn réduisent M+N ),

¢) Soit M une martingale locale nulle en O, Alors un temps d'arrét S
réduit M si et seulement si le processus MS appartient 4 la classe

(D). On rappelle qu'un processus H appartient & la classe (D) si et

seulement si toutes les v.a. HT , ou T est un temps d'arrét fini, sont

uniformément intégrables.

DEMONSTRATION, Si S réduit M, M° est une martingale uniformément inté-
grable, donc appartient & la classe (D) (résultat cité dans [D],V.T9,
.98, avec renvoi & la premiére édition de [P], V.T19 ). Inversement,

soient des Tn1oo réduisant M, Soit s<t. Alors M ASAT =E[M tASAT |F ]

puisque MS Nn =(M n) est une martingale, Grice 3 l'1ntegrab111té uni-
forme gn peut faire tendre n vers +m, ce qui donne E[MSAS]=E[MtAS|gs],
donc M~ est une martingale.
d) Si M est une martingale locale nulle en O, si S et T réduisent M,
alors SVT réduit M.

En effet, le processuslMsle majoré par IMS|+|MT| appartient & la
classe (D).

e) Soit M un;processus quelconque. S'il existe des temps d'arrét T too

tels que les M Tn goient des martingales locales, M est une martlngale

locale -

DEMONSTRATION, On %e raméne au cas ou My=0, Pour chaque n soient des
’ . n . —

anfoo réduisant M , et soit Snm"RhmATn t Tn . Rangeons les Snm en

une seule suite S et posons Hk=S V...VSk too . I1 suffit de voir que

les Hk réduisent M Or en revenant aux notations & deux 1nd1c$s, soit

8, Sn1m1 ""’Sk Snkmk , et soit r~n1V...Vnk . Snimi réduit M ?i ; or
M oet M T ont la méme arrdtée 3 1'instant S, p. » donc S - réduit

10y o, 2T
M T , D'aprds d) il en est de méme de H . Comme M et M T ont méme arré-
tée & l'instant Hk’ Hk réduit M.
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Avant de passer 4 des propriétés plus fines des martingales locales,
on va indiquer la raison pour laquelle celles-ci ont été introduites
par IT0 et WATANABE dans [11]. Considérons une surmartingale positive
(Xt)' I1 est bien connu que la limite Xaa = 11m Xt existe et est finie,

de sorte que les temps d'arrét

T, = inf {t thni
tendent p.s. vers +ooavec n - il est méme vrai que pour presque tout
wona T (m)~+oo pour n grand, D'aprés le théoréme d'arrét de DOCB, "
la v.a. XTn est intégrable, de sorte que la surmartingale arrétée X n
est dominée par la v.a. nVXT , et admet donc une décomposition de DOCB

n
Lonr = g - A

ol (Aﬁ) est un processus croissant intégrable prévisible nul en O, (Mg)
une martingale uniformément intégrable, D'aprds l'unicité de la décompo-
sition, il existe un processus I, un processus A tels que l'on ait pour
tout n MEQ:M,G AT, A=A, AT

On vérifie aussitdt que A est un processus croissant, prévisible, et
1'inégalité BLA ] = lim E[A'go] < E[X,] montre que A est intégrable.
Quant 3 M, c'est une martingale locale d'aprés la définition 1., I1 n'y

by

a aucune difficulté a prouver l'unicité d'une telle décomposition,
On voit donc que la notion de martingale locale s'introduit de manid-
re parfaitement naturelle, et toute la suite ne fera que confirmer cela:

c'est la "pbonne" extension de la notion de martingale,
REDUCTION FORTE : UN LEMME FONDAMENTAL

On va maintenant établir un résultat concernant la structure des
martingales locales, qui va permettre de les ramener aux deux éléments
avec lesquels on a travaillé jusqu'd maintenant : martingales de carré
intégrable, processus VI, Ce lemme ( 8 ci-dessous ) est 1ié & la "décom-
position de GUNDY" des martingales discrétes.

DEFiNITION. Soit M une martingale locale nulle en O, On dit que le temps
d'arrét T réduit fortement M si T réduit M et si la martingale E[|MT[|£S]
est bornée sur [[0,T[ .

Alors , si S<T, et si 1'on note (YS) la martingale E[lMTllgs]’ on
a B[|Mg| |E ] Ygrg » et on peut en déduire que S réduit fortement M,
LEMME, Si S et T réduisent fortement M, il en est de méme de SVT,
DEMONSTRATION, SVT réduit M. Il suffit de montrer que I{t<T}E[IMSVT’Et]
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est une martingale bornée ( remplacer T par S et ajouter ). Or c'est
majoré par

BLIMp | gL g py + BLIMGIT (qony 1B T 4y pg
Le premier terme est borné (T réduit fortement M). Le second vaut
E[lMSII{t<T<S}'£t] < E[IMSII{t<S}|£t] qui est borné.

LEMME., Si M est une martingale locale nulle en O, il existe des temps
d'arrét T too réduisant fortement M.

DEMCNSTRATICN, Nous utiliserons la remarque suivante, qui devrait étre
classique : si S et T sont deux temps d'arret El. IF ]FS]_E[ IFSAT]
( en terme d'arrét, cela revient a(X ) )e

On prend des Rnfoo s réduisant M, Puls on pose

Sym = R, A inf {t : E[|MRn||g l>m |

On les range en une seule suite S ,» et on prend T S Veoo Sn . D'aprés
le lemme précédent, il suffit de montrer que Snm redult fortement M ,
ou encore - en enlevant les indices - que E[]Ius| lgt] est bornée sur
(Lo,sil.

Or soit (Y,) la martingale E[|MR||£t], bornée sur [[0,8[[ par la
constante m, On a E[IMSII{t SllE ] = E[]E[ {t Sil S] | Ft] <

BLBL|MIT g g} EglB] = BUIMG| T, o)IF

[4<S (t<s}!Zsat] = TonsT fras) = Yoy g} = m.

THEOREME, Soit M une martingale locale, Alors il existe des temps d'ar-

rét T, too tels que la martingale arrétée MID puisse s'écrire ( de manié-

re non unique )

(8.1) My + U V0

ol U appartient 8 M o ( est de carré intégrable ), et vt 3 !O (est a
variation intégrable ) U et V" étant aussi arrétées & T

DEMONSTRATION, Compte tenu de ce qui précéde, il suffit de prouver que
si M est une martingale locale nulle en O , et T réduit fortement M ,

alors MT admet une décomposition M =U+V du type précédent.

Par définition , IMTI ( éventuellement prolongé par sa limite sur
{T=00 } ) est intégrable, et la martingale E[|MT| Igt] est bornée sur
[[0,7[[ par une constante K, Nous pouvons aussi supposer que M=M",

Posons C —MTI

X _M I

Tl e P
{t<T}
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C est un processus & variation intégrable, soit T sa compensatrice
prévisible, Nous posons v=C-C , martingale & variation intégrable (la
norme variation de V est au plus 2E[|MT|]L et U=X+C . Clest U qu'il
faut étudier.

Nous introduisons les divers processus suivante ( et les processus
analogues avec des - au lieu de + )

+ + + T+ e
My = BIMp|Eg] 5 Cpplypomy » Kp=MTyony o U, = %48

Le processus i est une surmartingale bornée positive, le processus ﬁ

une martingale, donc Gt est 1le processus croissant intégrable prévisi-
ble engendrant la partie potentiel de X , qui est elle aussi bornée par

K, Nous allons montrer qu'alors E[@Zo)z]_fﬁKa ( cf. le début de la démons-
tration ie I1.10), Pour alléger les notations, nous écrirons Xy, Cp aU
lieu de Xy, CI. Nous avons ( intégration par parties )

2 _ @ o]
e = é_ [(coo-cs)+(coo—cs_)]dcs < 26_(000"0 )deg

S=-

Prenons une espérance, Comme (ct) est prévisible, on peut remplacer le
processus (coo-cs_) par sa projection prévisible, Comme on a Xp=
E[coo-chgT] pour tout temps d'arrét T, on a aussi xT_=E[ca)—cT_|£T_]
pour tout temps prévisible T ( utiliser une suite annongant T ). Donc
la projection prévisible en question est le processus (xt_) et on a

Elc? ] < 28[/x  de ] < 2KBl/dc ] = 2KB[x ] = 2K° .

REMARQUES, La martingale U a de bien meilleures propriétés que l'appar-
tenance 4 M : on verra plus loin ( n°V.5 ) qu'elle appartient & 1l'espace
BHO.

L'inégalité que nous venons d'utiliser est la geule inégalité sur les
martingales et surmartingales que nous utilisons dans ce cours, et qui
ne figure pas dans le livre de DOOB, Les inégalités plus récentes seront
établies au chap.V, par les méthodes de GaRSIA, mais il est bon de sou-
ligner que la théorie de 1l'intégrale stochastique repose, en fin de
compte, sur des résultats plutdt élémentaires.

APPLICATIONS

Soit M une martingale locale, que nous supposons d'abord nulle en O.
Si T est un temps d'arrét qui réduit fortement M, MTeEO+!O est une
'semimartingale au sens restreint" ( n°III,.1), et nous pouvons lui appli-
quer les résultats du chap,IIIl - en particulier, définir les processus
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(MT)'c , bartie martingale continue de Mr

T vTy Tyve (uTye 2
[M™,M ]t = <(M")", (M) >+ 2s§tAT AMS
Si maintenant S et T réduisent tous deux fortement M, les processus
que l'on vient de construire coincident jusqu'a 1l'instant SAT, Faisant
tendre 8 et T vers 1'infini, on en déduit sans peine que

THEOREME, Si M est une martingale locale nulle en O, il existe une mar-
tingale locale continue M® nulle en O, la partie continue de M, telle

que pour tout t.d'a., T réduisant fortement M on ait
(9.1) eyt = (uT)e
On désigne par <M°,M® 1'unique processus croissant continu nul en O
tel que l'on ait
(9.2) JC,MCs, = < (MD)C, ()%
° 4 AT © ’ t

pour tout T réduisant fortement M, On désigne par [M,M] le processus

croissant ( fini pour t fini )

M1 _wmC wC 2
(9.3) [,10]y = HCH>y + 5, A0

et [M,N] se définit par polarisation. Si M n'est pas nulle en O, soit
ﬁtth-MO ; on pose M%:Eﬁ , [M’M]t= [ﬁ,ﬁ]t+Mé ( de méme pour [M,N]).

REMARQUES, L'inégalité KW2 (II,21) s'étend aussitdt aux martingales
locales par arrét.

On peut définir <1,M> pour une martingale locale M localement de
carré intégrable, Nous verrons plus loin ( j'espére ) que l'on a dans
certains cas avantage & définir <M,N> sans supposer l'existence de
ILM> et <N,N>,

PROCESSUS A VARIATION LOCALEMENT INTEGRABLE

DEFINITION, On dit qu'un processus A est un processus & variation locale-
ment intégrable s'il est & VF ( adapté ) et s'il existe des t.d'a. Tnfoo
tels que E[ {O ]ldAS[] < o pour tout n.

T

9
L'espace des pgocessus 3 variation localement intégrable est noté

Ao ( A était, rappelons le, 1l'espace des processus & variation inté-

grable ).

Rien n'est exigé quant & l'intégrabilité de Age

Si l'on sait & l'avance que A est.un processus & VF, on dira souvent
" A est localement intégrable" pour " A est 3 variation localement in-
tégrable”,
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THEOREME., a) Tout AeV prévisible, ou 3 sauts bornés, est localement

intégrable.
b) Si AeV egst localement 1ntegrable, il existe un processus AeV prévi-

sible unigque tel que le procesgsus A =A-% soit une martlngale locale
nulle en O, On dit que A est le compensateur de A, A le compensé de A.

c) Tout AeV gqui est aussi une martingale locale est localement intégra-
-ble.

DEMONSTRATION, a) On se raméne aussitdt au cas ol AO O On vérifie
comme au n°l.4 que si A est prévisible, le processus f |dA | est prévi-
sible, Soit alors

S, = inf { t : ét]dAsl >k |

Comme A, est nul, S, est partout >0, et il est prévisible (N9, p.9).
Soit (Skm) une suite annongant S, . La variation de A sur [[O,Skm]]

est ék, donc intégrable, et pour obtenir une suite Tnfoo satisfaisant a
la définition 12 il suffit de prendre Tn= Supkén,mgn Skm .

Le cas des processus 2 sauts bornéds est immédiat : prendre Tn=sn.
Démontrons maintenant c¢). On se raméne au cas ol Ag=0, Soit R 1 oo une
suite de t.d'a, réduisant fortement la martingale locale A ., Soit

- 3 A _ . -
S, =inf { % : é laalzn } , et soit T =R AS . Il nous suffit de mon

trer que E[{ |dAs|]<mo. Comme E[/ laa |l , i1 suffit de prou-
0,7 ] T [ =
n n
ver que E[|AA; |]<w . Cela résulte de 8, T réduisant fortement 4 :
AR sréorit U4V, Uell, Ved , de sorte que 80y el?, & SN
Passons & b). On peut supposer que Ay 0 A étant localement inté-

grable, considérons des T t+oo tels que b[f "|dA|J<o ; les processus

a Vi A admettent des compensateurs B? , et on vérifie aussitdt que
si nan B"=(B™) n, de sorte qu'il existe un processus B tel que B'=

BTn pour tout n , Il n'y a aucune difficulté & vérifier que B est
prévisible, que B est un processus & variation loc. intégrable, et
que A-B est une martingale locale ( réduite par les Tn). L'unicité
résulte du lemme plus précis suivant :

LEMME, Toute martingale locale prévisible M est continue., Toute martin-

gale locale prévisible & VF est constante ( et donc nulle si M0=O).

DEMONSTRATION, Par arrét & un t.d'a. réduisant fortement M, on se raméne
au cag ol M est une martingale uniformément intégrable., Pour tout temps
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d'arrét prévisible 3 on a alors AI\IssziS-I\‘IS_=I-’IS—E[MS|gs_] ( utiliser une
suite annongant S )., Or MS est ES_-mesurable puisque I est prévisible
(N10, p.9), donc AMS=O. M étant prévisible, on en déduit que M est con-
tinue (N11, p.9, par exemple ). Si M est VF,({ | dM

s| est continue, et

par arrét on peut supposer que M est VI, Mais alors Ii, prévisible et
ayant un potentiel droit nul, est constante (I.15).

NOTATIONS . On notera Eioc 1'espace des martingales locales & VF ( donc
4 variation localement intégrable : cf. W , espace des martingales VI ).
Pour tout couple de martingales locales M,N tel que [M,N] soit loc.

intégrable, on notera <1,N> la compensatrice prévisible de [M,N].

SEMIMARTINGALES

Nous pouvons maintenant donner la vraie définition des semimartin-
gales ( cf. III,1 pour la définition provisoire ). Nous en donnons plus
loin une forme plus facile & vérifier (n%33),

DEFINITION, Un processus adapté X est une semimartingale s'il admet

une décomposition de la forme

(15.1) Xy = X +A,

ou M est une martingale locale nulle en O, A un processus VF nul en O,
On n'impose & A aucune restriction d'intégrabilité, La décomposition

n'est, bien entendu, pas unique,

EXEMPLE, Soit X un processus & accroissements indépendants ( non homo-
géne ) & trajectoires continues & droite. Il est bien connu que les
trajectoires de X sont alors cddldg ( cf. [3] ). Soit Z; la somme des
sauts de X d'amplitude >1 entre O et t ; c'est un processus a VF, I1
est bien connu que Y=X-Z est un processus 3 accroissements indépendants,
admettant des moments de tous les ordres, de sorte que le processus
Yt-E[Yt] est une mertingale. Ainsi, X est une semimartingale si et seu-
lement si la fonction t—s E[Yt] est 2 variation bornée.

Considérons deux décompositions du type (15.1)
A=X ik = X +H+d
alors M-F = E-A sppartient & Loy » d'aprés 12 c¢) c'est un processus
& variation localement intégrable. En tant que martingale locale elle
est sans partie continue d'aprés II.151 done M°=WC, Nous poserons M°=Xc,
et nous l'appellerons la partie martingale continue de X ( on devrait
ajouter "locale", mais c'est trop lourd ). On pose aussi

. . 2 (2
(16.1) [x,x], = <xc,,<°>t - XS (2)

+
s

1. C'est trop rapide. Voir p.75. 2., Voir aussi p.75 , et le chap.VI,n%4,
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INTEGRALES STOCHASTIQUES

Notre but est d'arriver maintenant & la formule du changement de
variables pour les semimartingales. A cette fin, nous définissons une
notion trés simple d'intégrale stochastique, d'abord par rapport aux
martingales locales, puis par rapport aux semimartingales.,
DEFINITION, Un processus optionnel (Ht) est dit localement borné s'il
existe des temps d'arrét Tnfcn et des constantes Kn tels que

(17.1) lHtII{0<t§Tnl <K
( Quant 3 Hy, on exige simplement qu'il soit fini ),

THEOREME, a) Soit M une martingdle locale, et soit H un processus prévi-

sible localement borné. Il existe alors une martingale locale H*M et une

seule telle que l'on ait, pour toute martingale bornée N

(18.1) [HeM,N] = He[M,N]

( au second membre, il s'agit d'une intégrale de Stieltjes ordinaire ).
b) On a (H~M)O =HOMO , (Hem)® = H'Mc, et les processus A(H-M)S et
HSAMS sont indistinguables.

c) Si M gppartient & W oc » H°M se calcule comme une intégrale de Stiel-
tjes sur les trajectoires.

DEMONSTRATICN, a) Nous supposerons que MO=O, en laissant au lecteur le
soin de passer au cas général, ce qui est immédiat. Nous pouvons alors
supposer également que HC=O. I1 existe alors des temps d'arrét Tn1 0o ,

& la fois réduisant fortement M et tels que HTn soit un processus borné.
On sait alors décomposer la martingale MP=M 2 on UR4+VR , o U" appar-
tient 3 My, vt Ay, et UM,V sont arrétées 3 T . On peut alors

définir (III,2, b)) 1'intégrale stochastique HeM" = HeUM4H.VR y qui est
une martingale uniformément intégrable. Si n<p, on a par arrét ( 1l'ar-
rét étant une opération d'intégrale stochastique, si 1l'on veut ! )

T
He™ = (HMP)™™ gy fait que MPP)'n

I1 en résulte qu'il existe un processus HeM tel que pour tout n H.MP =
(HeM) ™™ , I1 est clair que HeM est une martingale locale, et que l'on a
( par recollement )

M(HeM), = H AN,

I1 résulte aussi de la définition de M® (9), et de II.26 que l'on a
H.M® =(H-M)® , I1 en résulte que l'on a , par addition
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[HeM,N] = [H- M©,NC] Tt <t H MM AN = He[M,N]),

pour toute martingale bornée N, Enfin, si M appartient & Wl c? OB peut
choisir les Tn de telle ‘sorte que les martingales M2 appartiennent & W
les intégrales HeM® sont alors des intégrales ordinaires (II. 30), d'on
c).

S'il existait deux martingales HeM et H*M satisfaisant a (18,1),
leur différence L serait une martingale locale telle que [L,N]=0 pour
toute martingale bornée N, Nous allons montrer que cela entraine I=0,
Méme mieux :

THEOREME, Soit I une martingale locale.,
a) Le processus [IL, N]eV est localement intégrable pour toute martingale
bornée N, Plus précisément, si T réduit fortement L, / |d[L Nl | est

intégrable.
b) S'il existe des T too réduisant fortement I tels que E[[I, N]T] =0

pour toute martlngale bornée N, on a L=0,

DEMONSTRATION, Nous supposerons que LO=O. Berivons que LT=U+V, Uely o
VeWq » Dtaprds 1'inégalité KW2 (II.21), comme U et N appartiennent & M
nous avons E[/Id[U,N]S|]<oo et E[fd[U,N]s]=E[UooNoo] d'aprés la défini-
tion de [U,N] par polarisation ( et II.18 ). De méme, V n'a pas de par-
tie continue, de sorte que [V, N] ZS<tAV AN . Comme N est bornée, V

3 variation intégrable, Jd[V, N]Slest 1ntégrab1e, et E[/d[V,N]S]=E[VOONOO]
d'aprés I.9, Finalement, la relation E[[I, N]T] =0 s'éerit E[L N 1=0,
Comme N est une v.a. bornée arbitraire, cela entraine LT_O, puis

( comme L est une martingale uniformément intégrable ) que LT 0, D'ou
b). Le lecteur étendra cela au cas ou LO£O.

REMARQUE, a) permet de définir <3M,N> si M est une martingale locale, et
N une martingale locale localement bornée, comme compensatrice de [M,N].

Nous définissons maintenant 1l'intégrale stochastique d'un processus
prévisible localement borné par rapport 4 une semimartingale.

THZ0XEME, Soient X=XO+M+A une semimartingale (Mego, AGZO) et H un proces-

sus prévisible localement borné. Le processus

(20.1) HeX = HpX, + Hell + Hed

ne dépend pas de la décomposition choisie. HeX est une semimartingale

et 1'on a ( & des processus évanescents prés )

c c )
(20.2) HeX® = (HeX)® , HoaX, = A(HX)y

et, si T est un temps d'arret
(20.3) HeXT = (HeX)'
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DEMONSTRATION, Considérons deux décompdsitions

X=X Hi+h = X +74K ( M} elg s A Kevo)

Mors M-M = E-A appartient & Ly et & ¥y ( est une martingale locale &
VF ), donc est & variation localement intégrable (12,c¢)). Mais alors
1'intégrale He(M-M) se calcule comme une intégrele de Stieltjes (18,c)),
donc He(M-M)=H*(Z-A), Le reste est immédiat d'aprds 18.

LA FORMULE DU CHANGEMENT DE VARIABLES ( CAS GENERAL )

Comme au chapitré III, nous ne démontrerons que le cas des semimar-
tingales réelles, mais nous énoncerons le théoréme pour les semimartin-
gales & valeurs dans R°.

THEOREME, Soit X un processus a valeurs dans g , dont les n composantes

Xi sont des semimartingales. Soit F une fonction deux fois contintiment

différentiable sur B" ( on ne suppose pas les dérivées partielles bor-
nées ), Alors le processus FoX est une semimartingale et on a 1'identité

v ig s i1 toi 3 ic ,je_
(21.1) FoX, = FoX, + I, go’t]n FoX dXg + 3%, /"D DIFox _a<x™C,X >q

) i i
+ EO<S§1: (FOXS—FOXS_—EiD FOXS_AXS )

DEMONSTRATION ( une dimension). Nous vérifions d'abord que le coté
droit de (21.1) a un sens. Le processus FroX étant continu 4 droite
et pourvu de limites & gauche, (F'oXs_) est prévisible localement
borné ( arréter & S= inf {t : IF'oXslgn} ). De méme, Fn oXS_. Les deux
intégrales au second membre ne posent donc pas de probléme, Pour tout
we?, la trajectoire X (w) reste sur [0,t] dans un intervalle compact
[-C(t,w),+C(t,w)] , sur lequel la dérivée seconde de F reste bornde en
valeur absolue par une constante K(%, w) Nous avons alors si s<t

|FoX (m)-FoX (m)éF'oX (w)ax (w)|< zK(t w)AX (w)

Dans la decomp031t10n X_X +M+A (MeLO,AeVO), nous savons que zs<tAM <00
Pe.Se, que T qu < ® D. s.. I1 en résulte que la série au second membre

de (21.1) est p.s. absolument convergente.,

' Supp0soné maintenant qu'il existe un temps d'arrét T possédant les
propriétés suivantes : soit X=X, +M+4 , MeL, , Aely , alors
T réduit fortement M, en particulier ¥ est bornée sur [[u,T[[
§ |dA | est bornée, X, est bornée sur {I>0}
o,T[ s

M,A sont arrétés 3 1l'instant T .
Désignons alors par K une constante dominant |X| sur [[0,T[[, par Y le
processus
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Yt = Xt - 8% I{t>T} ( en particulier ¥,=0 sur {T=0} )

et par G une fonction deux fois dérivable, 3 dérivées premiéres et se-
condes bornées, coincidant avec F sur l'intervalle [-K,+K]. Le processus
Y s'éerit de la manidre suivante ( T réduisant fortement M, on peut
poser M=U+V, UeM, , VeW, , U et V arrétés 4 1l'instant T )

Ty = Xolimsoj * Up * ( VemtVpligony + Ag-bgligony = SUphygmny)

qui montre que Y est une semimartingale au sens restreint (II1I.1) Ut
est de carré intégrable, et la derniére parenthése est un processus &
variation intégrable . Nous appliquons alors la formule du changement
de variables du chap.III 34 Y et & G . Puis, comme F et G coincident sur
1'intervalle [-K,+K], ol Y prend ses valeurs, nous remplagons G par F.

Ainsi, écrivent Y=Y, +M+B , ou Bt_At-AX I{t>T>O

Fo¥, = Fo¥j + / FroY  di_ + / F1oY  dB_ + -j FroY d<1v1°,M°>s o e

Les processus X et Y coincident sur l'intervalle [[0,T[[, donc X_ et Y_
sont ¢gaux sur [[0,7]] ( pourvu que T soit >0 ). Comme M est arrétée 2
ltinstant T et nulle en O, on a pour tout processus prévisible H

F M = '.v’ 3 =
Heli = H'eH , od H! = H I{O<t<T§

et par conséquent f FroY _dM, =/ PloX  aM_ pour tout t
0

De méme, mais plus 31mplement, on a é FWOY d<:Mc MC> S_f n XS d<1\’Ic Mc> .
D'autre part, B et A coincident sur l'1ntervalle [[O o[, et
les propriétés de 1l'intervalle de Stieltjes ordinaire entrainent que

tor v .
é FtoY dB = é F1od  dA_ pour t<T .
Par conséquent, nous obtenons que pour oy

FoX, = FoXy + étF'oXs_dXS + %éfF'oXs_d<Xc,Xc>s *t Bogggeee
Seulement, nous avons vérifié au n°III,6 que les deux membres de (21.1)
ont les mémes sauts : ils sont donc égaux, non seulement sur (fo,1L[,
mais sur [[0,T]] ( sur {T=0} tout est évident ). Comme ils sont tous
deux arrétds & 1'instant T, 1l'identité (21.1) est établie sur toute la
droite, pour les semimartingales du type particulier considéré. I1 faut
bien remarquer que toutes les difficultés ont 4té résolues au chap,III :
on n'a fait ici que de petits déplacements de processus croissants du
c6té des mertingales 3 celui des processus VF, dans les décompositions.

I1 reste & ramener le cas général au cas particulier qui vient d'
Stre traité ici. Pour cela, nous choisissons des temps d'arrét R t+oo,
réduisant fortement M. Nous posons aussi
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t
S, =dinf { t : é ]dASI >n |
U, = 0 si |Xy|>n, +0 sinon
T =R _AS_AU

nn'n n
Les temps d'arrét Tn croissent vers +w, et la semimartingale XTn
satisfait aux hypothdses de la premiédre partie de la démonstration,
La formule du changement de variables est donc vraie pour X D Cela
revient 3 dire qu'elle est vraie pour X si <t d'ou le théoréme lorsque
ns+w ,

Le corollaire suivant peut se démontrer directement ( mais ce n'est
pas trés facile ).
COROLLAIRE Pour toute martingale locale M, le processus M -[M, M]t
2/ M _dM_ est une martingale locale nulle en O,

On a aussi la formule générale d'intégration par parties
COROLLAIRE, Pour tout couple X,Y de semimartingales , le produit XY est

une semimartingale, et l'on a

(23.1) d(XY), = X, _a¥, + ¥, dX  + a[X,¥],

ou plus explicitement

et, si X est un processus & variation finie

3 o
(23.2) d(XY)t Xt dYt + Ytht . Voir aussi le n°38 ,

(En effet, si X est & VP <X°,Y%=0, [X'Y]t=zs<t
8Y,.dX, , de sorte que Y _dXt+d[X,Y]t=Ytht).“

1}

AX 8Y_ , et d[X'Y]t=
t
L'EXPONENTIELLE D'UNE SEMIMARTINGALE

Nous illustrons l'emploi du changement de variables en résolvant,
dans 1l'ensemble des semimartingales, 1'"équation différentielle" %Z =X,
La théorie est due & C, DOLEANS-DADE, avec ici quelques alldgements dus
4 Chantha YOEURP, Voir aussi le n°36 ci-dessous.

Nous commengons par rappeler quelques résultats élémentaires sur les
fonctions & variation bornée sur B. Dans les quelques formules qui sui-
vent, a(t), b(t)... sont des fonctions & variation bornée, continues a
droite, pouvant présenter un saut en O : on convient que a(0-)=0, a(t)=
0 pour t<O, de sorte que la masse en O est a(0). On a la formule (23,2)
d'intégration par parties

(24.1) a(t)b(t)=/[o,t]a(s-)db(8) + {O’t]b(S)da(S)

et la formule du changement de variables ( l'hypothése que F est deux
fois différentiable est ici trop forte, du moins pour la seconde
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formule
(24.2) F(a(t))aF(0)+ { ]F'(a(s—))da(s)+

o b

+ZO§S§F(a(S) Y=F(a(s=))-F' (a(s=))sa(s)
= étF'(a(S))déc(S) + zogsgt Fla(s))-Fla(s-))

ot a® est la partie continue de la fonction & variation bornée a. Comme
application de (24.1) ou (24.2), nous notons que si a est une fonction
croissante

(24.3) a(a(+))® 2 na(t)* 'aa(t)

et nous en déduisons le lemme suivant

LEMME, Soit a(t) une fonction & variation bornée, Il existe au plus une
solution de l'équation

(24.4) z(t)-z(0-) = [ z(s=-)da(s)
[0,t]

localement bornée sur [O,w [,

DEMONSTRATION, Considérant la différence de deux solutions, nous nous
ramenons & prouver que O est la seule solution de (24.4) telle que
z(0-)=0 . Sous cette condition, la masse de a en O n'intervient pas, et
nous pouvons supposer que a(0-)=0 . Soit b(t):/tlda(s)l, et soit
K = SUPg _t |z(s)|. Nous avons successivement si Ogr<t

|z(r)| “|f Z(S*)da(S)I f lz(s-)ldb(s)
|z(r)| /rlz(s-)ldb(s) <K/ “b(r-)ab(r)

|z(r) |

Kb(r)

IA

A
=
o'
N K
E

II/\

A

o
J
E

A

(f) | z(s-)ab(s) ggé b? (r-)ab(r) < K53

etc ( on utilise & chaque fois (24.3)). Pour finir, comme b2(%)/n! tend
vers O, on a que z est nulle.
Ces lemmes étant établis, nous prouvons :

THEOREME, Soit X une semimartingale. Il existe une semimartingale 7 et

une seule telle que

(25.1) Z, = Zot {O 6] s—dxs pour t>0 (KO_=O par convention)

Elle est donnde par la formule

: 1 4C yC ;
25.2 = X, - X% T_]' 1+8X
(25.2) 2, = 2y exp(Xg= <K, ) bl (1+28£ )e

ol le produit infini est p.s. absolument convergent.

Mg (t20)

NOTATION, On écrit Z=Zy €(X). Le cas le plus familier est celui ol Xy=0,
Zo_=Zg 3 1'équation s'écrit alors zt=zo+é L, dL .
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DEMONSTRATION 4)Nous allons d'abord prouver gque le processus (Zt) défini
par (25.2) existe, est une semimartingale, et satisfait & (2.1). A

cet effet, nous commengons par l'existence, qui se raméne évidemment 3
celle du procduit infini. Nous prendrons ZO_=1 pour simplifier.

LEMME, Le produit infini est p.s. absolument convergent, et le processus

(25.3) v, o= Z:I (1+AXs)e'AXs (Vo=1)

et & variation finie, purement discontinu.

DZMONSTRATION, Le produit d'un nombre fini de fonctions & variation fi-
nie purement discontinues est encore du méme type ( formule d'intégra-
tion par parties ). Nous écartons alors les sauts tels que |AXS|5 1/2,
qui sont en nombre fini sur tout intervalle fini, et nous sommes ramenés
3 démontrer le méme résultat pour I
-6X
V! =T JT(1+aX_I Ye s}
t s<t s {|Axsl<1/2}
. . X o s

Mais ncus avons alors log Vt = zsgt (log(1+AXSI{i) “Xsli}) , série

absolument convergente puisque zs<t Axg converge, et log V% est un

processus 3 variation finie purement discontinu. Il en est alors de
]

méme, d'aprés (24,2), de Vi= eto8 Vi

- 1 ¢ g¢C . -
2) Posons Kt=Xt-§<X , X >, et soit F(x,y)=e*y ; on a Zt=F(Kt’Vt)’ de
sorte que Z est une semimartingale. Appliquons la formule du changement
de variables

p t ] t ] K 7 ,t
Z, =2 = S—~ ¢ C
+ =40 / Zs—sz + {O e st + §é ZS_d<K ,K >S

(o
I1 12 I3
-7 - “Kg- (*)
+ ZOgsgt (ZS Zs— ZS_AKs -e S AVS)
Iy
Dans I1 » nous remplagons sz par dXS - -;:d<XC,Xc>s y et dans I, nous

remplagons K¢ par x°, 11 Yy a une simplification et il reste simplement
{ZJ z__ax_ .

Dans I, , nous utilisons le lemme, pour dire que V étant & V,F. pure-
ment discontinu, I, vaut ZOSSSt eKS‘AVS .

T om0 Bl (110), g = B et 41y e

(*) La formule est légdérement différente de 1 ;
a formule u -
son du Z(0-) au premier membre. suelle en rai
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3) Pour établir l'unicité, nous désignons par Zt une solution de (25.1)
telle que Zj_=1, nous posons Vt =e tzt , de sorte que ( avec la méme
fonction F que ci-dessus ) Vt = F(—Kt,zt), et nous appliquons la formule
du changement de variables. Nous avons VO_=1 et
_ ot = $] Koo L1 (%% a_xC xC
V-Vo = [é -V dK  + {o e 8=dZg + % é V A<K®, K>

t X ¢ 7c % Ks- =
- s o -

é e 8d<XK", 77> + EO(VS VS_+VS_AKS e 8Z)

= I1+12+13+I4+I5

: £ s = _ 7 _ax - 1;_xC xC
Maintenant, nous écrivons que dZS— Zs_dXs ’ sz—dXS §d<X »X >y 0
K°=x®, Aussi a<X°®,Z% = a<x®, 7% = 7 a<x®, X% . la somme I,+I,

£ s ~Kg—7 o 1 c yC
stéerit [-V _dK  +[eT 87D X, = [V _ax + 5/T_a<X®, X% +[V,_aX .

Deux termes disparaissent, et Ié+l2+13 = 213. D'autre part, I4 =

Kz C C _ c - _
-[eT 8Ty _a<X", X "> = -[Va<x®,X"> = =215 . Reste donc seulement Ig .

Nous avons KZS = ES_AXS , LK, = X, donc il reste seulement

V.-Vo = Zocst NS
série absolument convergente ( ce qui exprime que 7V est un processus &
V,F. purement discontinu ). Nous avons V = e-sts , donec Ty = ¢~Ks-,

- - - IV ¢ . = = "y
e~8g Zs_(1+AXB)= Vye  8(1+8Xg), enfin AV, = Vs_((1+AXs)e L -1).
Introduisons le processus a V.F, purement discontinu

-X
At = zo§s§t(e S(1+AXS)-1)

( la série étant absolument convergente P.sS.), nous avons alors que

- 1]
V~Vo = { o V, Al Vo =t

d'aprés le lemme 24 cela caractérise uniquement ¥V, et donc 7-VeX est
aussi unique.

La propriété fondamentale d'une exponentielle est évidemment sa

multiplicativité : celle~ci n'a pas toujours lieu, mais |

THEOREME, Si X et Y sont des semimartingales et [X,Y]=0, alors &(X+Y)=
e(x)e(Y).

En effet, [X,Y]=0 veut dire que X et Y n'ont pas de sauts communs, et
que <XC,Y%=0, i.e. <(X+Y)C, (X+Y)% = X%, XCo4+<YC+YCs

{.YOR vient de découvrir la jolie formule €(X)e(Y)=e(X+Y+[X,Y]).
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L'essentiel du chapitre est dit. Il reste & présent diverses ques-
tions & traiter, dont les liens sont assez laches. Nous allons d'abord
énoncer un théoréme assez simple et frappant sur les intégrales sto-
chastiques de processus prévisibles. Puis définir une sous-classe im-
portante de la classe des semimartingales, celle des semimartingales

spéciales, dont nous donnerons diverses applications., Ensuite, nous
définirons une autre exponentielle, qui apparalt en liaison avec les
problémes de décomposition multiplicative des surmartingales positives,
Enfin, nous donnerons en appendice divers résultats qui sont tous plus
ou moins 1liés i la théorie - jusqu'é présent peu développée - des inté-
grales stochastiques multiples.

I1 n'est pas recommandé de lire cela a la suite. Il pourrait €tre
raisonnable, par exemple, de lire la définition des semimartingales
spéciales (31-32 ) et de passer au chapitre V,

CARACTERE LOCAL DE L'INTEGRALE STOCHASTIQUE
Dans le cas discret, tout processus (Xn) est & VF, et 1l'intégrale
stochastique 4 'un processus prévisible (Hn) (HO F-mesurable, H F _4-
mesurable pour n>1 ) est le processus
(H.X)n = HOX0+H1(X1—XO)+...+Hn(Xn-Xn_1)
Si 1'on connalt les trajectoires X.(m), H’(w), on sait donc calculer
la trajectoire (HeX),(w). Il n'est pas évident que l'on puisse démontrer

une propriété analogue dans le cas continu. Il en est pourtant ainsi :

THEOREME, Soient X et X deux semimartingales, H et H deux processus
prévisibles localement bornés, I et T les processus HeX et HeX. Alors

(27.1) Sur 1'ensemble C={w : H_(w):ﬁ.(w), X.(w)=X.(m)l
on a p.s. I (w)=I (w) .

DEMONSTRATION, Il suffit de traiter séparément les cas ol X=X , et ou
H=H,

1) Supposons H=H , et montrons que HeX et H.X sont indistinguables sur
1'ensemble C={X =X }. On peut se borner au cas ou Hy=0 .

Nous pouvons d'abord restreindre l'espace & {X0=Xol, puis nous rame-
ner au cas ou XO£XO=O. Nous décomposons X=M+A, X= W + T (M,M eL, , 4,X
eV, » et il s'agit de savoir si He (M-M)=H. (Z-A) sur l'ensemble C =
{M-FM=Z-A}. Notons N la martingale locale M-M, B le processus d VF Z-A,
de sorte que C={N =B | ., Soit T un temps d'arrét réduisant fortement N;
i1 nous suffit de démontrer que H.NT=H.B' sur C. Quitte & diminuer T,
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on peut supposer aussi que H - qui est localement borné par hypothése-
est borné sur [[0,T]]. Comme on a I]]T I cNT=I]]T [[-BT = 0, on

peut remplacer H par %I[[O T]] , et on peut donc supposer H borné par-
tout. D'autre part, N° peut s'écrire U+V (UeMO,VeWO) , et i1 suffit de
montrer que HeU = He(B=V) sur C. On utilise pour cela un raisonnement

par classes monotones & partir des processus prévisibles élémentaires,
pour lesquels la propriété est évidente.

2) Supposons X=X, et montrons que H.X et H.X sont indistinguables sur
1'ensemble C={H =H |.

 La propriété est évidente pour les éléments de V. On se raméne donc
au cas ol X est une martingale locale, que 1l'on peut supposer nulle en
0., Soit T un temps d'arrét réduisant fortement X : il suffit de montrer
que HeXT=H.xT sur C . Décomposant xT en U+V (Ue1\='1O Vel ) on se ramé-
ne & 1'égalité HeU=H.U , On peut aussi supposer H et H bornés comme ci-
dessus. Finalement, posant K=H-H, on est ramené & prouver que

si UeMy , si K est prévisible borné, L=K-U est nulle sur {w s K'(m)=0§

ou encore, si l'on se rappelle que <I,L>=K2-<U,U> , que Lego est nulle
sur 1'ensemble J={ <L,I>y=0 |,

Soit T = inf {+ : <L.L>f > % } . Ces temps d'arrét décroissent vers

T, = inf {+ <L,1>. >0 }, ils sont >0 partout, égaux & +o sur J ,

D'autre part, Tn est prévisible en tant que début d'un ensemble prévisi-

ble fermé & droite (N9, p.9). Par conséquent on a ( L§~<L,L>S étant une
martingale uniformément intégrable nulle en O )

501§ ) = Bl Iy ] < t/m
puls pour tout n g

(L ~<L, 1>, )1 = E[(L ‘<I"I‘>Tn-)|£t]I{t<Tni

el
d'ou B[ L Iit<T l] =

}] =0 , donc L_ est nulle sur [[O’Too[[ - en par-

et finalement E[ {t<T ‘

ticulier, L, est nulle @©

sur J,

Voici un raffinement du théoréme 27, partie 1. Soient X et X deux
semimartingales, H un processus prévisible localement borné, T un temps
d'arrét, et C l'ensemble

{fwe X, (w) = X (w) pour O<t<T(w)}
alors on a p.s. sur C (H X) (w) (H-X) (w) pour tout t<F(w). Si 1l'on
avait mis 0<t<T(w) dans la déflnition de C le résultat se réduirait &
27 appliqué & X et 7¢ mais ici il faut faire plus attention.
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Soit Y=XI[[O o[ ° YéfI[[o p[[ # Rous pouvons alors écrire i£Y+V,
’ ?

Z¢=T+V, oi V et V sont nuls avant T, constants aprés T, et sont & VF.
D'aprés 27, nous avons H-YFH-Y. sur C, D'autre part, HeV et HeV sont
des intégrales de Stieltjes, donc nulles sur [[0,T[[ ou V et V sont

nuls. Par différence on voit que (H-X ) (@), (He X ) (w) sont égalen
pour weC, t<T(w), et on conclut en remarquant que H XT= (H. X)
BX'=(2-T) ",

On a un raffinement analogue pour la partie 2, Soient X une semimar-
tingale, H et H deux processus prévisibles localement bornés, T un temps
d'arrét, et C 1l'ensemble

{w: Ht(m)=Ht(w) pour O<t<T(w)}
alors on a p.s, sur C (H-X)t(w)=(ﬁ-X)t(w) pour tout t<T(w). Ici encore,
on peut se ramener par arrét au cas ou H et H sont bornés, supposer que
H0=0. Puis se ramener au cas ou X est une martingale locale, puis par
arrét & un t.d'a. réduisant fortement X, au cas ou X=UeM,. Finalement,
en posant K=H-H, I=K+U comme dans la démonstration de 27, & montrer que
8i <L,I>y(w)=0 pour t<T(w), alors L (w)=0 pour t<T(w) (LeMO) Or nous
avons vu dans la démonstration de 27 que L est nulle sur [[O, Ty [, et
la relation <L, L> (w)=0 pour t<T(w) entraine T(w)<T (w).

Les raisonnements précédents entrainent une autre conséquence inté-
ressante, Soit X une semimartingale, et soit H un processus prévisible
localement borné. Soit C 1l'ensemble des w tels que X.(w) soit une fonc-
tion & variation finie - comme la variation peut se calculer avec des
subdivisions finies appartenant aux rationnels, C est mesurable. Alors

Pour presque tout weC , la trajectoire (HeX) (w) est donnée par
1l'intégrale de Stieltjes j H (0)dX (w) .

Cela "localige" le théoréme 18 ¢). Pour voir cela, on se raméne aus-
8itdt par décomposition de X au cas od X est une martingale locale nul-
le en O ; par arrét, au cas ou Hy=0, od H est borné ; par arrét & un
t.d'a, réduisant fortement X, au cas ou X est de carré intégrable. Et
alors, il ne reste plus qu'a utiliser un argument de classe monotone

& partir du cas des processus prévisibles élémentaires, pour lesquels
le résultat est évident - le passage 4 la limite reposant sur 1'inéga-
1ité de DOOB,
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SEMIMARTINGALES SPECIALES

Notre point de départ va étre la remarque suivante, qui sera exploitée
systématiquement au chapitre V,

Soit M une martingale locale nulle en O, et soit T un temps d'arrét
réduisant fortement M, Alors (8) ut peut s'écrire U+V, ou U appartient
8 M, et Vest & variation intégrable. Nous avons d'aprés 1'inégalité
KW2 &tendue aux martingales locales (10)

([m,u3,)1/2 = " MT]1/2 (v, U]1/2 +[v, V]1/2

Comme U est de carré intégrable, [U,U];D/2

D'autre part, V est & variation intégrable, donc dépourvue de partie
continue (I1I,15, III,2,...), donc [V, V]1/2 = (4 AV2)1/2 T ]AV ]eL1
Nous avons prouvé

(30.1) . Pogr toute martingale locale M , le processus croissant
[M,M]l/ est localement intégrable .

appartient & 1° , donc & L

DEFINITION, Une semimartingale X est dite spéciale s'il existe une

décomposition

(31.1) Xy = X +A,  (MeLy , AeV, )

pour laguelle le processus A est 3 variation localement intégrable.

THEOREME, Les conditions suivantes sont équivalentes

a) X est spéciale.
b) Pour toute décomposition (31.1), A est & variation localement intdé-

grable.
c¢) I1 existe une décomposition (31.1) pour laquelle A est prévisible.

d) Le processus croissant (LO<S§tAX§)1/2 est localement intégrable.

De plus, si ces conditions sont satisfaites, la décomposition c) est
unigue : on l'appellera la décomposition canonique de la semimartingale
spéciale X,

DEMONSTRATION, Nous procéderons suivant l'ordre c)=>a)=>d)=>b)=>c).
lc)=>a)| . C'est le n®12, a) : tout processus & variation finie prévi-
sible est localement intégrable.

[2]==d]] . On écrit que si X=X +M+4 , (EM2)1/2 (EAM2)1/2+(ZAA )‘/‘2
[M, M]1 + Z|AA | < [, M]1/2 + /IdA | est localement integrable si A

est localement 1ntegrable((30 1)), donc s1 X est 7 éciale.

[@)=>0)].0n a de méme (LAA2)1 2 ()::AXZ)1 2 +[M, M] donec si d) est satis~
faite, le premier membre est un processus croissant localement intégra-
ble, Soit R =inf{t : {t|dAs|§n | ; soient des S, 1+oo tels que
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E[(ZSSSnAA§)1/2]<xD . Alors si T =R AS on a E[lAATn|]<no, donc
e
E[/™™|dA_|] < n+B[ l<w.

[nlaky |1 < nenljatg |

[b)=>c)| . Soit X=X, +M+A, ol A est localement intégrable, et soit i
la compensatrice prévisible de A, Alors X=X0+(M+A—K)+K , la parenthése
est une martingale locale, et A est prévisible.

Prouvons l'unicité de la décomposition canonique : soit =X +M+A=
X0+ﬁ+I , o0 A et & sont prévisibles. Alors A-A = F-M, Posons N=M-M,

et appliquons le lemme 13 : une martingale locale & VF prévisible, nulle
en O, est nulle. D'ol aussitét la conclusion.

Nous allons utiliser d'abord la notion de semimartingale spéciale
pour donner des semimartingales une définition équivalente, mais plus
facile & vérifier. Voir aussi la note p.68.

THEOREME, Soit X un processus. Supposons gu'il existe des temps d'arrét

Tn tels que sup, Tn = +00, et que pour chaque n le processus arrété

T
XD soit une semimartingale, Alors X est une semimartingale.

DEMONSTRATION, a) Supposons que x5 et XT soient des semimartingales.
Alors XSVT= XS+II]SAT T]]~XT est une semimartingale ( la notation des

H
intégrales stochastiques recouvre ici quelque chose de bien trivial } )

b) Cela permet de se ramener au cas ol la suite Tn tend vers + w en
croissant. Nous remarquons alors que le processus X a des trajectoires
continues & droite et pourvues de limites & gauche. Par conséquent, le
processus

= Pocest, | aX |21 s

Vi
est & variation finie sur tout intervalle fini., Nous posons Y=X-V, Il
nous suffit de montrer que Y est une semimartingale. Quitte & remplacer
Y par Y-XO y NOUS pouvons Supposer que Y0=O.

-

Pour tout n, le processus Y © est une semimartingale g sauts bornés,

donc gpéciale (32,d) , donc admet une décomposition unique en
Y o B 4 40

oi M? est une martingale locale, nulle en O, et A" un processus a va-
riation localement intégrable nul en O, et prévisible., Mais alors l'uni-
cité entraine que les A" se recollent bien en un processus prévisible A
a variation loc. int. , les M? se recollent en une martingale loca-
le (4,e)) M, et alors X=X +V+A+M est bien une semimartingale.
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Le théoréme précédent va nous servir a4 vérifier un résultat trés
intéressant, did & N.KAZAMAKI : la notion de semimartingale est préser-

vée par les changements de temps.

Nous appellerons changement de temps une famille (Rt)t>o de temps 4'
arrét de la famille (zt), telle que pour tout we la fonc¥ion R.(w) so0it

croissante et continue a droite. Nous supposerons de plus ici que chaque
R, est fini ( hypothése que l'on ne fait pas toujours, en théorie des
processus de Markov, par exemple ). La famille de tribus gt" g, satis-
fait alors aux conditions habituelles ([D], III.T34, p.54). Si t (X )
est un processus adapté a (F ) et continu i droite, le processus trans-

formé Xt=XRt est encore continu a4 droite, et adapté & la famille (F )

([p], III.T20, p.50). Le changement de temps transforme donc les proces-
sus optionnels en processus optionnels, mais on ne peut rien dire en
général sur les processus prévisibles. En particulier, si T est un

' 8 F X =
temps d'arret de (=t) et si X est le processus I[[T,oo[[ , On a

I[[T [ » ou T= inf {u : R ng ; T est donc un temps d'arrét de (Et).

I1 est clair que si (A ) est un processus croissant, G:) ( ) en
est un aussi. Tout processus & VF étant différence de deux procegsus
croissants, le résultat énoncé au début est équivalent au suivant : pour
toute martingale locale M, le processus transformé (Ht)=(M ) est une

semimartingale. D'aprés le théoréme d'arrét de DOOB, si M est une mar-
tingale uniformément intégrable, M est une martingale uniformément inté-
grable : on s'attend donc plutdét 3 ce que M soit une martingale locale,
mais ce n'est pas toujours vrai

Soit (T ) une suite de t.d'a. rédulsant M. Le processus M =M ap est
une martingale uniformément intégrable, et le processus En obtenu n par
changement de temps i partir de M? est donc une martlngale de la famille
(Ft). Seulement, les processus ¥ ne sont pas nécessairement des proces-
sus arrétés du processus M transformé de M, si le changement de temps
"saute" par dessus la valeur Tn. On peut tout de méme dire ceci : intro-
duisons les temps d'arrét T = inf f{u : RuzTnl ; les R étant finis, on

1., Les raisons en apparaltront bien dans le cas discret. On montre faci-
lement qu'un processus (X, ) adapté a (F ) est une martingale locale si

et seulement 31|X |.P est o-finie sur F pour tout n>1 , et E[Xn|£n_1]
=Xpaqe
n'est o-finie sur F _, pour aucun n. Mais alors le processus X,, n'est
pas une martingale locale par rapport 3 la famille (£2n)’ de sorte que

le changement de temps n+=>2n, vraiment le plus anodin, ne préserve pas

=n-1
I1 est facile avec ce critére de fabriquer un exemple oﬁan|-P

les martingales locales.,
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a limn T =t . D'autre part, la relation téTn entraine Rt<.Tn , donec

=n n =
M, = MRt = MRtATn = Mﬁtz Ht = MtATn' Ainsi le processus transformé M
posséde la propriété suivante :

(34.1) I1 existe des t.d'a. T t+o et des martingales uniformément inté-

grables M tels que -2 sur l'1ntervalle ouvert [[O, T [C. (*)

Compte tenu de 33, M est alors une semimartingale : en effet, sur
1l'intervalle fermé [[0,T ]] M coincide avec un processus de la forme
En+Un, ou Un = (MT —E— )I{t>T } est un processus a VF, Cela démontre ce
que nous voulions. n

KAZAMAKI a étudié dans [17] les processus satisfaisant & (34.1), sous
le nom de "weak martingales' . Il a montré aussi que les changements de
temps continus préservent les martingales locales et les processus prévi-
sibles, donc les semimartingales spéciales.

Nous allons maintenant résoudre une autre "équation différentielle
stochastique" ressemblant & celle du n°25, Soit X une semimartingale

spéciale, que nous supposerons nulle en O pour simplifier, et dont
nous désignerons par X=M+A la décomposition canonique. Soient Tn des
temps d'arrét croissant vers +o, réduisant fortement la martingale
locale M, et tels que E[éTnldAS|]<nopour tout n . Il est immédiat que

le processus arrété xn est alors dominé par une v.a., intégrable, il
admet donc une projection prévisible. Ces projections prévisibles se

"recollent" bien en un processus prévisible, que nous appellerons la
projection prévisible de la semimartingale spéciale X, et que nous

noterons X . Le calcul en est immédiat : on sait que la projection pré-
visible d'une martingale uniformément intégrable (Mt) telle que Mb:O
est égale & (Mt—)’ et cela passe aux martingales locales. Donc

(35.1) X, = M, _+A = X _+0A

Noter que c'est un processus localement borné, et nous pouvons nous
proposer de résoudre 1l'équation différentielle stochastique dZt.thXt
dans l'ensemble des semimartingales spéciales. Le théoréme suivant est
dd & Ch.YOEURP ( avec une démonstration simplifiée par K.A., YEN ), J'en
donne une démonstration compléte, bien que le travail de YOEURP doive
sans doute paraitre dans le méme volume du séminaire que ce cours.

(*). Cet argument permet d'améliorer 33 : si X colncide sur chaque in-
tervalle ouvert [[0,T [ avec une semimartingale, X est une semimart®"®
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THEOREME. Soit X=M+A la décomposition canonique d'une semimartingale

spéciale nulle en O, On suppose gque le processus 1—AAt ne s'annule

jamais. Il existe alors une semimartingale spéciale Z et une seule
telle gue %

6. = 7
(36.1) Z, =1+ é z X
On la note Z=e€°(X). Elle est égale & 1'exponentielle ordinaire &(Y),
ou Y est la semimartingale spéciale nulle en O

t ax
36,2 Y = —
(36.2) t é T-0kg

intégrale stochastique qui a un sens, car le processus 1/1-AAt est pré-

visible et localement borné.
( On donnera au n°37 une expression explicite de &°(X)).

DEMONSTRATION, Prouvons d'abord que 1/1-AAt est localement borné. Soit
Ho={t: [1-84] < 1/n+1} ; c'est un ensemble prévisible dont les
coupes n'ont aucun point d'accumulation dans i+, car (t,w)eHn =>
IAAt(m)|§1/2 . Les H décroissent, leur intersection est vide puisque
1-AAt ne s'annule jamais, leurs débuts Tn tendent donc vers +oo, D'au-
tre part, d'aprés la note N9 p.9, les T, sont des temps d'arrét prévi-
sibles. En considérant des temps d'arrét Snm annongant Tn’ on voit que
1/1—AAt est localement borné, et cela entraine la possibilité de défi-
nir Y ( qui est évidemment spéciale ).

Soit Z une solution - spéciale par hypothése - de (36.1). Z admet
la décomposition canonique ( on rappelle que si Z est spéciale, 7 est

localement borné )

to t.
Z, =1+ é L AM_ -+ é Z dA T 1+ N, + By
Alors ((35.1)) 2,=Z, +MB, = Z, _+Z DA, , donc Zy= Z, [ 1-bA, , et
' 2
(36.,1) s'éerit t 2 R
Zt=1+é1_:ﬂg-dxs=1+ézs-dYs

d'ol 1l'unique possibilité Z=£(Y).
Inversement, Z=£(Y) satisfait elle i (36.1) ? Comme Y est spéciale,
Z=1+Z_Y est spéciale, et Z admet la décomposition canonique

t  Zg- t Zg- ~ -
Zp= 1+ [T gmag Mg+ [T qpr o akg = 1 v W+ By
0 s 0 s
Aors Z, = zt_+A'§t ((35.1)) = 2, _+ Zt_AAt/1—AAt = Z,_/1-bA,, de sorte
que

t

t
Z,=1+ [ 2 aY
O S= S

t t.
1+ é 28(1-AAS)dYS = 1+ é L X

et Z satisfait 3 (36.1).
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THEOREME, Avec les notations du n®°3%6, on a
_ 1 _yc yc 1+0Mg -46X
(37.1) Zt_ exp(Xt- 2<X ,X >t) S|<t| m: e S

ou le produit infini est absolument convergent ( ainsi &°(X)=e(M)/e(-4))

DEMONSTRATION, Posons H=£(M), K=e&(-A), L=1/K, Z=HL ; il nous faut
vérifier que d2%=%dX : cela entrainera que Z=£°(X), et compte tenu de
l'expression explicite de l'exponentielle &, le lecteur en déduira
(37.1) sans aucune peine.

Nous commengons par remarquer que K et L sont des processus a VF, et
que la relation KL=1, avec la formule usuelle d'intégration par parties
(24.1), nous donne

0=d(KL) = K_dL + LdK
mais par définition de 1l'exponentielle &€ , dK=-K dA : nous en déduisons
que L est solution de 1'équation différentielle dL/L = dA , avec la
condition initiale LO=1.

Ensuite, nous utilisons le fait que L est un processus a VF prévisi-
ble (vérification facile sur la relation K=€(-A)). Alors, la formule
d'intégration par parties donnée ci-dessous au n°38 nous donne

t
dZ =Hd4L + IdH ou Z, = 1 + f L aH +ftH daL
- S S8 os—s

t

o .
ce qui nous donne la décomposition canonique de Z. Rappelons que Z est
la projection prévisible de Z=HL ; comme la projection prévisible de H
est H_ , et L est prévisible localement borné, on a 2=H_L. Alors

%E:%%: %—L+%Ii=dA+dM=dx

la relation cherchée,

Voici la formule 4'intégration par parties‘dont nous avons eu besoin,
sous une forme un peu plus générale. Ci dessus, X=L, Y=H
THEOREME, Soient X un processus a VF prévisible, Y une semimartingale.
Alors
(38.1) d(XY) XY + Y_dX
( lorsque X est 4 VF non prévisible, XdY n'a pas de sens, et on doit se
contenter de (23.2) : d(XY)=X_dY+YdX ).

o1

.

DEMUNSTRATION, Nous décomposons Y = Y +n+B, od N appartient & Loy B &
¥ - La vérification pour YO et B étant triviale ((24.1)), nous pouvons
nous borner & regarder N, Par arrét a4 un temps d'arrét T qui réduit

fortement N , nous pouvons supposer que N=U+V, ou U est de carré inté-
grable, V & variation intégrable. L'intégrale stochastique par rapport
a4 V étant une intégrale de Stieltjes, on retombe & nouveau sur la for-

mule d'intégration par parties usuelle, et il suffit de regarder U,
1. Due & C, YOEURP,
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t
Nous avons vu au n°I.3 que le processus croissant Jt=j ldXs| est
prévisible, D'aprés N9, p.9, le temps d'arrét Tn = inf{to: thn} est
prévisible. Quitte & remplacer le processus VF (Xt) par (XtAT ), ou
nm

la suite (Tnm) annonce Tn , on peut se ramener au cas ol le processus
VF (X,) est tel que é ldXs| soit une variable aléatoire bornée. Nous

décomposons ensuite X comme au n°I.4, formule (4.1)

- x€ n
Xt = Xt + En AnI{thn; = Xt + zn Xt

ot X® est 4 VF continu, ol les A, sont des constantes telles que anknl
<00, et les Tn des temps d'arreét prev131bles tels
que 70—0 L'lntegrale stochastique XU se décompose alors en x°.U +

Z xt.u y série convergente dans M , et il suffit de démontrer la for-
mule pour X% et les XP. Pour Xc, elle se réduit & (23.2). Posons N =
W=1 {th§ , OU S=T Th est prévisible. La formule & établir est

d(WU) = Wau + U_aw
Comme nous avons aussi d(WU)= W_dU+U_dW+d[W,U], tout revient & montrer
que 1'intégrale stochastique (W-W_)U est égale & [W,U], Or

[W,U], = av I{t>si ;

d'autre part, soit (Sk) une suite annongant S ; W-W_ est 1l'indicatrice
du graphe [[8]], donc la limite de I[{O sT™ o sk]] , donc
’ [

S _Sx
I[[S]] U = limk U -U = (US_US—)II[S,(D[[ .
Le théoréme est établi.
DECOMPOSITION MULTIPLICATIVE DES SURMARTINGALES POSITIVES

I1 est tout naturel de se demander si toute surmartingale positive
X peut étre représentée comme un produit d'une martingale positive et
d'un processus décroigsant positif. La solution de ce probléme, dans
le cas ou la famille de tribus est quasi-continue & gauche, est due &
ITO-WATANABE [11], et C,DOLEANS a montré comment, dans ce cas, la décom-
position multiplicative peut se rattacher 4 1l'exponentielle €. Le cas
général a été traité dans [18], mais cet article est si obscur que méme
son auteur ne peut le relire, et 1l'a cru faux. Nous allons nous borner
ici au cas plus simple od ( la famille de tribus étant quelconque ), X
ne s'annule jamaigs . Nous suivons une démonstration de YOEURP, et nous

renvoyons au travail de YOEURP1pour le cas général ou X peut s'annuler.

1. Dans ce volume.
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THEOREME, Soit X une surmartingale positive qui ne s'annule jamais.
Alors X admet une décomposition unigue de la forme X _XOLtDt , ou L
est une martingale locale positive telle gque LO=1, D un processus
décroigsant prévisible positif tel que DO=1.

DEMONSTRATION, Nous pouvons évidemment supposer que XO=1.

Nous avons vu au n°® 4bis que X admet une décomposition unique de la
forme X=M-A, ol M est une martingale locale, A un processus croissent
prévisible nul en O, X est donc une semimartingale spéciale (32), et
nous pouvons considérer sa projection prévisible X = M _-A', L'essentiel
de la démonstration est contenu dans le lemme suivant, d4 & YOEURP :

LEMME, le processus prévisible 1/i est localement borné.

Nous remarquons d'abord que, la surmartingale positive X &tant nulle
4 partir du temps d'arrét inf {t : Xt_=0§ ( voir la premiére édition de
[P], VI.T15 ), le processus X_ ne s'annule jamais ; le processus 1/X_
est alors fini et continu & gauche, donc localement borné. Nous écrivons
alors 1/X = (1/%_ )/(X/X ), ce qui nous raméne i montrer que le processus
X/X est localement borné inférieurement. Comme X=M-A, la seconde for-

mule (35.1) montre que X/X_ = 1- AA/X_ . Posons C, = s;t BA /X,

C est un processus croissant prévisible, & valeurs finies puisque 1/X_
est localement borné, donc l'ensemble | s : ACs > 1-1/n}{ n'a aucun point
d'accumulation & distance finie ; comme il est prévisible, son début

T, est prévisible (N9, p.9). Prenant une suite T, annongant T , on
voit que 1-AAt/Xt_ > 1/n pour t<T o s le résultat désiré.

Nous pouvons alors définir la semimartingale spéciale nulle en O

t 4x
39.1 Y, =/ S
( ) 0 Xg
dont la décomposition canonique est
t am LY
39,2 Y, =N+B, = [ =s - [ Sgs
( ) t Tt 0 Xs 0 £g

Nous avons ABt < O pour tout t, donc 1- ABt ne s'annule jamais , et nous

pouvons appliquer 36 et 37 : étant solution de Xt-1+/ X dY , On a

X=£"(Y)= eg(N)/e(-B). D'autre part, €(N)=L est une martlggale locale.
Calculons D=1/e(-B) en nous rappelant que, en tout temps prévisible T,
BAg=Xp_ -E[X, IFT l< Xp_ y et 8By, :—AAT/E[XT|£'T_]_ -AAT/KT

o-B -4B -B§ -1
D, = t T __EF_ e s = e T (1-8B)
t 0<s<x O<s<t s

) dAS vy _ s
Pexp(-/* s ) TT (1= Mo ) = exp( )T ==

0 Xs 0<s§t _Xs— P -
Bhg y=1_,_ bhg

1- =S

1. Evidemment positive. 2. AAS=XS_-XS, done (1482
S S=
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C'est la premiére expression de la dernidre ligne ( o A® est 1la partie
continue du processus croissant A, et ou 1l'on a écrit Xs au lieu de Xs,
1'intégrale étant la méme ) qui montre que D est un processus décrois-
sant prévisible, Cela prouve 1l'existence de la décomposition multipli-
cative,

Quant & 1'unicité, supposons que X=LD , L martingale locale égale &
1 en O, D processus décroissant prévisible égal & 1 en O, Alors X =L D
par projection prévisible. Puis dY = dX/X = (DdL+L_dD)/L_D d'aprés la
formule d'intégration par parties du n°38, et finalement

(39.3) ax= ¥- ¢ .

Comme la décomposition canonique de Y , Y=N+B , est unique, nous avons
(39.4)

Le lecteur écrira les expressions explicites de N et D pour son propre

= dN , donc Y=£(N) |, %? = dB , donc D=1/e(-B)

usage : elles sont utiles,

DEVELOPPEMENT DE L'EXPONENTIELLE

Nous allons démontrer ici une formule de KAILATH-SEGALL [19], liée
aux calculs faits sur le mouvement brownien au n°III,16,

Soit X une semimartingale. Nous convenons comme d'habitude que XO_=O
et nous définissons par récurrence les semimartingales

(40.1) PS = 1 ’ P.:; = Xt eccee P,rtl = / Pn:1dxs (Pg =O) _-\.
[o,t] °® i

En abrégé, dPn=Pf'1dX. Lorsque X est une fonction certaine continue,
P est égale & X2/n! ; les P" sont donc des "puissances symboliques",
de 18 la lettre P, Elles sont liées & la formule exponentielle par la
propriété suivante : posons

(40.2) B = (1+AXO)6(AX), ou A est un paramétre complexe
et par récurrence
(40.3) AR T A {o.41 Fhlax, (P2 =0)
Si 1'on fait la convention que E3_=1 : B* satisfait & 1'égalité
(40.4) B} =1+ A EMax
O,t] 8- 8
et on a alors , par une récurrence facile
(40.5) EM = 1+ AR 4 AZP2, . 4ATPR 4 ATPMR

de sorte que les P? sont les coefficients de Taylor de EA 4 1l'origine.
On suppose d'habitude que XO=0 ( alors EA=8(AX) ), et que X est une
martingale locale ( alors les P! sont aussi des martingales locales ).

Introduisons d'autre part les crochets d'ordre n, de la maniére
gsuivante :
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(40.6) ¢} =X, , c2=[x, X],=<x%, X% ax2 , of =z, ax? (n>2)

L] t s<t s’ 't <t
Notre but est de démontrer la formule de récurrence de KAILATH-
SEGALL :
THEOREME, On a
(41.1) = %[Pn'1c1-Pn'202+Pn'3c3+...+(-1)n+1POCn].

DEMONSTRATION , Par récurrence : supposons (41.1) vraie au rang n, passons
au rang n+1, Multiplions par n les deux membres de (41.1), prenons une
limite 3 gauche, et intégrons par rapport & dX :

nPax = PPlclax - PP2c%ax + P3ckax ...
= ¢lap® - c2ap?! 4+ ¢JapR2

d'aprés la définition des P, Ajoutons Pfdx = Pr_ldC1 , il vient

(n+1)aP™ = (PRac’+clap?) -c2ap?'+ cdart?,.,

= a(Pchy-a[P?,c'] —cZar! 4 cdapn?,,

or P* = P2~1.X | ¢la X, qone [PR,c')= Pn— .[X,X]= Pn .02 Q'aprés 1a
définition de 02. Ainsi d[Pn,C ] = Pn' ac? et
(n+1)aP**! = q(Pc’) — (PP Tac?+c2ar? Ty 4 Carhl, .,
aecly - a(@'c?) + a[*',0?] + capn2
C° est un processus & variation bornée, donec le crochet se réduit a
£ a2l = = (Pg:zAXs)(Axg) et finalement d[P*™',0%1=PP"2ac3, et 1e

télescopage continue.
Nous renvoyons & [19] pour le cas des semimartingales vectorielles.

Exemples
a) Martingales locales continues. Si X est une martingale locale conti-

nue nulle en O, posons A =<X,X>, , et écrivons (41.1), qui se réduit a

]

2

(42.1) Po lpettoa?) (plax, PR- J(3P-n))
Rappelons la formule de récurrence des polyndmes d'Hermite
(42.2) B (0)= 16, (0)-H _,(x)) (H=x, Hy= 5(x*-1))
Alors il est clair que

(42.3) B = /%0 (X/yE)

car le second membre satisfait & la formule (42,1), et a les bonnes
valeurs au départ. On rapprochera cela de III,.16,

b) Processus ponctuels . Soit (Nt) un processus croissant, admettant
des sauts égaux a 1, constant entre ces sauts, nul en O, N est alors
localement intégrable, et admet donc un compensateur prévisible A, .
Nous supposerons ici A continu, ce qui revient 3 dire que les sauts de
T. La sommation exclut s=0 pour n=2, et 1l'inclut pour n>2.
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N sont totalement inaccessibles. Soit X la martingale locale N-A :
. . v 2 2
elle est purement discontinue, donc [X,X]t=2sSt AXS = zsstANs = Nt .

De méme, tous les crochets d'ordre supérieur ~ C? sont ~ égaux a Nt

pour n>2, ¢t la formule (41.1) prend la forme

(42.4) P° [P (o) P20 P20N, L, + (=1)2H1EON)

Sl= Bl—

[P = PP2(xa)+ PV (X4h)+..+(=1)2120(X4a) ]

I1 existe des polyndmes de degré n ( appelés polyndmes de CHARLIER par
KAILATH-SAGALL ), Cn(x,y), satisfaisant & la relation de récurrence

1 n —
¢, =5l XC_4=(x43) (Cp_p=Cp_5+C) 4o ot(=1) Cod » Co=t

et on voit que dans ce cas Pg = Cn(xf’At)' Par exemple, Cz(x,y) =
%(xz—x—y) , et Pi: %(X;-Xt—At)=%(X§—[X,X]t) comme d'habitude.

c) Relations d'orthogonalité. Supposons que X soit une martingale tel-
le que <X,X>t=t, nulle en O , et que Xt admette des moments de tous les
ordres pour tout t<co . Nous verrons au chapitre V qu'alors [X,X]t admet
aussi des moments de tous les ordres. I1 est alors facile de démontrer
le méme résultat pour tous les C , et pour tous les P® grice a (41.1).

La relation Pn=PE'1oX nous donne alors

E(;P]] = E[étP:‘1Pg“d<x,x>s ] = étE[P§-1Pg-1]ds

d'od 1'on déduit sussitdt que B[PLP] = 0 &1 i#j , elel)?1= 1/1s .
Nous reviendrons dans l'appendice sur les martingales telles que <X,X>t
=tv

Correction 3 la p.53. Le raisonnement est trop rapide : pour montrer
qu'une mertingale locale M appartenant & 20”!0 est sans partie con-
tinue, on regarde T qui la réduit fortement, et tel aussi que la varia-
tion de MY soit intégrable (12.c)). On écrit ML=U+V (Uego, V a variation
intégrable ) et alors Uegoﬂ! est sans partie continue d'aprés 1I.15, et
M elle méme est sans partie continue d'aprés 9.

Complément & la p.53. I1 faut noter que 1'inégalité de KUNITA-WATANABE
s'applique au crochet de semimartingales [X,Y]. La démonstration de
II.21 exige seulement que le crochet soit une fonction bilinéaire et
positive.
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APPENDICE AU CHAPITRE IV
NOTIONS SUR LES INTEGRALES MULTIPLES

Les physiciens emploient de temps en temps, de maniére plus ou moins
formelle , des intégrales multiples du type
jf(t1 90 n,tn)dxt1 oood-x.tn

ou f dépend parfois de w, et X est un processus plus ou moins concret.
De telles intégrales, lorsque f est une fonction certaine et X est le
mouvement brownien, sont presque aussi anciennes que les intégrales sto-
chastiques "simples", puisqu'elles remontent & WIENER, La théorie géné-
rale n'en est pas faite, Elle est 1lide & celle des processus & temps
n-dimensionnel, qui commence tout juste & se préciser un peu, avec les
travaux de CAIROLI et WALSH, WONG et ZAKAI... Je voudrais ici donner
quelques principes pour la construction des intégrales multiples.

Tout d'abord, il est clair qu'on ne restreint pas la généralité en
considérant uniquement des intégrales prises sur le domaine O§t1,0§t2,
«esO<t . Dans la suite, les t; seront toujours supposés positifs.

='n
La premiére idée, pour définir 1'intégrale multiple, consiste & la

considérer comme une intégrale itérée., Seulement, méme lorsque f au
départ est une fonction certaine, la premiére intégration partielle
suffit & faire apparaitre une fonction de Tireeert  _4» et w. Comme on
ne sait intégrer par rapport i dX que des fonctions aléatoires prévi-
sibles, il se pose un probléme d'adaptation. Celui-ci ( c'est 1'idée
d'ITO dans sa définition des intégrales stochastiques multiples brow-
niennes ) est facile & résoudre si l'on se borne & intégrer sur l'en-
semble O§t1<¢2...<tn , et sur les ensembles qui s'en déduisent par per-
mutation des ti . Mais on laisse ainsi échapper des ensembles " diago-
naux'" de dimension <n . Faut il négliger ces ensembles "dégéndérés" ?
Nous allons voir que la formule (41.1) donne des indications intéres-
santes sur cette question.

L'appendice est divisé en trois parties. D'abord, nous interprétons
la formule (41.1) en termes d'intégrales multiples. Puis, nous en dédui-
sons quelques principes de définition d'intégrales multiples trés géné-
rales, mais sans aller loin dans la théorie. Enfin, nous poussons un
peu plus loin la théorie de 1'intégrale multiple étendue 3 1'ensemble
0<‘t1...<.1;n , lorsque X est une martingale telle que <X,X>t=t ( intégra-
les multiples 4'ITO ).

Cet appendice est certainement destiné & se démoder trés rapidement.
Du moins, je l'espére !
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INTERPRETATION DE LA RELATION (41.1)

Nous supposons ici que la semimartingale X de la formule (41.1) est
un processus & variation finie ( en fait, tout ce qui suit se raméne au
cas ou X est une fonction certaine, & variation bornée ). Nous nous
éviterons aussi de regarder ce qui se passe en O en supposant que XO=0.
Nous pouvons écrire

t t t
(43.1) B} = [fax, P2/ dxuzfozax gy e Bm S el 2 u,
Ces intégrales itérées peuvent s'interpréter comme des intégrales
multiples. Ecrivons (41.1) pour n=2 :

1.1 2
(43.2) 21)t = P.Cp = C}

Regardons le premier terme du coté droit P‘:C’:X-, donc c'est 1'in-
tégrale de la mesure dX qu sur l'ensemble {O<u,<t, O<u,<t}, que
u1 2 1= 2=

nous coupons en trois morceaux ( en sous-entendant la positivité des
u, )
[ u,<upst b, u, st b, [w=uct }

Les intégrales sur les deux premiers morceaux se calculent comme inté-
grales itérées, et valent toutes deux 2P§ , c'est & dire le cdté gauche
de (43.2). La troisiéme intégrale est donc " en trop" , il faut la re-
trancher, D'aprés le théoréme de Fubini, elle vaut zs<t Axs , qui est
bien égale a Ci. =
Passons au cas ou n=3, La formule s'écrit
3 1 1 3

3P = PtXt Pt + + Ct
considérons le premier terme du cdté droit : il ccrrespond & une inté-
gration par rapport a4 la mesure dX dX dX sur le domaine {u1<u <t,

3<t } ( positivité toujours scus-eﬂtengue 3 domaine qui se coupe en 5 :

gy <up ), fuy<ag<ayt, fuy<ap<ug)
fug=uy <y}, fuy<uy=us |
les trois intégrales de la premiére ligne sont égales , et se calculent
comme des intégrales itérées : leur somme vaut BPz , c'est a dire le
coté gauche. Les deux autres sont "en trop'.
Le second terme du cbété droit correspond & une intégration sur
{u <t , u, <t}, domaine qui se coupe en trois

fu <u2:un§ fu,=u 5<Uy b, fu —uz—uBl
Les deux premiéres intégrales , affectées du coefficient -1, se télesco-

pent avec les deux intégrales "en trop" précédentes. Quant a 3 C3
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I 4 sz y c'est justement d'aprés le théoréme de Fubini 1'intégrale de

dX dX qu

w, sur la diagonale {u1=u2=u3§ , A'olU la disparition de la

3
derniére intégrale.

Ainsi, lorsque X est un processus & variation finie, la formule
de KAILATH-SEGALL (41.1) peut se démontrer par des arguments combina-
toires, & partir de la théorie de 1'intégrale multiple. Nous allons

maintenant procéder en sens inverse : la validité de la formule (41.1)
donne des indications sur la maniére de définir 1'intégrale multiple
par rapport & une semimartingale, de telle sorte que les arguments com-
binatoires mentionnés ci-dessus s'appliquent.

PROBLEMES LIES A LA DEFINITION DE L'INTEGRALE MULTIPLE

La premiére remarque que l'on peut faire est celle ci : dans le
cas de 1l'intégrale multiple ordinaire, nous savons ce gu'est une mesure
sur Rﬂ « Ici, 1'analogue serait une théorie de 1'intégrale multiple

du type J/f(u,,e..,u_)dX - étendue, comme on l'a dit au début,
1 DT Uy el 0y

4 1l'ensemble O<uyye.0,0cu - par rapport & une " semimartingale & temps

n-dimensionnel® . Mais pour l'instant on n'a qu'une idée imprécise de

ce que doivent étre de tels processus, et on se bornera & considérer

des intégrales multiples par rapport & des " mesures produit”

1 n
(44.1) ff(u1,...,un)qu1...qun

ol les xt sont des semimartingales réelles, et f une fonction borélien-
ne sur RE - donc une fonction certaine . On peut évidemment supposer
les Xi nulles en O,

Nous commencerons par illustrer les difficultés dans le cas de 1!
intégrale double. On peut alors partager 1'intégrale en trois

1 2 1 2 1 2

1{L1<uzf(u1,uz)<1xu1dxuz + ‘£2<u1f(u1,u2)dxu1qu2 + {u2=u1 f(u1,u2)qu1qu2
Les deux premiers morceaux ne différent que par 1l'échange de u, et u,.
Nous étudierons plus loin dans l'appendice des intégrales de ce type
- par rapport 4 des martingales particuliéres - et nous nous bornerons
ici au principe de définition, L'idée naturelle consiste & les consi-
dérer comme des intégrales itérées. Le premier morceau par exemple s'

écrira o u
2 2~ 1
(44.2) [7axs [ 2 f(u,,u,)d
o u, o 1772 xu1

4 prendre au sens suivant : pour u, fixé, on peut définir un processus

t
R, (ugtp0) = / f(u1,u2)dX;1(w)
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qui est - sous réserve de conditions d'intégrabilité convenables sur
f - une semimartingale, pourvue de limites & gauche

t- 1
é f(u1,u2)qu1(m) = F, (u,,t=,0) , notées P_(uy,t,0)

Seulement, F+ n'est pas vraiment un processus, mais une classe de pro-
cegsus indistinguables, pour chaque Use Le probléme consiste & choisir
pour chaque u, une version de ce processus, de telle sorte que

(v, (t,0)) > F_( v,t,0)

soit mesurable par rapport & la tribu produit g(ﬂ+)xP ( la tribu prévi-
sible ). Alors le processus
F(v,w) = é f(u1,v)dX&1(w) = F_(v,v,w)

sera prévisible, et l'on pourra - sous des conditions d'intégfabilité a
préciser - définir

© .2 M7 1 o0 2 :
{) dX,uz{) f(u1,u2)qu1 = (j) F(v,.)dx_(.)

3 condition toutefois de savoir montrer que cette intégrale stochastique
ne dépend pas du choix accompli précédemment. I1 reste donc beaucoup de
points techniques obscursl Cependant, 1'étude du choix de bonnes versions
a été commencée par Catherine DOLEANS dans [20],

Maintenant, le dernier morceau : si 1l'on veut que la formule (41.1)
puisse s'interpréter comme un résultat sur les intégrales multiples, il
faut poser
(443 £(u,,u,)ax) ax? = [Pr(v,v)alx’, X’

u,=u, 1 2 0
Sauf erreur de ma part, WIENER et ITO ont négligé ce terme dans leur
définition de 1'intégrale stochastique double par rapport au mouvement
brownien. (NB : M,ZAKAI m'a dit que la méthode de WIENER en tient campte )e
Passons aux intégrales d'ordre supérieur. Une intégrale triple
ff(u1,u2,u3)dX&1dX32dX23

se décompose en

- six intégrales du type / , & interpréter comme des intégra-

les itérées. tuy<uy<usl

- trois intégrales du type / , & interpréter comme intégrales
u1=u2<u3l

1. Cependant, si f(u1,u2) est une somme de produits a(u1)b(u2), il n'y
a aucune difficulté de mesurabilité, et 1'on peut souvent procéder par
complétion & partir de ce cas. C'est ainsi qu'on fera plus loin.
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e 3 M3 o1 2
itérées / qu3 é £(v,v,uz) alX7,X]]

- trois intégrales du type / , & interpréter comme

fu,<u,=u,}

/ 2 43 jv— g 2773
afxs, ]v A f(u1,v,v)qu1 .

- une intégrale [ , & interpréter comme I f(v,v,v)AX1AX2AX3 .
fu,=u,=u.} v vy
1772773

Pour n>3, on voit apparalitre des dégénérescences plus compliquées,

que la formule (41.1) ne semble pas éclairer, par exemple pour n=4
. 11 me semble clair que 1l'intégrale correspondante est

fu,=u,<u,=u, |

1772773774
{ | f(v,v,w,w)d[X1,Xz]vd[X3,X4]w , la régle générale étant la suivan-
v<w
te : une dégenérescence simple {u, —ujl fait apparaitre le crochet d'or-
dre 2 [Xl XJ], gqui comporte en plus de 2 axiaxd la contribution

<ch,XJc> des martingales continues, Une dégénérescence d'ordre plus
élevé {uizuj...=u£! fait apparaitre Zv AX‘j;Axg.,,AXé, sans contribution
des martingales continues.

On n'a jamais éprouvé le besoin, jusqu'd maintenant, de considérer
des intégrales multiples aussi générales, et il n'est pas utile de
pousser plus loin ces remarques., Il vaut sans doute mieux étudier plus
en détail un cas particulier, qui comprend les intégrales multiples
par rapport au mouvement brownien. On va restreindre & la fois les
processus par rapport auxquels on intégre, et l'ensemble d'intégrationm,
mais en revanche on va intégrer des fonctions f(u1,...,un,w) aléatoires,
et non plus certaines. La classe de fonctions aléatoires qu'on va sa-
voir intégrer semble intéressante du point de vue de la théorie géné-
rale des processus.

I.S. MULTIPLES PAR RAPPORT A CERTAINES MARTINGALES

NOTATIONS, C désigne le cdne {O<u,<u,...<u | dans B ; ¢, (t) et € (t=)
sont les ensembles Cnﬂ{ungtl ’ Cnﬂ{un<t} respectivement. p est la res-
triction & Cn de la mesure de Lebesgue sur g",

(Mt) est une martingale nulle en O, localement de carré intégrable,

telle que <M’M>t =1t .

I1 semble que la théorie s'étende sans peine au cas ou <M,M>t=F(t)
( fonction certaine ) ou bien ou &M,M> est une mesure aléatoire majorée
par dt. Mais nous ne cherchons pas la généralité.

Pour éviter une accumulation de difficultés, nous allons intégrer
d'abord des fonctions certaines sur Cn . Nous désignons par H 1le
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sous-espace de L2(Cn,pn) consitué par les combinaisons linéaires finies
d'indicatrices de rectangles contenus dans Cn' semi-ouverts du type
(46.1) ci-dessous ; H est évidemment dense dans L2.

Soit A un rectangle contenu dans Cn, de la forme

(46.1)  A=]a;,b,1x]ay,b,].00x]a ,b ] (a,sb,<Bo<b,.. 08 <D )

I1 y a évidemment une seule maniére raisonnable
de définir 1'intégrale multiple SA=/dMu ...dMun ;
. c'est de poser 4 L

1

(46.2) 8, = O, M, )0, N )0, K, )

L'application At—» SA se prolonge évidemment, par lindarité, en une
application f~>S, sur H . Soit X =]§1,F1]x..x]5n,3£] un second rectan-
gle du méme type. Nous allons prouver le résultat suivant, en soulignant
qu'on ne postule pas l'existence de moments d'ordre >2 .

LEMME, On a

60 2 = - 20-- - 2 =
(46.3)  E[S] E[(Mb1 My )%eee My <M, )7 l{un

de sorte gue S, appartient & L2, et alors
(46.4) E[S,8:]1 =/ _p_ .
A"A AR D

DEMONSTRATION, Pour établir la premiére formule, on écrit
2 2 2
E[{, A =M ) ..ok, A( =M )M, =M )] =
1 Mb1 a, n-1 Mbn_1 a4 Mbn a,

=(b_-a B[k, AC )2 fuuiky Al D3]

aprés quoi on fait tendre k _, vers + ®, et on recommence jusqu'a
obtenir E[Si] = (bn-an)...(b1—a1), c'est a dire (46.3). Pour établif
(46.4), on coupe les rectangles en petits morceaux pour se ramener a

la situation suivante : pour tout i , les intervalles ]ai,bi] et ]51'311
sont, ou bien égaux, ou bien disjoints, S'ils sont égaux pour tout i,

la formule se réduit & (46.3). Sinon, soit j le plus grand des i tels
qu'ils soient disjoints, et supposons pour fixer les idées que aj§b3§

Ejsfj . Soit te[bj,gj] . La fonction S,57 est alors le produit des
deux fonctions f et g suivantes

= - M=) . -M_ )
£ - Tt Mo 0 ) - O oHy

n
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2
g= (M= =M= ). TT (M -M )
ng 85" x>j Mbk 8
Nous vérifions d'abord, par troncation comme plus haut, que E[Ig[] =

=TT (bk-ak)‘E[|MFj'ME |] < +00, ce qui entraine 1'existence de E[glzt],
k] -3 =

puis que E[glgt]=E[g|£;j'£t] = k>| (bk-ak) .E[l% _M; lz; 'gt] = 0, Nous
en déduisons alors, comme f est finie et zt-mesurable, que E[gf1l|f|<ml]

=E[E[g'£t]'f1i|f|<mf] = 0 , Lorsque m++00, on peut appliquer le théo-
réme de Lebesgue avec domination par BASKI intégrable, et il vient que
E[SASI]=O’ c'est a dire (46.4) puisque A et X sont disjoints.

Ce qui vient d'étre prouvé revient & dire que l'application fr> S,
est une isométrie de H < L2(Cn,pn) dans L2(O). Comme H est dense, nous
pouvons définir pour feLz(Cn,pn) 1'intégrale stochastique multiple

(47.1)  8p = é gy eeeyug)al, ooodt,
n

I1 y a plus : posons
f

(47.2) M = én(t) f(u1,...,un)dMu1...dMun
(Cn(t)=Cnﬂ{un§t} a été définl au n°45 ). Un passage 4 la limite facile
& partir du cas de H montre que, si f est nulle sur Cn(t), E[sflgt]=o,
On en déduit que

BSp-M |2, - B[/ \e. ()" %1 = ©

n'‘’n

de sorte que Mf est une martingale de carré intégrable., Nous prouvons
maintenant un résultat classique, dii & WIENER dans le cas du mouvement
brownien

THEOREME, Soient feLa(Cn), chZ(Cm), m#n . Alors S, et Sg sont orthogo-
nales .
( Les martingales Mf et M8 sont faiblement orthogonales ).

E@MUNSTKATION. I1 suffit de montrer que si A est un rectangle T-T]ai’bi]’
4 un rectangle 1:1]51,31], alors E[S,5;]=0. En coupant les isn
rectangles en pe%its bouts, on peut supposer que les intervalles ]ai,bi]
et ]Ej,Fj] sont, ou égaux, ou disjoints . Le produit S,Sr s'écrit alors
sous la forme T | (Md.-MC.)ai , ol les c;,d; sont tels que cysd,=c,
<dsees oll les exposants - @; sont égaux 4 1 ou 2 suivant que le

facteur figure dans SA ou SK seulement, ou dans les deux. Comme m#n,
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.

1'un au moins des o est égal a 1, et on voit alors comme dans la dé-
monstration de 46 que E[SAS—] =0 ,

PROCESSUS PREVISIBLES SUR Cn

Nous voudrions maintenant arriver & calculer les intégrales multiples
comme des intégrales itérées. Pour cela, il faut savoir intégrer des
fonctions f(u1,...,un,m) , Prévisibles en un sens convenable,

48 DEFINITION, La tribu prévisible P sur C xQ est engendrée par les en-
sembles ( dits prévisibles élémentaires ) de la forme AxB, ou A est
un rectangle ]a1,b ]x...x]an,bn] (a1§b1§32...§an§bn) contenu dans C,
et ou B appartient & F .

Il n'y a ici, contralrement 3 la définition usuelle & une dimension,
aucune spécification concernant O : en effet, les coordonnées des points
de C, sont strictement positives (C1=]O,oo[ ).

Comme d'habitude, une fonction f(t,,...,t ,w) est dite prévisible si
elle est Pn—mesurable. Nous d ésignerons par H' 1l'espace des combinaisons

-'linéalres d'indicatrices d'ensembles prévisibles élémentaires. Il est
@ Sérifier que les réunions finies d'ensembles prévisibles é1é-

anntalres disjoints forment une algébre de Boole qui engendre P : g'

ﬁest donc dense dans L2 (®, ,p ), ou u est la mesure p @P

> Reprenons les notatlons de 1'énoncé, et posons f=I B ? puis

(48.1) 8, = IB.(Mb —Ma Yoo (M -Ma ) .

L'application f+» S se prolonge & H' par linéarité, et on verlfie
exactement comme au n°46 que c'est alors une isométrie de H'CL (e n’“n
dans L (Q), que l'on peut alors prolonger. En langage clalr, si f est
une fonction prévisible de carré intégrable par rapport a pn

(48.2) EES§]=E[<ff(t,,...tn.w)d g e %] =

= E[/ f (t1,..,tn,w)dt1...dt ]
n
et de plus si f est nulle sur Cn(t)xﬂ
(48.3) E[/fth1...thn|£t] =0

)

d'ol la possibilité de définir les martingales Mi comme pour les fonc-
tions certaines. Nous désignerons respectivement par

(48.4) / &) th1...thn et / & (s-) fth1...thn

la version continue 4 droite de M ’ et le processus de ses limites a
gauche, Le théoréme 48 ( orthogonalité des intégrales stochastiques
d'ordres différents ) s'étend sans modification.
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Nous allons maintenant illustrer sur un exemple le calcul d'intégra-
les multiples comme intégrales itérées. L'exemple n'étant pleinement
significatif qu'd partir de la dimension 4, les notations seront un
peu lourdes. C, désignera 1'ensemble {(t1,t2) : O<t1<t2}, 62 1'ensem—~
ble {(t3,t4) : 0<t3<t4! . I1 faut remarquer que 1l'ordre des intégrations
joue ici un réle : nous intégrons d'abord par rapport 3 (t1,t2) ( les
plus petites variables ) , (t3,t4) étant fixées. Est ce qu'on pourrait
donner un sens a l'intégrale de maniére a fixer (t2,t4) et intégrer en
(t1,t3), par exemple ? J'avoue ne pas avoir regardé.

THEOREME, Soit f(t1,t2,t3,t4,w) une fonction prévisible sur C4x0 , telle
que

2
B[/ £ (u1,u2,u3,u4,.)du1du2du3du4] < .

a) Pour tout (t3,t4), la fonction f(.,.,t3,t4,.) est prévisible sur
CZXQ. L'ensemble N des (t3,t4) tels que

B[ J fz(u1,u2,t3,t4,.)du1du2 ] <o
est borélien dans 52 , et négligeable pour la mesure dt3dt4 .

b) Il existe des fonctions g(t3,t4,w) ’ f(t3,t4,w), respectivement
mesurable sur szﬂ , prévisible sur 52xﬂ, telles que pour presque tout
(t3vt4)¢N on ait

(49.1)  alt5,ty,0) =/ £(uy,up,t5,8,0)aH, (0)a4, (0) p.s.
2

(49.2) ?(t3.t4,.)=E[g(t3,t4,.)|§t3_] = é " )f(u1,u2,t3,t4,.)dMu
21'37

¢) On a alors E[é2 f(t3,t4,.)dt3dt4] <o, et

dMﬁ

1
eSe

aM, = [ TaM daM .

(49.3) [ faM_ aM_aM
c, % U2 Uz Yy C, 3 Yy

4 3
DEMONSTRATION, La premiére assertion de a) se démontre par classes
monotones & partir des fonctions prévisibles élémentaires, et la secon-
de résulte aussitdt du théoréme de Fubini.

Pour établir b), traitons le cas ou f est une fonction prévisible
élémentaire : f s'éerit IA(t1,t2).IK(t3,t4)IB(w) , ol A=]a,,b, Ix]a,,b,],
X = ]a3,b3]x]a4,b4] , avec a1§b1§az...§b4 et BeF, . Nous avons alors

/ faM_dM_ dM_ dM = L (M_-M_),..(M_ -M_ )
C4 u, T u, u3 u4 B Mb1 a, Mb4 a4
g(t3’t49m) =[(Mb1-M8.1 ) (sz_gaz)IB]IK(tS’tﬂ
Notons U le crochet : nous avons E[U|E,]=U pour tza5 , done E[U|gt_]=U
( version continue & gauche de la martingale ) pour t>a3 , donc
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f(tB,t4,w)= E[Ulgt_]lx(tB,t4)lt‘t = UII(t3,t4) =g(t3,t4,w)
3
car Iz(t3,t4)#0 = t3>a3 . Comme U est gaS—mesurable, cette fonction

est prévisible élémentaire sur 52. Enfin, on vérifie aussitdt que
JFaM aM. = UM M )(M_ -M_)
U2 Uz uy Mb3 as Mb4 ay
et cela est égal 4 1'intégrale quadruple calculée plus haut. Le cas
élémentaire est donc vérifié.

Soit ensuite f prévisible ; supposons qu'il existe des f, prévisi-
bles, des gn’?n associés aux f et satisfaisant & (49.1), (49.2) et
(49.3), et que £, converge vers f dans L2(Pn,ﬁh). Quitte & extraire
une sous-suite, nous pouvons supposer que

(49.4) z (E[é (fn—fn+1)2du1du2du3du4 ])1/2 < +o

4
Posons alors

g(t3,t4,m) = lim gn(t3,t4,m) si cette limite existe, O sinonm,
-f(tB’t4'“’) =lin51Tn(t3,t4,w) RN NN NN RN

et montrons que ces fonctions satisfont & (49.1), (49.2) et (49.3).
I1 est clair d'abord qu'elles possédent les propriétés de mesurabilité
requises. Ensuite, soit N' la réunion de N et de 1l'ensemble des (t ,t4)
2 1
tels que En(E[é (fn(u1,uz,t3,t4,.)-fn+1(u1,u2,t3,t4,.)) du1du2]) /22 o ;
2

N' est négligeable d'aprés (49.4) et le théoréme de Fubini, et pour
(t3,t4)¢N' on a

zn "gn(t39t49-)"gn+1 (t3’t4'.)"L2(O) < + ®
et le méme résultat avec fn au lieu de g pour presque tout (t3,t4),
car on a pour presque tout (t3,t4)

fn(t3,t4,.) = E[gn(tB't4”)'£t3—J pour tout n

et l'espérance conditionnelle diminue la norme L2. Alors, pour presque
tout (t3,t4), gn(t3,t4,.) et §£(t3’t4") cgnvergent vers g(t3,t4,.) et
f(t3,t4,.) respectivement, p.s. et dans L , et (49.1), (49.2) et
(49.3) passent alors a la limite sans aucune peine.

Par un argument de convergence & partir des fonctions prévisibles
élémentaires, on établit alors aisément qu'il existe pour toute f pré-
visible, des fonctions g,T satisfaisant a 49.1,2,3.

Mais en fait 1'énoncé, sous une forme un peu cachée, dit un peu plus
que cela : il dit ( c) : on a alors ) que (49.3) est satisfaite dés que
(49.1) et (49.2) le sont pour presque tout (t3,t4). A cet effet, consi=-
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dérons un second couple (g',f') satisfaisant & (49.1) et (49.2). On a
alors pour presque tout (t3,t ) g(t3 t4,.) g'(t3,t 4,.) p.s., donc
f(t3,t4,.)—f (t3,t4,.) p.s.. On a alors E[/(T-T')2 du3du4] =0 , donc

E[(/(f-f')dMu aM, ) ]=0, et finalement la relation (49.3) établie pour
c 3 Yy
2

T est également vraie pour T'.

REMARQUE, D'habitude, on construit la fonction prévisible T de la

maniére suivante : on construit d'abord une version g(t3,t4,w) de

/fdM dM , mesurable en (t ,t4,w) Puis une version cadlig de la
martiﬂgale g(t, t3,t4,.)-—E[g(t3 t4,.)|F ], mesurable en (%, t3,t4,w)
Puis le processus g_(t, t3, t4,.) = g(t-, 3,t4,.), et enfin on prend
?(tB,t4,w) = g_ (t3,t3,t4,m) Nous n'insisterons pas 13 dessus.,

EXEMPLE, Il résulte aussitdét de la formule de récurrence (40.1) que
les "puissances symboliques" P! sont des intégrales multiples
(50.1) Py = é ) dMu1...dMun

n
Dans le cas ou (Mt) est le mouvement brownien, on peut montrer ( c'est
un résultaet ancien, dd & WIENER ) que les espaces orthogonaux d'inté-
grales stochastiques de fonctions certaines

2
H = | é f(u1,...,un)dMu1...dMun » TeL°(C,p ) }

n

engendrent tout LZ(O). Une démonstration1de ce fait ( un peu sommaire)
figure dans le séminaire V, p,280-281 : elle repose sur la formule
(50.,1), et la formule (42,3) suivant laquelle t=tn/2H,n(Mt/.,/?), de
gorte qu'on sait exprimer tout polyndme en Mt comme combinaison liné-
aire d'intégrales stochastiques multiples. Nous renvoyons le lecteur
au séminaire V (IN volume 191 ) pour plus de détails.

1. La définition des i.s. dans cet exposé n'est pas correcte (p.279,
ligne 7 du bas, le processus considéré n'est pas continu ).

CORRECTION A LA PAGE 83, Le complémentaire d'un ensemble prévisible
élémentaire n'est pas une réunion finie d'ensembles prévisibles élémen-
taires disjoints, mais une réunion dénombrable de tels ensembles, et les
conséquences sont les mémes,
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UN COURS SUR LES INTEGRALES STOCHASTIQUES
( P.A, Meyer )
CHAPITRE V , LES ESPACES 21 ET EEQ

Nous revenons ici & la théorie de l'intégrale stochastique par
rapport aux martingales locales, abordée au chapitre IV, mais avec un
esprit trés différent. Nous n'avions défini alors que 1'intégrale sto-
chastique de processus prévisibles localement bornés ( mais, en revan-
che, nous intégrions par rapport & une semimartingale quelconque ). Ici,
nous allons considérer une martingale locale M, et dire exactement pour
quels processus prévisibles H - non localement bornés - on peut définir
de maniére raisonnable 1'intégrale stochastique HeM, Nous allons aussi
définir un espace de martingales uniformément intégrables qui contient &
la fois 1'espace M des martingales de carré intégrable, 1'espace W des
martingales 3 variation intégrable, et qui est admirablement adapté &
la théorie de 1l'intégrale stochastique des processus prévisibles, et
méme optionnels. Cet espace est 1l'espace 21, son dual est l'espace ggg
( les lettres signifient "bounded mean oscillation®, mais cette termino-
logie est empruntée & 1l'analyse, et ne suggére rien en théorie des mar-
tingales, aussi parle t'on des espaces " achun" et " béhémeau" sans s’
arréter au sens des initiales ). L'inégalité qui permet de les mettre
en dualité est une forme de 1'inégalité de KUNITA-WATANABE (II,21), mais
plus profonde que celle-ci, que 1l'on appelle 1l'inégalité de FEFFERMAN,
On peut méme dire que c'est la plus impartente de taute lathéorie, si 1'on
considére son caractére élémentaire, et le fait que GARSIA e su en dé-
duire les inégalités difficiles de BURKHOLDER, DAVIS, GUNDY, etc.

De 1l'histoire de cette théorie, je ne dirai que ce gque je sais :

! et BMO ont été inventés pour les besoins de 1l'analyse : le H de 21

H
;ignifie sans doute HARDY , le cas de la dimension 1(a été étudié par
HARDY, LITTLEWOOD..., le cas général surtout par STEIN ; BMO semble
avoir été introduit par JOHN et NIREMBERG ( en dimension 1 ), la dualité
entre 21 et BMO découverte par FEFFERMAN, 1'étude approfondie de la
dualité & plagzeurs dimensions étant due & FEFFERMAN et STEIN, Quant &
1'analogie avec les martingales, elle s'est développée au long d'une
série d'articles, souvent non publiés, circulant entre BURKHOLDER, GAR-
SIA, GUNDY, HERZ, STEIN... dont je ne connais qu'une petite partie.

(*) En analyse, 21, BMO sont des espaces de fonctions mesurables sur
B® , ou sur la sphére.
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I. L'INEGALITE DE FEFFERMAN

L'ESPACE 2&2

Soit M une martingale de carré intégrable. Nous rappelons la formule
II.(19.2), qui donne le potentiel gauche du processus croissant [M,M].
Pour tout temps d'arrét T

(1.1) BL(M,M] ) |Ep =000, = BOMZ | B ]-M2eam2

T
DEFINITION, Soit M une martingale locale. On dit que M a _ppartlent BMO
8i M est de carré intégrable, et s'il existe une constante ¢ telle que
l'on ait, pour tout temps d'arrét T

(1.2) E[(MOO—MT_)2I£T] < ¢® p.s.

La plus petite constante possédant cette propriété est appelée la norme
BMO de M , et notée “M"BMO . S'il n'existe pas de telle constante, ou si
M n'est pas de carré int&grable, on convient que “MthO = 400,

= Bl My )2 |Ey]

REMARQUES. a) c® majore E[M |Eo] ( rappelons la convention M,_=0), donc
Ml = "M'EMO o En partlculier IM"BMO“O => M=0

La possiblllte de remplacer T par T, , AeFy (N7, p.8) montre que
(1.2) équivaut &

(2.1) E[(MOO—MT_)z] < czP{T<no} pour tout temps d'arrét T
donc
M_ _Mq_)2
E T—
2.2 M = sup. EL(Coo-MP-)7]
( ) " "EMO pT P*T<CO!

ce qui montre_;;e lllgpo st une semi-norme, puisque c'est un sup de
semi-normes quadratigues. Nous verrons plus tard que BMO est complet.

Noter l'interprétation de (2.1) : sur Q'={T<oo | con51derons les
tribus induites Ft s la loi induite renormalisée P! "PTBTTP'Q' , et la
martingale M{=M, . -M;_ IQ' . Alors (2.1) signifie que la norme de M'
dans 12 est bornée par c, quel que soit le temps d'arrét T. Etant donnée
la fréquence de telles opérations de translation en théorie des martin-
gales, on voit le caractére parfaitement naturel de la norme BMO.

b) Compte tenu du théoréme de section (N11, p.9) des ensembles op-
tionnels, on voit que (1,2) exprime en fait que le processus E[[M,M] Et
-[M, M] _ELM |£ ]—M2+AM€ , Projection optionnelle du processus
(M t ) , est majoré par ¢~ aux ensembles évanescents prés.

c) M appartient & BMO si et seulement si les sauts de M ( y compris
le saut MO en O ) sont uniformément bornés , et si le processus

(203) E[LM,M](D ;gt] - [MyM]t = E[<M9M>w Igt] - <MDM>t

2 2
= 2(M2 |E, ] - M2

qui est continu & droite, est uniformément borné. Par exemple, le

mouvement brownien arrété & N fini appartient & BMO , puisqu'il est
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continu, et que le crochet <,> associé est égal a NAt.
d) 8i H est une variable aléatoire 1ntégrable, on dit assez souvent

que H appartient & BMO ( ou, dans le langage orall" est BMO " ) 8i la
martingale thE[H|£t] appartient & BMO , et on définit “HIEMO comme la
norme de cette martingale, Cet usage est illustré dans 1'énoncé 4 .

EXEMPLES DE MARTINGALES APPARTENANT A BMO

Le premier exemple est évident . (2)
THEOREME, Si (M, ) est une martingale bornée, on a [M|gy, <:J3“M “
DEMONSTRATION, Si ¢ majore M_ on a ===

B[M2 |F,] - M2 + a2 < o2+ (2¢)? = 5c2

® '=t t t = °

On en déduit aussitdt des exemples de martingales qui appartiennent
a BMO sans étre borndes : soit H un processus prévisible majoré par 1
en module, et soit N=HeM ; alors [N,N]a)—[N,N]T_ < [M,M]a)—[M,M]T_ , et

on a aussi "N"BMO < /5.

Le second exemple est particuliérement important . C'est sous cette
forme que l'on rencontre le plus souvent BMO .
THEOREME, a) Soit (At) un processus croissant ( adapté ) dont le po-
tentiel gauche est majoré par une constante c. Alors "AG)"BMO <af3.

b) Soit (At) un processus croissant prévisible, nul en O, dont le
potentiel (Xt) est majoré par une constante c. Alors "Aho"BMO < 2/3.

DEMONSTRATION, Le cas prévisible se raméne au cas adapté : soit (Yt)le
potentiel gauche du processus croissant prévisible (At) : (Yt) est pro-
jection bien-mesurable de (AOO-At_), (Xt) projection bien-mesurable de
(Aq)-At), donc Y =X, +8A . Le saut 8Ap en T prévisible est égal a
-E[AXT|£T] (I.17), donc AAp<c ( comme X et Xp_ sont tous deux compris
entre O et ¢, leur différence est au plus ¢ ), et comme (At) est pré-
visible on a identiquement AAtéc , donc Yt§2c, et b).

Prouvons donc a). Soit Mt la martingale E[Aa)'zt] X, +A Nous

t -
avons M_ -Myp_ = (Aa)— T_)-XT_ pour tout temps d'arrét T, et aussi

2 2 2
B[ (M, -Mp )| Ep] = EL(Ag, ~An )| EqI+Xy_-2Xp ELA  -Ap_|Ep)
2
BL(hgy~bp ) 2| Ep) + Ko g BL 1+ o7
D'autre part, on a pour toute fonction croissante a(t) ( a(0-)=0)

a(0)? = / [[<a(oo>-a(s)>+<a<oo)-a(s—))]da(s)

A

[0,0
< 2f (a(mo)a(s=))da(s) ( cf. IV.24 ).
[0, [
1. On ne dit pas qu'une variable aléatoire est“béhemelle.
2. EL(M@—MT_) IF % < (2¢)*, on peut donc prendre 2 au lieu de J5
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(A -A 2 <2 (Ay -A__)dA_

I- [T,

Nous prenons une espérance, en remarquant que la projection optionnel -
le du processus (AOO-AS_) est (Xs), et que la mesure dAs commute &
la projection optiomnelle (I.3). Ainsi
E[(a - 0% < 2E[{T’OO [XsdAs ] 5 2¢B[A -Ap_] = 2cE[Xg]
262P {T<co }

A

Remplagant T par T, (N7, p.8) ol B parcourt Fp » 11 vient que
BL(A_ ~Ap_)?|Eq] < 2¢? , 1'inégalité désirée.

o}

REMARQUES. a) Le théoréme 4 s'étend aux processus croissants présentant
un saut & 1'infini. La méthode consiste 3 utiliser une bijection crois-

t
t>1, a définir les B! de maniére analogue, et a appliquer le th.4,

sante ¢ de [0,1] sur [0,00] , & poser A! = A¢(t) pour tg1, Af=A  pour

b) En réalité , on a pour le cas prévisible la méme constante ’
sans nécessité de doublement : il suffit de suivre la méme méthode que
pour le cas optionnel, en remarquant que la projection prévisible du
processus (Aaa'As-) est alors le processus(XS_). Pour plus de détails,
voir la démonstration du th, IV,8,

c) En se reportant i la démonstration du théoréme IV.8, on verra la
propriété suivante : si M est une martingale locale nulle en O, si T
est un temps d'arrét qui réduit fortement M, alors MT peut s'écrire
U+V, o V est 4 variation intégrable, et U appartienmt & BMO .

Le troisiéme exemple ( emprunté & GARSIA, et qui servira plus loin
dans la démonstration de 1'inégalité de DAVIS) montre comment on peut
construire des martingales de BMO au moyen d'intégrales stochastiques.
Noter qu'il contient le premier exemple (B=1),

THEOREME, Soient H une martingale locale, B un processus croissant

( adapté ; on ne suppose pas B, =0). Si le processus QHth) est borné

par 1 , la martingale locale L=B_-H appartient & BMO, avec |L|jzyqsv®

DEMONSTRATION, Quitte & arréter H 4 un temps d'arrét S qui réduit & 1la
fols les martingales locales H et M=H2-[H,H], nous supposerons qu'elles
sont toutes deux uniformément intégrables. Aprés quoi, il restera a
faire tendre S vers 1'infini, passage a4 la limite simple que nous lais-
serons au lecteur.

Nous allons montrer, d'une part que les sauts AL, sont uniformément
bornés, et d'autre part que le potentiel E[[L,L]GD-EL,L]tizt] est borné,
et nous appliquerons alors la remarque 2 c).
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Tout d'abord les sauts : nous avons [AL | = By _(H-H, )| < |B, H, |+
lBt~Htl < lBt—Ht—|+|Bthl 2.
Passons au potentiel. Nous avons [L,L]

(L,1], -[L,1], = {ng_d[H,H]S = {w([ﬂ,n]w-[H,H]s)ng +

1

BEo[H,H] , donc

+ ([n,H) -[8,8],)B2
Noter que [H,H]CO est finie, car la martingale Ht ~-[4,H] -Mt est uni-
formément intégrable ; on a aus31 (H, H] -[H, H] 2 H2 -(M_-M ),
donc E[[H, H] ~-l4, H]TIF ] = E[ﬂ |F ]—ﬁ pour tout temps d'arret T
- ceci n! est pas absolument ev1dent, car H n'est pas supposée de carré
intégrable | Alors, comme ng commute & la projection optionnelle

E[{oo([H,H] -[#,H]_)dB2 |8, ]gE[mez aB2|F,] < B(HZ B2 |E,] <f

B((H,H] -[H,8], )B |F ] =B (E[ﬁ |gt]-H§) gE[HgoBgolgt] <t

Cela achéve la démonstration (22+1+1=6). GARSIA dans le cas discret
indique 5 au lieu de 6, mais j'ai perdu mon exemplaire de son livre et
je ne sais pas comment il fait, De toute fagon, ce n'est pas grave |

REMARQUE, On utilise plus souvent le corollaire suivant : soit U un
processus prévisible, tel qu'il existe un processus croissant (Bt) tel

que |U|<B_ et |HE|<! . Alors 1'intégrale stochastique U<H appartient &
BMO, etec. Voir la remarque suivant 1'exemple du n°3.

Nous reviendrons plus loin sur les propriétés de BMO - en particu-
lier, nous montrerons que les éléments de BMO sont bornés, non seule-
ment dans LZ, mais dans tous les L® (n°V,27).

L'ESPACE H'

DEFINITION. Soit M une martingale locale. On pose [M|y! = EVIMM] 1,
et on dit que M appartient a H1 si (M| gl <@

REMARQUES, a) "MNH1 est une seminorme : 1l'homogénéité est évidente,
et la sous-additiVité se raméne & [M+N, M+N]1/2 (M, M]1/2+[N N]1/2, soit
encore a [M, N]< [M, M]1/2[N N]1/2 ( inégalités KW ). La relation HM“H
=0 entraine que M n'a pas de sauts ( y compris le saut M, en 0), elle
est donc continue, donc localement de carré intégrable, et on vérifie
alors aussitdét que M=O,

Nous verrons plus loin que M appartient & H1 si et seulement si
M= supth | appartient & L1, et que la norme H1 est équivalente &
HM H 1 3 il en résultera aussitdt que §1 est complet.

b) Nous avons E[JIMTM]G)] g(EL[M,M]G)])1/2 , donc EC§1, avec une

norme plus forte. De méme, si M est une martingale locale & VI, nous
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avons [M,M] =z, a2 < (Z_|AN_|)?, aonc M| , =il . et W' avec

une norme plus forte. i

L'INEGALITE DE FEFFERMAN1
Sous sa forme usuelle, c'est le résultat suivant : soient M et N
deux martingales locales. Alors

(9.1) B[ {O 00[IdD'I.I\T]s,I] s c Mgt INligyo
, = ===
ol ¢ est une constante dont la valeur importe peu (c=yZ convient). Cette

inégalité ressemble aux inégalités de KUNITA-WATANABE du chapitre II,
n°22, mais elle n'existe que sous forme intégrale, alors que les inéga-
lités KW s'obtenaient en appliquant 1'inégalité de HOLDER aux inégalités
du n°21, vraies pour presque toute trajectoire.

Nous allons montrer en fait une inégalité plus générale, dont nous
aurons besoin par la suite. (9.1) correspond au cas ou U=1 ,
THEOREME, Soient M et N deux martingales locales, U un processus op-

tionnel. Alors

(9.2) L] 1T l1aDN ) < cE[({O,OO[UidEM.MJS>‘/21uNn§§g (ceal?)

t
DEMONSTRATION, Posons Ct=/ Ugd[M,M]s , et introduisons les deux pro-
0

cessus optionnels positifs H et K définis par
2 2 B
H = UGN, WO, KT
Nous avons les propriétés
- H,fd[M,M]t = dCt/J5;+JCt_ = dvﬁ; ( intégration par parties )

- HiKE > %Ug presque partout pour la mesure d[M,M]t , donc aussi
pour la mesure IdLM,N]tI, absolument continue par rap-

port 3 d[M,M]t .
Appliquons 1'inégalité de KUNLTA-WATANABE :
1
72BN UGl [alM, N | 1< BI/E K [aDM,N] 1] < VE] JE,

[Hgd[M,M]S] , E2=E[{O [Kgd[N,N]S ]

ol E, = B[/
[09 »y ©

[0 0]

Calculons d'abord E, : comme Hid[M,M]s = dJ@? , c'est E[JCOO—JCO_ ] et

B, = E[(/ Uid[M,M}s )’/2] par définition de C,
[0,00[

Pour calculer E2 , intégrons par parties : (Ks) est un processus crois-
sant, donc

K24[N, = N,N]_ -[N,N]_ )dK®
T A e A L

Intégrons : la mesure dKi commute avec la projection optionnelle, et
la projection optionnelle du processus ([N’N]aa_[N’N]s—) est majorée
1. Premiére extension au cas continu : GETOOR-SHARPE [25].




10

1"

338 93

par "N|bMO par définition de BMO (2,b)). Donc

2 s
E < ||N||BMO .E[/ dK 1= ||N||BMO Bl = ||N||§M9.E1 . Ainsi

./'E"{,,/E_'z < E1“N“BMO , et ¢ est tout Juste (9.2).

APPLICATION A LA DUALITE ENTRE 21 ET EEQ

Nous allons déduire de l'inégalité—de FEFFERMAN trois types de consé-
quences :

- le " théoréme de FEFFERMAN" sur la dualité entre 51 et ggg ( pour

les martingales, démontré indépendamment par HERZ, GARSIA, FEFFE%%ﬁgﬁ )
- La possibilité de définir les intégrales stochastiques par rapport-

aux martingales locales, pour des processus prévisibles ou optionnels
non localement bornés ( § II de ce chapitre ).

- D'aprés GARSIA, les principales inégalités de la théorie des
martingales ( § III de ce chapitre ).

Nous commengons par la partie facile du théoréme de dualité. Si

M appartient a §1, N 3 BMO , la variable aléatoire /[ |d[M,N]S| est
intégrable, donc p.s. finie, donc [ alm,N] existl ot ost intégra-
ble. Nous pouvons donc définir suro,a) §1x§§g la forme bilinéaire
(10.1) c(mM,N) = E[/ a[M, N] ] = BLLM,NT ]

(0, [

Lorsque M est de carré intégrable, cela vaut E[M N J. Lorsque M ap-
partient 3 H1 M est uniformément intégrable ( nous verrons cela plus
loin ), mais on n'a pas nécessairement E[[M, N]OD]-ELMGON' 1, le pro-
duit au second membre pouvant n'étre pas intégrable.

L'inégalité de FEFFERMAN affirme que la forme linéaire C(.,N) est
continue pour la topologie de §1 . Si1l'on a C(,,N)=0, comme BMOCMCH
on a C(N,N)=0, donc N=0O, Ainsi, BMO se plonge dans le dual de g . Et
nous avons la partie plus délicate :

THEOREME, Toute forme linéaire continue ¢ sur H1 est de la forme C(.,N),
ou N appartient i BMO .
DEMONSTRATION, Nous supposerons que ||¢||—1 . Comme §C§1 avec une norme

plus grande, ¢ induit sur M une forme linéaire de norme <1, et il exis-
te donc une martingale de carré intégrable N telle que

(11.1) pour MeM , o(M) = E[Ma>Na)]

Nous allons montrer que N appartient a BMO . Bornons d'abord les sauts
de N . Soit T un temps d'arrét, soit prévisible, goit totalement inac-
cessible, et soit U une variable aléatoire bornée , ET-mesurable, telle
que IN1E1 <1 . Soit M la martingale compensée du processus UIitZT} .

1, Nous supposons T partout > O , laissant au lecteur 1'étude en O.
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M est & VI , avec "M" 2HU" 1 < 2, donc (8,b)) "M|h1 <2 . D'autre
part, comme U est bornee, M est de carré intégrable ~(II 9), donc

(M)“E[Moomﬁo]’ et toujours d'aprés 11,9 cela vaut ELAMTANT] . Ainsi
dans le cas totalement inaccessible 8Mp = U , et

|E[UANT]| = |e(M)| <2, et en passant au sup sur U ”ANT”La> 2,

<
Dans le cas prévisible, AMT=U-E[U|F ], mais &N, est orthogonale 3
Fn_ » et on a encore E[aM Iy T]_E[UAN ] , avec la méme conclusion.

Nous montrons ensuite que E[[N,N]a)—[N,N]TlgT] < 1 pour tout temps
d'arrét T. Posons Z =[N,N]OD-LN,N]T ; comme d'habitude, il suffit de
montrer que E[Z] < P{T<w } pour tout T, et d'appliquer ce résultat aux

(AeF )o Or soit M la martingale N-NT ; comme NT est 1l'intégrale
stochasthue I[[O 7Y ¢ N , M est 1'intégrale stochastique DeN, ou D
_1]]1,’00LL . Donc [M,N]=D-|N,N] , tandis que LI, M]..D o[N,N] , et

comme D?=D on a (m,u] ) =[M,N] =2 , et |[Mlly1 =BLVZ]. Or 2 est nulle

sur {T=o00}, donc ELJZ]E (E[Z])1/2(P{T<a>§)172 .
Nous avons alors d'une part
ElM N1 = BLIM,N] ] = E[2]
et d'autre part
B0, N 1= 1900 5 IMly1 = BIVZD s EL2]'/2 (2(raco §)'/2

d'ol finalement 1'inégalité ELZ] < P{T<0 } , le résultat cherché. En
mettant tout ensemble, il vient que
(11.2) lell s 1 = INlgyg

V5

<
a fait finie : les formes linédaires

La démonstration n'est pas tout
9 et C(.,N) coincident sur M , mais coincident elles sur 51 ? Cela
résulte aussitdot du lemme suivant
THEOREME, M est dense dans H' .
DEMONSTRATION, Soit M une martlngale locale qui appartient a H , et
soit T une suite de temps d'arrét réduisant fortement M, qui tend

en cr01ssant vers +w . On vérifie aussitdét sur la définition de H1 que
les martingales arrétdes MTn convergent vers M dans H1 D'autre part,
MT ( omettons 1'indice n ! ) s'écrit U+V, ol U appartient 4 M , et V
est la compensée de MTI{tzTi H MT est intégrable, approchons la dani L1
par des variables aléatoires FT-mesurables bornées m o, et notons V

la compensée de mkl{tzT] ; la martingale vk appartient 4 M (V,4 ) et
converge vers V en norme | ||, plus forte que la norme 21. En défini-
tive, M est bien approchée dans H par des éléments de M.

COROLLAIRE, Les martingales bornees sont denses dans H1

En effet, elles sont denses dans M , pour une norme plus forte que
celle de 21.
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COROLLAIRE, Toute martingale locale Meg1 est uniformément intégrable, et

on a "Moo"L1 < eMll;1 ( on verra bien mieux plus loin ).
DEMONSTRATION, Supposons d'abord MeM , et soit N une martingale bornée.
L'inégalité de FEFFERMAN nous donne, compte tenu du fait que E[[M,N]oo]
=E[MG)NG)] et du n°3 ( la constante ¢ varie de place en place )

00,0 1 < ey W lgyo < el (I, | g,

A

Donc ||Mm||L1 < cHMﬂH1 » et le complété de M pour la norme 51 - c'est &
dire 21 lui-méme - est contenu dans le complété de M pour la norme

M'*’“MqJ|L1 s c'est 4 dire l'espace des martingales uniformément inté-
grables ( remarquer que la relation Mt=E[M00|£t] passe bien a la limite

dans cette complétion ! ).

II., INTEGRALES STOCHASTIQUES DANS H1

Ce paragraphe ne se suffit pas entiérement & lui méme : nous allons
admettre, en effet, que §1 est complet , ce qui résultera plus loin
de 1'inégalité de DAVIS ( c'est & dire, indirectement, de 1'inégalité
de FEFFERMAN ), L'inégalité (9.2) interviendra aussi, directement, dans
la construction de 1'intégrale stochastique pour les processus option-
nels,

Posons d'abord le probléme. Etant donnés un processus prévisible
H, une martingale locale M, nous désirons définir une intégrale stochas-
tique HeM possédant des propriétés raisonnables., Nous exigerons d'abord
que HeM soit une martingale locale , que (H~M)0 =HOM0 - ce qui nous
raméne au cas ou MO=O . Ensuite, nous exigeons que
(15.1) [HeM,HeM] = B2 [M,M]
et cela impose tout de suite une limitation au processus prévisible H,
En effet, soit T un temps d'arrét réduisant fortement la martingale
locale I=HeM -~ nulle en O puisque MO=O. LT stécrit U4V, Ueﬂo < §1 R
Vel © 21 , donc LTeIi1 , et B[VIT,T];] <oo . Autrement dit

On ne peut se poser raisonnablement le probléme de la construction

de 1'intégrale stochastique HeM , dans la classe des martingales locales,
que pour des processus H tels que le processus croissant (étsz[M’M]S)1

soit localement intégrable.

Sous cette condition, on peut effectivement construire une intégrale
stochastique parfaitement satisfaisante. Nous supposons que MO=O dans 1°'
énoncé suivant, laissant au lecteur le soin d'ajouter le terme H M,
a4 1'intégrale stochastique si cette condition n'est pas satisfaite.
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THEOREME, Soit M une martingale locale nulle en 0, et soit H un pro-
cessus prévisible tel que le processus croissant

(16.1) (/*wlafm,m1 )"/2

soit localement intégrable. Alors

a) Pour toute martingale locale N, le processus croissant / IH lal™, N] |
est 8 valeurs finies pour t<o .

b) Il existe une martingale locale L=H.M telle que 1l'on ait, pour toute
martingale locale N

(16,2) {L,N] = H-[M,N]

et cette relation, écrite seulement pour les martingales bornées N,
caractérise uniguement L,

c) Les processus AL et HtAMt sont indistinguables, et on a (H-M)°=H-M€

DEMONSTRATION, Nous commengons par l'unicité, que nous déduirons du
lemme suivant, qui reservira.
LEMME., Soit J une martingale locale nulle en O , Si [J,N] est une mar-
tingale locale pour toute martingalé bornée N, on a J=0,

En effet, si T réduit cette martingale locale on a EL[J,N]T]z
E[LJ,N]O]=O. On applique alors le théoréme IV,19, b).

Pour en déduire l'unicité, on considére deux martingales locales
L et T satisfaisant & (16.2), et on pose J=L-L ; alors [J,N]=0 pour
toute martingale bornée N, et on applique le lemme.

Pour établir 1l'existence, nous allons supposer d'abord gue
(/°°H2d[M,M] )1/2 est intégrable. Soit(Hg) le processus obtenu en

tronquant (H ) &n ; comme H"™ est borné, nous pouvons définir la
n 1
martingale locale H.M = L, . On remarque que H .MeH et que
| Eew - HSe | = BLO/ (RS Za D, m] ) /2]
H

qui tend vers O lorsque n et k tendent vers 1l'infini, par convergence
dominée. Les HP.M forment donc une suite de Cauchy dans 4 . Comme
nous avons admis que H est complet, nous pouvons affirmer que .M

= L, converge dans H vers une martingale locale L.

Prouvons que [L L] = H -[M,M], Cela résulte aussitdt du fait que
[(TnyLy] = H «[M,M], du fait que anﬂz, et du lemme suivant :

LEMME, Si L —> L dans 51, Jlﬁn,ﬂn > JTI:ITT dans L' pour tout T.

DEMONSTRATION, Cela résulte de 1l'inégalité triangulaire
IWTT, BT~ VTT, T T5| < ~TT-L_,T-T_T7 < VIT-L ,T-T T

qui se raméne & 1'inégalité de KUNITA-WATANABE,
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Ensuite, vérifions la propriété a) de 1'énoncé, et (16.2). a) résulte
de 1'inégalité de KUNITA-WATANABE

/t|H |1alM,N] | < (/tHZd[M Ml )1/2([w, N, y1/2

et entraine 4 son tour, par convergence dominée, que f H d[M N] tend
vers / H d[M N] pour tout t. Dans la relation (16,2) LL ,N] ..Hn M,N]

ecrite a 1'instant t, il y a donc convergence p.s. du second membre
vers He[M,N], Du cdté gauche, nous avons
(2L, N1, | = ([2-3,-L_1,)"/2(1w,x,)1/2

t 1/2 2
([ g-E Palm, w1 ) 2w

qui tend aussi vers O par convergence dominée,

Vérifions c¢)., Comme Ln converge vers L dans 21 , donc dans l'espace
des martingales uniformément intégrables, 14 entraine que, pour une
suite extraite, Ln converge p.s. uniformément vers L [ nous verrons
plus loin que le sup de Ln—L converge en fait vers O dans 1! ], donc
la relation A(Hn-M)=HnAM passe bien 4 la limite. Il est clair que si M
est continue, HeM est continue. Si M est purement discontinue, il en
est de méme de HPeM , et LnN est une martingale locale pour toute N
continue bornée, Comme Ln est une martingale uniformément intégrable,
donc appartient d la classe (D), et N est bornée, L N appartiemt & la

classe (D), donc L N est une vraie martingale. Ex to&t instant t, elle
eonverge dans L vers IN, qui est donc une martingale, et il en résulte
que L est purement discontinue. D'ol la relation He M°=(H M)c.

I1 nous reste a nous affranchir de 1'hypothése auvxiliaire d'intégra-

bilité, C'est tout simple : nous choisissons des T ~1+oo tels que

E[(/Tn H2d[M,M] )1/2] < o, et nous appliquons le résultat précédent
aux processus HI[[O 7 ]] . D'zprés l'unicité les intégrales stochasti-
ques ainsi construltes se recollent bien... le lecteur regardera les
détails.

INTEGRALES STOCHASTIQUES DE PROCESSUS OPTIONNELS

Nous nous proposons ici, étant donnés une martingale locale M nulle
en O, et un processus optionnel H satlsfalsant & la propriété
(17.1) le processus crcissant (/ H d[M M] )1 2 ost localement
intégrable ,

de définir une intégrale stochastique HeM qui généralise celle du n°
I1I.32. Rappelons que celle-ci était définie pour MeM , et H optionnel




18

19

343 98

tel que E[éaDHgd[M,M]S]<Do, par la propriété
(17.2) E[LH-M,N]CO}=E[_éahsd[M,N]S] pour tout Nell |

Nous adoptons une présentation de M, PRATELLI, en démontrant d'abord
le lemme

. ©
LEMME, Si M appartient 8 M , si EL/ Hid[M,M]s] < ®, on a

0
(18.1) M| , < oBL(/®H%am,u])"/2]
E = 0 S S

DEMONSTRATION, Nous appliquons au second membre de (17.2) 1'inégalité
de FEFFERMAN ( la constante ¢ change de place en place )
2 1/2
|EL/Ba0M,N], ]| BL/ K, | |alM, ]| Is oBL(/H2aM,M] )"/2]. N iy,

Aprés quoi on fait parcourir 4 N la boule unité de BMO < M . D'aprés le
théoréme de dualité, supy E[[H-M,N]a)] = c|H-M|| ,, et le lemme est éta-
. - H
bli, 4
(%)
THEOREME, Soit M une martingale locale nulle en Of)et soit H un pro-
cessus optionnel tel que le processus croissant

(19.1) (/* wZatm, 1)1/

80it localement intégrable. Il existe alors une martingale locale HeM=

L et une seule telle gue, pour toute martingale N bornée ( ou seulement

localement bornée ) le processus

t

(19.2) [L,N]t - éHsd[M,N]s

soit_une martingale locale nulle en O, On a

(19.3) (H'M)T = HoMT pour tout temp7rd'arrét T
< 0 ;2 1/2

(19.4) [HeMlyy = eBLI/T Hoal, M1 ) 7]

DEMONSTRATION, Nous commengons par une remarque sur l'énoncé : on peut
y remplacer les martingales bornées N par les martingales de ggg, mais
le gain de généralité n'est qu'apparent : en effet, toute martingale

de BMO est 4 sauts bornés, donc localement bornée. Cela vaut la peine
d'étre dit d'une autre maniére : les martingales localement bornédes et

localement dans BMO sont les mémes. L'unicité résulte de 16a .,

1) Nous commengons par le cas ou M appartient a 21, et ol H est borné
per une constante h. D'aprés 18, 1l'application M+> HeM définie sur M
satisfait a

(19.5) M|, < cBIn(lM,M]_)1/2] = cnmlly

H
Comme M est dense dans §1, elle se prolonge de maniére unique en une
application continue de §1 dans 51.

(*)Cette condition ne figure dans 1'énoncé que par paresse.
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Soit MeH1, et soit (M ) une suite d'éléments de M qui converge vers
M dans H1 . Posons L%=H.M", Nous avons si N est bornde

léa)Hsd[M,N]s - éa)HdeMn,N]s| < éOﬁHS||d[M-Mn,N]S|

dont 1'espérance est majorée par

2
(19.6) cEL(/HSdLM—Mn,M-Mn']S)1/ 21"“"_1_;»_4____0 < chIlM-M“IIH1 I¥ligwg

qui tend vers O lorsque n=>o . D'autre part
n n
SLLE-I70], 1] 5 et INllyg

qui tend aussi vers O, Ainsi, dans la relation (17.2)
B[[1", Nl 1= ELf“’H a[M®, Nl ]

nous avons convergence L des deux cdtés, et nous obtenons
B[[L,N] ] = ELé Hd[M,N] ]

Comme au chapitre II , en remplacant N par NT , nous voyons que

[L,N]t - é Hsd[M,N]S est une martingale uniformément intégrable, nulle
en O, Et la démonstration du lemme 18 nous donne (19.4). Quant &
(19.3), cela résulte de la méme propriété dans M , par passage 3 la li-
mite,

2) Maintenant, nous passons au cas ou M appartient a H1, et H est un

)1/2 soit intégrable. Nous

processus optionnel tel gue (fa)H a[M, M]
0]

désignons par H® 1e processus optionnel borné obtenu en tronquant H a
n, et par 1™ 1'intégrale stochastique H'M , D'aprds (19.4), les L"
forment une suite de Cauchy dans §1, qui converge donc vers une martin-
gale HeM=L, Nous avons comme ci-dessus que

ELl[L—Ln,N]a)|] —0 ( N bornée )
et d'autre part

B[ | /B A[M,N] - JEgaM,N] |7 < EL/|HS-H2||dLM,N]s|]

tend vers O par convergence dominée. D'ol & nouveau par passage a la
limite EL[L,N] ] = E[IH amm, Nl ], d'ot (19.2) - la martingale étant
en fait unlformément 1ntegrable - et 4 nouveau 1l'inégalité (19.4) comme
dans la démonstration de 18, par 1'inégalité de FEFFERMAN, (19.3) est

évidente.

3) Finalement, si M est une martingale locale, si H satisfait seulement
3 la condition d'intégrabilité locale, on considére des temps d'arrét

T réduisant fortement M ( donc MTeH1) et tels que E[% H d[M Ml )1/2]<@o.
On sait alors définir He M d'aprés 2), et on vérifie que ces integrales
stochastiques se recollent bien . Nous laissons les détails au lecteur.
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REMARQUE, Nous avons vu dans la démonstration le fait sulvant, ui

o)
mérite peut étre d'étre souligné : si MeH1, si FK] Hgd[M M] )! ]<@0,
et si NeBMO , on a H- MeH1 et

(20,1) B[ LH-M,N] EL/°°H a[m,N]]
la martingale (19.2) étant unlformement intégrable.

De plus, on peut montrer par convergence dans 21, les faits suivants

- 5i M est continue, H¢M est continue. Si M est une somme compensée de
sauts, (20.1) appliquée avec N continue bornée montre que HeM est une
somme compensée de sauts.

- 8i T est un temps totalement inaccessible, A(He M)T “HTAMT .

- 5i T est un temps prévisible, A(He M)T = HTAMT-E[H ol Ep .-

UN EXEMPLE D'INTEGRALE OPTIONNELLE
Nous allons tenir notre promesse du n°II,37 en calculant l'intégrale
stochastique [ M dM_ ., Comme nous savons calculer / M dM s tout

revient & regarder f &M _dM_. Nous montrons, d'aprés M PRATELLI et
C.YOEURP :

THEOREME, 8i ( et seulement si ) la martingale locale M nulle en O est

localement d: carré intégrable, le processus croissant
2 72 _ 4172
(21.1) (é AMSd[M,M]S) = (sét aMg )

est localement intégrable, et l'o; a alors

t
(21.2) {) MM = [M,M], - <M, M

DEMONSTRATION, Nous ne chercherons pas a prouver la parenthése, qui ne
présente pas d'intérét. L'intégrabilité locale de (21.1) résulte de 1!
inégalité (I AM4)1/2 z AM2 . Pour démontrer (21,.,2), nous pouvons
supposer que M est de carré 1ntegrable, et alors AMeM appartient & H
Comme 1'égalité (21.2) est triviale lorsque M est continue, nous pouvons
supposer que c'est une somme compensée de sauts., Les deux membres de
(21.2) sont alors des sommes compensées de sauts, nulles en 0, il suf=-
fit de vérifier qu'elles ont les mémes sauts. On regarde en T prévisi-
ble partout >0, en T totalement inaccessible, d'aprés 20 ci-dessus. Les
détails sont laissés au lecteur.

Nous conclurons ce paragraphe sur la remarque suivante ( qui n'a rien &
voir avec l'intégrale stochastique ) : si M est une martingale locale,
M est localement dans §1 , donc le processus éld[M,N]sl est localement
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intégrable, d'aprés l'inégalité de FEFFERMAN, pour toute martingale lo-
cale N localement bornée ( = localement dans BMO , cf, 19 ). Cela per-
met de définir le crochet oblique <M,N>, compgzgateur de [M,N]. Voir

a4 ce sujet le travail de YOEURP,

III, INEGALITES

Notre but dans ce paragraphe est assez modeste. Nous voulons démon-
trer d'aprés GARSIA ( étendu au cas continu par CHOU ) que 1'inégalité
de FEFFERMAN entraine 1'inégaslité de DAVIS, avec comme corollaire le
fait ( utilisé au paragraphe précédent ) que §1 est complet. Puis éta-
blir les inégalités de BURKHOLDER classiques, afin de pouvoir dire quand
une intégrale stochastique est bornée dans IP - 13 encore, nous suivrons
GARSIA et CHOU, Nous n'essaierons pas d'entrer dans la théorie moderne
des inégalités de martingales, pour laguelle on consultera le livre de
GARSIA, et les articles cités dans la bibliographie.

UN LEMME SUR LES PROCESSUS CROISSANTS

GARSIA donne de ce lemme ([21],[24]) une démonstration sans temps
d'arrét, que 1l'on trouvera en temps continu dans CHOU [26]. Nous préfé-
rons rétablir les temps d'arreét, et ajouter une variante due 4 STROCGCK,
qui parait intéressante ([27D.

THEOREME, Soient (At) un processus croissant { pouvant présenter un

saut 4 1'infini ) et Y une v.a. positive intégrable. On suppose

gcit que
(23.1) E[A |Ep] - Aq_ < B[Y|Eq] p.s. pour tout t.d'a. T,
soit que A est prévisiblenul en O, et que

(23.2) E[A |Ep) - Ay = E[Y|Ep] pes.

On a alors pour tout A>0
(23.3) / (A, -MP

/
{Ag A = A zM

A

YP

A

Soit @ une fonction croissante et continue 4 droite sur R+, et soit
Q(A):&A ¢(t)dt. On a alors

(23.4) EL#(A )] < Ble(ay )Y]

DEMONSTRATION, La forme (23.4) est celle de GARSIA. Elle contient (23.3)
lorsque ¢=I[A,oo[ , 6(t)=(t-A)+. Inversement, (23.3) entraine (23.4) en
intégrant par rapport a4 la mesure de,
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Plagons nous dans le cas (23.1) et désignons par T le t.d'a.
inf{t Atgki : nous avons Ap_ <A , et {Aajzki = {T<co jU{T=00, A=A
( ne pas oublier le saut & 1'infini ! ) appartient & Fp . Done

A _=-A)P A - P YP
ag ) o V] o TheF < L

c'est 4 dire (23.3). Dans le cas (23.2), on peut affirmer que T est
prévisible, soit par la note N9, p.9, soit parce que I[[T,oo[[ =
{(t,0) : At(w)gkl et que A est prévisible, Utilisant une suite qui an-
nonce T, on vérifie que ELAOO- T-IET-] < E[YIET-] , et on a {Aa)zhiegT_.
D'oli la méme chafne d'inégalités que ci-dessus.

Maintenant, nous citons un résultat purement analytique, qui a été
démontré indépendamment par NEVEU [28], et par GARSIA ( voir par exem—
ple la démonstration de GARSIA présentée par CHOU dans le Sém,IX, p.206-
212 , et celle de NEVEU p.205 de [28]).

Nous dirons que la fonction convexe croissante & est & croissance
modérée si #(2t)< cé(t).

THEOREME, Soient U et V deux v.a, positives telles que

(24.1) [ (U-NP < VP
{u=rl = {UxA
On a alors
(24.2) || U ”LP <p|lV ”LP pour 1<p<co
(24.3) E[#(U)] < CE[&(V)]

si # est & croissance modérée, C dépendant uniquement de la constante c

précédant 1'énoncé. Enfin, 51 V est majorée par une constante Yy<1

(24.4) Ble"] <7 1 v

Voici des exemples d'application du lemme de GARSIA,

a) (Bt) est un processus croissant non adapté, (At) sa projection duale
optionnelle (ELBOO—BT_lgT]zE[AOO-AT_IET] 3 on prend Y=B_ . De méme
pour la projection duale prévisible (A prévisible, ELBOO—BTIET] =
LAy =AplEp] ).

L'inégalité (24.3) est aiors due & BURKHOLDER-DAVIS-GUNDY,

b) (Xt) est une surmartingale de la classe (D), positive, et A le pro-
cessus croissant prévisible qui 1l'engendre ; on prend Y=X*= sutht .

¢) Nous déduirons plus loin de ce lemme 1'inégalité de DAVIS pour les
martingales, et les inégalités de BURKHOLDER,
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UNE VARIANTE DU LEMME 23
Cette variante est due & STROOCK [27], et je la trouve jolie.

THEOREME, Soit (Xt) un _processus adapté & trajectoires cadlag, et

t§+oo
goit Y une v.a. positive intégrable. Supposons que 1l'on ait ( avec la
convention XO_=O )

(26.1) EIX - Xp_||Ep] < E[Y|Ep] p.s. pour tout t.d'a. T.
Soit X* = sup, |Xt| . On a alorg pour tout A>0
(26.2) APIX* >an) <2/ YP

- XA

DEMONSTRATION, Soient S=inf{t : |th§” , T=infit : |xt|22>\ fe On a
!KS_|§A et

P{X >2A}

]

lxylz2A) 5 PHIXglzh 1XpKy |2h |

:
A jllXSI;M s 17

A

Comme {lXS|;A§ appartient & Fq et Fp , nous majorons IXT—XS_I par
lxa)—XS-l + lxa)'le , et nous écrivons
/] |X_ X, |P <[ YP
e
pour l'autre terme, nous avons XT - 1imn X(T+l)— , et nous appliquons
le lemme de Fatou. n
Cette inégalité n'est pas aussi puissante que (23.3), mais elle permet
( par le raisonnement qui conduit & 1'inégalité de DOUB classique ) de
montrer que “X*"p < c“YlE pour 1<p<oo .

D'autre part, la démonstration peut donner un peu plus. STROOCK
remarque que l'on a en fait

271 P{X*s A 2 YP
(27.1)  pP{X'> M < {X*gki

(la démonstration ci-dessus correspond & p=A). Supposons que Y soit
bornée par une constante r. Alors une récurrence immédiate donne, en
prenant p constante égale a 4r

(27.2)  PiXz 4m | g 2"

d'ou il résulte que Elexp(AX*) J<o pour A>0 assez petit. Par exemple,
tout cela s'applique au cas ou X est une martingale gﬁg‘( pour la der-
nidre inégalité, due & JOHN-NIREMBERG, il est possible d'avoir des ré-
sultats plus précis au moyen des formules exponentielles, mais nous n'
insisterons pas ).

1. L'espace des martingales X telles que E[|Xa>"XT-II£T] soit borné
uniformément en T contient évidemment ggg , et en fait coincide avec Jui
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L'INEGALITE DE DAVIS : PREMIERE MOITIE
Nous commengons par renforcer 1'inégalité de FEFFERMAN de la manidre
suivante : soient M et N deux martlngales locales, T un temps d'arrét.
Soit O'={T<w }, muni de la loi P' ‘PTET)PIQ' s de la famille de tribus
—t" Fret o et des deux martingales locales Mt Tt T ’ t NT+t e
On vérifie sans peine que
[M',M']t = [M,M]T+t - [M,M]T_ » et de méme pour N',

On en tire

MY gt = BL/IVRT =T, MT,1/P {T<co §

IN* Ygmo = IMllmo
L'inégalité de FEFFLRMAN nous donne alors

E[ { |d[M N] |]< cE[VTH, Ml -, H] ]”N“BMO

» 00 ===
qui, si 1'on remplace T par T, (Ae£ ), nous donne la forme condition-

nelle

(28.1) E[{T,oo[m[M’N]sl IET] = CE[V[MJ;E]CD -, ] —I-ET]"NHQI;’IQ

Nous posons maintenant
(28.2) M{(w) = supy_y M (0)] ,  M*M
Voici la premiére_moitié de 1'inégalité de DAVIS [29], avec sa forme
conditionnelle due & GARSIA :
THEOREME, On a
(29.1) EM*] < cEWIILMT ] = c|M| ,

um

(29.2) E[M;-M;_IET] = CE[WIET] < CE[MW; lET]
DEMONSTRATION, Soit S une v.a. guelcongue & valeurs positives, non
nécessairement un temps d'arrét, et soit B, le processus a4 VI non adapté
sgn(MS)I{t>s§ Soit (A ) la projection duale optionnelle de (B )e On

a pour touf temps d'arret T E[{T ol laA | |Eq] < E[/ []stl|£ 1<,

T,00

Donc, d'aprés 4a), la martingale N-E[A [F ] appartient & BMO avec une
norme majorée par une constante c independante de S ( c=2/2 par ex.).
Supposons d'abord que M soit de carré intégrable. Nous avons alors
E[|MS|] = E[/Msst] E[/MSdAs] ( déf, de la proj. optionnelle )
= E[MOOAOO] ( parce que A est adapté )
E[MaaNq>]=E[/d[M’N]s] ( mart. de carré intégr.)

i

I

A

la constante ¢ variant, comme d'habitude, de place en place., Nous ap-
pliquons cela en prenant pour S
S(w) = inf { t : M (w)|z M¥(w)-¢c}
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de sorte que |Mg|>M*-e p.s., et il vient que B[M*]<c|M| 1 » du moins
= H

lorsque M est de carré intégrable. Pour passer au cas général, nous
considérons MeI;I1 , des MneM qui convergent vers M dans §1 (n°12).
D'aprés 14 et 1'inégalité de DOOB, quitte & extraire une suite, on peut
supposer que les trajectoires M2 (m) convergent P.8. uniformément vers

M (w), donc MM¥ converge P.Se vers M*, On applique alors le lemme de
Fatou et on a (29.1).

Pour en déduire (29.2), on pose Q'={T<o0 }, avec les tribus F%
£T+tlﬂ' y la loi P' = PT%TT Pl » la martingale M= Mg Mo,
de sorte que [M\M! ]tz[M,M}T+t-[M,M]T_ . Alors E'[M'*] §c||M'lH1 d'aprés
(29.1). Mais d'autre part M* < Mp_ + M'* , done =
EIMZ-Mp_] <cE[VIM,M] = TN~ ]
et en remplagant T par T, (AegT) on a 1'inégalité (29.2).
En appliquant & (29.2) le lemme de GARSIA 23, et les inégalités analy-

tiques 24, on obtient la premiére moitié des inégalités de BURKHOLDER,
DAVIS et GUNDY {30].

THEOREME, Si ¢ est une fonction convexe & croissance modérée, on a

(30.1) E[#(MY] < cE[&(VIM,MT)] .

L'INEGALITE DE DAVIS : SECONDE MOITIE
THEOREME, On a

(31.1) ELVILM] ] < cE[M*]
et, pour tout temps d'arrét T
(31.2) B[V W] _—TM W] |Ep] < cBLMY|Eq]

DEMONSTRATION, Nous ne dirons rien sur (31.2), qui se déduit de (31.1)
par un conditionnement analogue & celui du n°29, mais plus simple.

Pour établir (31.1), quitte & désintégrer P relativement & la v.a.
M, , nous pouvons supposer que M, est une constante a , et quitte &
remplacer M par M+e (e+ 0) si a=0, nous pouvons supposer a#0. Alors
nous avons M*>|a| , donc 1/M* est bornée. Nous écrivons

(M, 4]
G1.3) ELOn,M]1/2 7 <@0n* 1) /2 (8L °°J>’/2

Appliquons maintenant le n°4 & la martlngale Ht=E[ %*Izt] , au proces-
sus croissant Bt=M: : la martingale locale B_*H a une norme BMO majo-
rée par une constante ¢ (46 ? ), et il en est de méme de M_-H puisque
|[M_|<B_ . Posons L=M_-H, Nous avons d'aprés 1'inégalité de FEFFERMAN
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(31.4) E[/]alM,L]]]

A

c ||| 1I|LIIBMO < e X

A

Mais [M,L] = [M M_«H] = M_ [M H] = [M_-M,H ] Notons K la martingale
locale 2M_-M _M [M M] , et supposons pour commencer que M et K appar-

tiennent toutes deux & 21 La formule précédente entraine que, pour
tout temps d'arrét S
(31.5) |BEL[X,H]g]| =|2B[M,L]q]| < clll"IIIH

Si S réduit le martingale locale KH - [K,H], cela s'écrit simplement
ELKHI| < cHMHH1 . Or H est bornée, K dans 21 ; faisant tendre S vers
1'infini il vient

oM -[,M]
|E[Ky, Hy 1| =|BL 2] c||M||H1

A

M*
Nous remarquons maintenant que M§>/M* < M* , donc

(31.6) E[L’iﬁlw] < BT+ el

Posons, pour alléger les notatiomns , A="M"H1 , B=E[M"] ;3 (31.3) s'é-
crit, compte tenu de (31.6) =

A< vBY/B+ck

d'ou nous pouvons tirer , sous 1'hypothése soulignde plus haut ( qui

implique en particulier que A<oco ! ) que A=HM|h1 est bornée dés que
B=E[M*] < 1 . Pour passer au cas général, = nous prenons M telle
que E[M*j§1 » €t nous appliquons le résultat précédent & MT , ou T
réduit fortement les deux martingales locales M et K=2M_-M , aprés
quoil nous faisons tendre T vers 1l'infini.

En appliquant & (31.2) le lemme de GARSIA 23, et les inégalités analy-
tiques 24, on obtient la seconde moitié des inégalités de BURKHOLDER,
DAVIS et GUNDY

THEOREME, Si & est une fonction convexe & croissance modérée, on a

(32.1) E[e(VILM] )] < cE[3(M¥)]

D'autre part, nous avons une autre caractérisation de §1 :

THEOREME. Les normes HM" et “M*H  sont équivalentes. En particulier,
H1 est complet. E L
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LES ESPACES HP , p>1

Nous allons dire un mot de ces espaces, qui sont assez banaux - bien
moins intéressants que §1 ( en fait, la mode en analyse et en théorie
des martingales semble se tourner vers les espaces gp, p<l, qui ne sont
pas des espaces de Banach ),

DEFINITION, Si M est une martingale locale, on pose [M] o= =|VIM, MI "
et on désigne par HP l'ensemble des M tels que "MH p< -

Le lecteur vérifiera que || l%p est bien une norme pour 1<p<® .
gaa n'est guére intéressant. 51 a déja été vu, quant 3 gp pour 1<p<w ,
son sort est réglé par les inégalités de BURKHOLDER et de DOOB :

THEOREME, Les normes |M|| p &t HM*I p Sont équivalentes pour 1<p<w .
H L

EP est identique 3 1'espace des martingales bornées dans LP, avec une
norme équivalente 3 la norme M+ "Ma)"LP .

Joit q l'exposant conjugué de p. L'inégalité qui correspond & 1'iné-
galité de FEFFERMAN - mais qui est bien moins profonde - est 1'inéga-
1ité I1.22, que nous recopions :

THECREME, Si M et N sont deux martingales locales

(36.1) EL/lalm,N]| ] < el N1
COROLLAIRE, Si M appartient 3 HP ¥ 3 HY, 1a martingale locale K=MN-

[M,N] apgartlent a H1 .
En effet, K* est dominé par M*N* +/ lalM,N] | e L

Le dual de Hp est évidemment Hq , la forme bilindaire qui les met
en dualité étant (M,N) —>E[M Nm ]..1:.[:[M,N]00 1.

Nous conclurons ce chapitre sur une remarque de M,PRATELLI, qui a
un intérét évident : elle permet de reconnaitre quand une intégrale
stochastique optionnelle est bornée dans P,

THEOREME, Soit M une martingale locale, et soit H un processus option-
nel tel gue EL(IHZd[M,M] )p72]<mo. Alors H°*M appartient & Ep .

DEMONSTRATION, On écrit 1'inégalité de K?NITA-WATANABE
1
BL/|H | alM, N1 ) < (80(/BZa[M,M] )P 2]) PnNu 1

Prenons N bornée, posons L=H.M, et désignons par K le premier facteur
du second membre., Par définition de 1l'intégrale stochastique option-
nelle, [L,N]-H+[M,N] est une martingale locale, donc aussi LN-H.[M,N]J.
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Si T réduit celle-ci, nous avons

|BCugy 1] < KINliga 5 I, ) g

Faisant parcourir & N_ un ensemble dense dans la boule unité de Lq(gT)
nous voyons que "LTH < ¢k , aprés quoi nous faisons tendre T vers 1'
infini,
REMARQUE, Nous avons vu le méme résultat pour p=1 au n°20,
I1 est tout naturel de se poser alors la méme question pour BMO : si
M appartient & BMO » et si H est un processus optionnel borné par 1,
a t'on |M'M|EMO < CHM“BMO ? Clest évident si H est prévisible.
Tout d'abord, on a M“g y donc le calcul des sauts de H*M qui figure
au n°II,34 nous donne, si l'on pose HeM=L
ALT = HTAMT si T est totalement inaccessible
= HTAMT-E[HTAMT|£T_] gi T est prévisible partout >0
montre que HeM est 3 sauts bornés,
D'autre part, la relation (35.2) du th. II.35 se conditionne en
B[ (L, ~Tp) 2| Py E[/ m[Hgd[M,MJalgTJ
’
E[[M M1 -[M,M1p | Bp ]
d'ol en définitive, si "M"BMO <1, 1‘inégalité IZlgmo = Jo .

A

A
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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1975/76

UN COURS SUR LES INTEGRALES STOCHASTIQUES
( P.A, Meyer )

CHAPITRE VI , COMPLEMENTS AUX CHAPITRES I-V

Ce chapitre contient une série de résultats en désordre, liés aux
sujets traités pendant 1'année 1974/75.

I, L'EXISTENCE DE [M,M] ET L'INTEGRALE DE STRATONOVITCH

L'intégrale de STRATONOVITCH est une intégrale stochastique définie
pour certaines classes de processus & trajectoires continues, et qui
a 1l'avantage d'obéir & la formule du changement de variables ordinaire,
celle du calcul différentiel, et non & la formule d'ITO, Pour présenter
cela, nous commengons par quelques remarques sur les semimartingales
continues,

Soit X une semimartingale continue, nulle en O , D'aprés IV.32 4), X

est une semimartingale spéciale ; soit X=M+A sa décomposition canonique.
I1 existe des temps d'arrét T tels que /TldAsl € L1, et que X soit

bornée sur [[ 0,T]] . Posons XT=X, MT=M, ATZ ; la martingale WM est
uniformément intégrable et 1'on a pour tout temps d'arrét S AXS=O.

Si S est totalement inaccessible, comme A est prévisible, on a AIS=O,
done AES=O aussi.

Si S est prévisible, on a E[Aﬁs|zs_]=0, donc E[EIS|£S_]=O. Comme
X est prévisible, cela entraine AKS=O , puis EMS=O.

Ainsi, M et X sont continus., et en faisant tendre T vers 1'infini
on voit que M et A sont continus, Ainsi, nous avons établi
Toute semimartingale continue nulle en O admet une décomposition en

une martingale locale continue et un processus VF continu.

( L'extension aux processus non nuls en O est bien claire ! X=X0+M+A ).

Soient H et X deux semimartingales continues. Définissons 1l'intégra-
le de STRATONOVITCH S H dX_ par
o u u
(2.1) SHax = fmax + lacxes
* o u u o Wiu 2 4 t

ou HC,XC sont, comme d'habitude, les parties martingales continues de

H et X, Alors que l'intégrale stochastique ordinaire est limite en

probabilité de sommes I, H, (Xt -X, ) sur des subdivisions de [0,t],
i i

i+
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1'intégrale de STRATONOVITCH est limite de sommes de la forme

1 s s . ‘
z; Hsi(Xti+1-Xti), avec s, = §(ti+ti+1)’ ainsi que d'intégrales de

t
la forme [ Hgdxg s intégrales de Stieltjes relatives aux lignes poly-
0

gonales obtenues par interpolation linéaire de H et X entre les ins-
tants t? de la n-idme subdivision dyadique. Surtout, 1'intégrale de
STRATONOVITCH posséde une formule de changement de variables intéres-—
sante. Considérons une fonction f de classe 23 sur B ( 1l'extension
au cas vectoriel est possible ). Le processus f'(Xt) est une semimartin-
gale continue pour t>0, que nous noterons Ht . Décomposant X en X0+M+A,
avec M:Xc, nous avons d'aprés la formule 4'ITO

H = Hy + étf"(Xs)dMs + [ étf"(xs)cms + %-étf"'(xs)ddd,bs]
d'ol la partie martingale continue H®, égale & la premidre intégrale
stochastique, et aussi

<H® M >

t
. = (f)f"(XS)ddVI,M>S

Par conséquent, d'aprés la formule d'ITO

% % %
(2.2) ; £1(X )axX, = (f) £1(X )X + % é £0(X)aM, M = £(X,)-2(X,)

et 1'on voit que 1l'intégrale de STRATONOVITCH obéit & la formule du
changement de variables ordinaire, non a celle d'ITO. L'ennui, c'est

que nous avong di supposer f de classe 23 pour que f'(Xs) soit une semi-
artingale. Notre but maintenant va étre de donner un sens & l'intégrale
g HstS pour une classe de processus H plus large que celle des semi-

martingales, et contenant les processus obtenus par l'opération de
fonctions de classe 21 sur les semimartingales : cela donnera un sens

a la partie gauche de (2.2) pour une fonction f de classe 22 , et nous
étendrons alors la validité de (2.2).

Auparavant, nous allons poser le probléme de maniére plus générale, en
sortant du cas continu : nous n'avons défini le processus croissant
[X,X] que pour des semimartingales ; peut on le définir pour des classes
plus larges de processus ? Cela nous améne aux théorém.s d'approximation
de Catherine DOLEANS-DADE, et & diverses questions int.ressantes.

APPROXIMATION DE [X,X] AU MOYEN DE SUBDIVISIONS

THEOREME, Soit X=M+A une semimartingale, telle gue la martingale M

appartienne 3 M , gue le processus A soit & V.I., nul en O, et tel

que foﬂdAS| e I? , Les variables aléatoires
0
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_ y2 2
(3.1) S,(X) = Xg+ £, (X, =X, )
i+ i
assocides aux différentes subdivisions finies de 1'intervalle [0,t]
T=(O=t0<t1...<tn+1=t§+m ) sont uniformément intégrables, et convergent
vers [X,X], dans L' lorsque le pas’

de la subdivision tend vers O,

DEMONSTRATION, a) Intéerabilité uniforme. Nous écrivons que ST(X) <
2(ST(M)+ST(A)). I1 n'y a aucun probléme pour ST(A), majorée par

®
(é IdAsl)2 e L', Regardons S (M). Nous allons montrer que pour tout

>0, les ST(M) sont majorées par des v.a. de la forme H+K, ou K est
contenu dans la boule de rayon & de L’, H restant borné dans L2. L'inté-
grabilité uniforme des ST(M) en résultera.
Pour cela, nous désignons par Ut la martingale E[MooI{|M |<A§I£t]’
et posons V=M-U, Nous avons ST(M) < 2(ST(U)tST(V)). Nous avof® -
2B[5,(N)] = 28[Vv2 ] = 2{|M ‘>A§M§)
®
qui est < € si A est choisi assez grand. Ce choix étant fait, évaluons

E[(ST(U))Z] : clest ( en convenant que Ué =(Ut-+1‘Ut.)2 pour i=-1)
i i
U, )4 w2z (u, -u )%, (U, -U, )2]
ti i ti+1 ti j>i tj+1 tj .
Dans le premier Zi , puisque U est majorée en valeur absolue par A,

B[ =, (U
154
nous majorons ( )4 par (2A)2( )2. Dans le second I,, nous remplagons
Zj par (Ut-Ut )2, qui a la méme espérance conditionnelle par rapport
i+1 ’
aF
=ti+1
2 2 2
BL(5,(0))%] < (4A%+8N))BLE, (U,

, puis nous majorons cela a4 nouveau par (2A)2. Reste donc

2 202 4
- <] = 12A°E[U ] < 12A
i+ ' ©° =
qui est bien borné indépendamment de 7.
Noter qu'on aurait pu remplacer les subdivisions par des ti, par

des subdivisions déterminées par des temps d'arrét Ti.

b) Convergence dans L1 . Nous coupons M en deux : d'une part N, formée de

la partie continue et des n premiers termes de la somme compensée des

sauts, et d'autre part Q, reste de la somme compensée des sauts. Ainsi
X = M+A = N+Q+A , et nous posons Y= N+A

Nous allons montrer que [X,X]t-[Y,Y]t et ST(X)-ST(Y) sont petits dans

L' si n est grand ( uniformément en T ), puis que ST(Y)—[Y’Y]t est
petit dans L' si le pas de T est assez petit.

1. Sit =+, le pas de la subdivision doit Stre défini raisonnablement.
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Pour le premier terme, nous écrivons X=Y+Q, donc [x,x]=[Y,Y)+
[2Y+Q7Q]9 donc1 E[I [X'X]t—[Y’Y]t‘] = E[I[2Y+Q’Q].tl] é(E[[2Y+Q,2Y+Q]t])1/2

(E[[Q,Q]t])1/2. Le dernier terme vaut |Q| , petit pour n grand. Dans

1l'autre , nous écrivons 2Y+Q= 24-Q, et nous majorons [2X—Q,2X—Q] par

2([2x,2x1+[Q,Q]). Le premier terme reste donc borné, et E[|[]-[]]]=0.
Pour |ST(X)—ST(Y)|, le raisonnement est exactement le méme, avec

de moins bonnes notations : aprés tout, ST(X) n'est rien d'autre que

le crochet [,] de X considérée sur l'ensemble de temps discret T !
Maintenant, regardons Y = N+A : nous avons le droit de faire passer

les n sauts compensés du coté du processus VI, autrement dit, de suppo-

ser que N est continue. Nous écrivons alors ( toujours avec la méme

convention relative a 0 ) :

S (Y) = S_(N) + S_(A) +22,(N =N, )(A -4, )
T T T Iy BT by Y
v - 2 2 . . <
ST(A) converge P.S. Vers zsgt AAS = zsgt AYS : il s'agit ici d'un
résultat sur les fonctions & variation bornée, que nous laissons au
lecteur. Le dernie€ terme est majoré en valeur absolue par
sup; [N, N, |. /'|dAj| : il tend vers O p.s. ( donc en Prob.) d'aprés
i+t i O

la continuité uniforme des trajectoires de N sur [0,t]. Reste donc &
montrer que ST(N) converge en probabilité vers [N,N]t - car, compte
tenu de 1'intégrabilité uniforme établie en a), la convergence en proba-
bilité équivaut i la convergence L',

Commengons par le cas ou N est bornée par une constante A . Nous
avons alors, en utilisant le fait que Ni-[N,N]t est une martingale

S5, (0-04,0,)%] = B0(5, (02 D4N147)2)
1

t.
_Nti)z'[N’N]t;+1)2 ]

B[ ., ((NW

17 %4
que nous développons : E[Zi (Nt --N,c )4] est majoré par
i+ i

-N )2. ». (N -N )2] . Le sup. tend p.s. vers O en

. t. ittt . i
i+ i, i+ i 2
restant borné par 4\~ , tandis que le Zi reste borné dans L™, comme
on 1'a vu dans la démonstration de a). Cn applique alors 1l'inégalité
de Schwarz. t

z t.

I

De méme, nous majorons Z{[N,N]ti+1) par sup; [N,N]tl+1 . [N,N]t .
i i

[I\I,N],c appartient 3 1? d'aprés la formule

E[[N,N]io] = 2E[[([N,N]Oo—[N,N]t)d[N,N]t]= 2E[/(Nm-nt)2d[N,N]t]

< 8A%E[[N,N] ]
1.L'inégalité de KUNITA-WATANABE s'applique aux semimartingales !

B[ sup; (Nt
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tandis que le supy tend vers O d'aprés la continuité uniforme des

trajectoires de [N,N], en restant dominé par [N,N]Oo eLZ.'Aprés quoi

on applique 1'inégalité de Schwarz.
Enfin, le terme mixte se majore par supi(Nt. —Nt_)z.[N,N]t , et se

traite de méme. it

Pour nous affranchir de la condition sur N, introduisons le temps

d'arret
T =inf {s : [N |>A }

et choisissons A assez grand pour que P{T<t}<e ; sur 1l'ensemble {T=t}
nous avons S (N)=S (NT), [N, N]t=[NT NT]t , donc

P{|S (N)-[N,N] |>e} < P{T<t] + —z{ §(ST(N)—[N,N]t)ZP
est <¢ dés que le pas de la subdivision est assez petit.

1
THEOREME. Soit X une semimartingale., Avec les mémes notations que ci-

dessus, on peut affirmer que ST(X) converge vers [X,X]t en probabilité

lorsque le pas de la subdivision T de [0,t] tend vers O , pour O<t<w .

DEMONSTRATION, Nous pouvons supposer que XO=O.

R =inf { s : |AX [xA }
et choisissons A assez grand pour que P{R<t}<e. Soit Y la semimartinga-
le X {s<Rl+X {s>R§ ; on a [X, X]t [y, Y]t’ S (X)—S (Y) sur un ensemble
de probablllté voisine de 1, donc il suffit de prouver le théoréme pour
Y. Soit Y=M+A la décomposition canonique de la semimartingale spéciale
Y, et soit VszésldAul ; choisissons p assez grand pour que P{S<ti<e, ou

S=inf {s: V2 }

est un temps d'arrét prévisible (N9, p.9). Soit (Sn) une suite annongant
S, et soit n assez grand pour que P{Sn§t§<s. Choisissons v assez grand
pour que P{T<tl<e , ol

T=S Ainf {s : |MS|zvl
Le processus AT a une variation totale bornée par p. Donc ses sauts
sont auss1 bornés par pu, et comme les sauts de Y sont bornés par A, les
sauts de MT sont bornés par A+p . Comme M est bornée par v sur HD TE ,
MT est bornée par A+ptv . Donc le théoréme 3 s'applique & Z—Y _M +A
et on conclut en remarquant que [X,X]t=[Z,Z]t , ST(X)—ST(Z) sauf sur
un ensemble de probabilité au plus 2e.

Maintehant, pour quels processus X peut on établir un résultat ana-
logue au théoréme 3 7 au théoréme 4 ? Le point important est ici le
fait que ces classes sont beaucoup plus riches que celle des semimar-
tingales : d'une maniére imprécise, elles sont stables par les

1.Un résultat trés proche vient d'étre démontré par D,LEPINGLE.
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opérations 21, alors que la classe des semimartingales est stable par
les opérations gz. Précisément :

THEOREME. Soient X—(X1,...,Xd) une semimartingale 3 valeurs dans B4,
f une fonction de classe C1 sur Ed Y le processus réel

(5.1) foX = £(X,...,19) .

Alors, avec les notations du th,3, pour tout t fini ST(Y) converge en
probabilité vers la v.a.

a 4 ic yje 2
(5.2) [Y,Y]t = zij (j) Dif(Xs)Djf(Xs)dd{ W XIT> z:s§t bYZ

Si les Xi satisfont aux hypothéses du théoréme 3, et si les dérivées
de f sont bornées sur fl, la convergence a lieu dans L1.

DEMONSTRATION, Nous pouvons supposer que X0=O. Ensuite, par un argument
presque identique & celui du théoréme 4, nous pouvons nous ramener au

cas ol X est une semimartingale vectorielle bornée, dont les composan-
tes satisfont aux hypothéses du th.3. Comme X est bornée, nous pouvons

nous ramener au cas OU feg1 est & support compact. Nous pouvons alors
trouver des régularisées fneg2 , dont les dérivées du premier ordre
convergent vers les dérivées correspondantes de f, uniformément sur R,
en restant bornées sur tout B4, Les fn gsont donc lipschitziennes de rap-
port K indépendant de n, tandis que les fnmzfn-fm sont lipschitziennes
de rapport Snm tendant vers O lorsque n,m tendent vers +w .

Pour simplifier les notations, nous supposerons que d=1.

Nous avons d'abord 2
(5.3) : S(f oX)<KS(X)

D'aprés le th.3, les v.a. S (f oX) sont toutes uniformément intégrables,
et la convergence en probablllte équivaut 4 la convergence dans L1

Nous avons ensuite, comme n‘fm+fnm
(5.4) |ST(fnoX)-ST(fmoX)| < ST(fnm°X)+ 2JST(fmoX)JST(fnmoX)
2
< (e pt2Ke )8 (X)

d'ou il résulte que, pour n et m assez grands, l'espérance du premier
membre est petite indépendamment de T . De méme, comme fnoX et fmoX
gsont des semimartingales, leurs crochets [,] existent, et sont la limite
en probabilité des ST(fn°X)’ ST(meX) relatives & des subdivisions de
[0,t]. On peut donc passer & la limite sur (5.4). Plus généralement,

sur un intervalle [s,t], s<t

t 2 t
| L2, 0%, 2, 0X]E-[2, oX,£ oX1%| < (e2 +2Ke )[X,X]¥

d'ol en coupant [0,t] en petits bouts et en sommant
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%
(5.5) é lale oX, 2, 0X1-d[£ oX,£ oX] | < (e§m+2xanm)[x,x]t

d'ol une suite de Cauchy en norme variation, Comme fn est de classe
§2 , la formule d'ITO nous dit que la partie martingale continue de
. t c R
fnoX est {):E'I'IOXSG.Xs , d'ou 7
_ 2 c yC 2
[fnox,fnox]t = é?fﬁoxs) d<X®,X"> + Zs§t (£ 0X) g

et la convergence en norme variation permet d'identifier la limite
comme la v.a. (5.1). Maintenant, le reste est facile :

BL|S, (£0X)-[Y,Y], | < BL|S (£0X)-S (£ 0X) | 4EL|[Y, Y] -[£ oX,£ oX] |]
+BL|8, (£,0X)=[£ oX,£ oX] |]

On choisit d'abord n grand , pour rendre la somme des deux premiers
termes au second membre petite, indépendamment de T ((5.4) et (5.5)),
aprés quoi on prend le pas de T assez petit pour rendre petit le der-
nier terme.

La derniére phrase de 1l'énoncé provient de 1l'intégrabilité uniforme
des ST(foX) si f est lipschitzienne ( méme argument que pour (5.3)).

REMARQUE, L'ensemble des processus Y du type considéré en 5 est un
espace vectoriel ( il n'en aurait pas été de méme si 1'on s'était
borné & la dimension d=1 ). On peut donc "polariser" le théoréme 5
pour définir [Y,Y'] pour tout couple de processus représentables sous
la forme (5.1).

La principale conséquence du th.5 est le fait que le processus
(5.2) ne dépend que du processus Y lui-méme, non de la représentation
foX choisie.,

Nous pouvons maintenant définir en toute généralité 1l'intégrale de
STRATONOVITCH, Soit & 1l'espace des processus Y admettant une représen-
tation de la forme (5.1). Si H appartient & & , si X est une semimar-
tingale, posons

t
- Iryg x©
(7.1) g H,_dX = é H, X + 5[H,x°],

Si f est une fonction de classe 22( nous restons en dimension d=1
pour simplifier ), nous avons

t
(7.2) £(X,)-£(Xy) = g £r(Xg_)ax, + ngt (£(X)-£(Xg_)-f(X )X )

c'est & dire la méme formule que lorsque X est un procesgus & VF. En
effet, si nous remplagons 1l'intégrale de STRATONQVITCH S f'(Xs_)dXS
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par sa valeur (7.1), puis [f‘oX,Xc]t par sa valeur tirée de (5.2),
t

gsoit [ f“(Xs)d<X°,Xc>ﬂ , nous retombons simplement sur la formule 4'
o S

IT0., Ce n'est évidemment qu'une petite astuce de notation, le résultat
d'ordre mathématique étant le théoréme 5.

> Hu_qu ne s'interpréte plus comme limite de sommes de la

1 . . .
forme Z; H i(XtiH-X.ti), avec s;= ?(ti+t } : ce résultat n'est vrai

(et assez facile ) que pour des semimartingales continues ; je le

s i+
laisserai de coté. En revanche, ce que l'on peut toujours démontrer,
c'est que, bien sir 4
L, H (X -X, ) converge en P, vers / H_dX
1 ti 141 ti 0 u- u
et d'aprés le théoréme 5

t

z. (H - Y (X -X, ) converge vers [H,X]
N R A TR T 7 e

(pour simplifier, on prend X,=0 ). Alors

t
(7.3) DN Hti+1(xt -Xti) converge en P. vers é Hu_qu + [H’X]t

i+1
C'est dans un cours de KUNITA ( diffusions et contrdle, Paris,

1973/74 ) que j'ai vu mentionnée l'intégrale de STRATONOVITCH, dans

le cas des martingales ( ou semimartingales ) continues. On y trouvera

des détails supplémentaires, par exemple le résultat d'approximation

omis ci-dessus.

I1 me semble qu'il y a beaucoup a dire sur la théorie de la
"variation quadratique® [M,M] pour des processus M qui ne sont pas des
semimartingales - théorie liée & celle de 1l'énergie. Le sujet a été
abordé par BROSAMLER, mais on sait peu de choses en général.

II, FONCTICNS CONVEXES ET SEMIMARTINGALES

Lorsque X est une semimartingale & valeurs dans Bd, f une fonction
92 sur Rd, la formule 4'ITO nous dit que foX est une semimartingale.
’} a t'il d'autres fonctions que les fonctions gz qui opérent sur la
classe des semimartingales ? En voici un exemple, raisonnablement

proche de la classe 22.

THEOREME, Soient X une semimartingale & valeurs dans Rd, f une fonc-

tion convexe sur Rd. AMors foX est une semimartingale.




362 117

DEMONSTRATION. Nous allons traiter uniquement le cas réel, mais le
lecteur se convaincra aisément que seules les notations se compliquent
en dimension d>1,

Nous commengons par traiter le cas ol X=M+4, ol M est une martinga-
le ( non nécessairement nulle en O ) bornée par une constante C, et
A un processus VI nul en 0, tel que /OoldAsl < C . Alors X prend
ses valeurs dans l'intervalle [-20,+SC], et le processus foX est bor-
né, Soit K une constante de Lipschitz de f sur l'intervalle [-2C,+2C]
( si d>1, voir le n° 16 ). Nous prouvons :

Le processus (f°Xt+ Két|dAu|) = Yt est une sousmartingale.

Ainsi, foX est la différence de deux sousmartingales, c'est une semi-
martingale.
Pour prouver cela, nous écrivons si s<t
t
E[Yt-Ys|£S] = E[f(Mt+At)-f(Mt+As)+K£ |dAu||gS] +E[f(Mt+As)|£s]

- f(MS+AS)
Comme Mt'At’As appartiennent & 1l'intervalle [-C,C], nous avons

t
|£(M 4+ )-£(M +4) | < KA A ] < Ki ldA,|

de sorte que la premiére espérance conditionnelle est positive. Quant
a la différence E[f(Mt+AS)|£s]-f(MS+AS), elle est positive d'aprés 1!
inégalité de Jensen, M étant une martingale.

Maintenant, nous étendons le résultat en supposant que les sauts
de X gont bornés par une constante A ( y compris le saut Xy en O ).
Alors X est spéciale, et admet une décomposition X=N+B, ou le proces-
sus VF B est prévisible, nul en O,

S =inf { t : é |aBIzp |

qui est prévisible (N9, p.9), et soit Sn une suite annongant S ; soit
T = S Ainf {t : IN |z v }

Le processus BT=A a une variation totale bornée par p , donc son saut
en T est borné par p, et comme le saut de X en T est borné par A, celui
de N est borné par A+p. Comme N est bornée par v sur JO,T[ , N est
bornée par A+u+v, et finalement le résultat précédent s'applique a
Xt avec C=A+p+v . D'autre part, si p,v,n sont pris assez grands, T
est arbitrairement grand, et il en résulte que foX est une semimor-
tingale.

Enfin, passons au cas général : soit R = infit : ]AXt|>n§ ; X
coincide sur ﬂ:O,RnH avec une semimartingale a sauts bornés, donc
foX coincide sur [[O,Rnﬂ avec une semimartingale. En ajoutant un
processus sautant seulement en Rn , on a la méme chose sur [ O,RnB R
et on conclut par le th.IV,33,
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La conséquence la plus importante est évidemment le fait que, si X
est une semimartingale, |X| en est une aussi . Par conséquent
81 X et Y sont des semimartingales, XAY et XVY en sont aussi.

D'autre part, on peut améliorer un peu le théoréme 5, grace a ce
résultat - mais la classe de fonctions que 1l'on obtient ainsi ne s!
explicite bien qu'en dimension 1 .

THEOREME, Soit X une semimartingale réelle, et soit f une fonction
sur B, primitive d'une fonction cadlig ¢=D_f. Soit Y=foX. Alors,

avec les notations du th.3, pour tout t fini ST(Y) converge en proba-

bilité vers

(10.1) cf)tquoxsdd(c,xc>s * Ty A.Y§ ]

DEMONSTRATION, Nous allons procéder comme dans la démonstration du
théoréme 5. Nous nous ramenons au cas ou X est bornée. Nous pouvons
alors supposer que f est une fonction & support compact. La fonction
cadldg ¢ est donc nulle hors d'un intervalle [-C,+C], et d'inté-
grale nulle puisque c'est une dérivée. Nous approchons uniformément

% par des fonctions étagées continues a droite ®, 0 3 support dans
[-C,+C] et d'intégrale nulle. Les @n ont alors des primitives & sup-
port compact fn qui convergent uniformément vers f, et les fn sont
linéaires par morceaux, donc différences de fonctions convexes. Les
processus anX gont alors des semimartingales, et le raisonnement du
théoréme 5 nous dit exactement ceci : si le th.10 est vrai pour chagque

fn y 11 est vrai aussi pour f.

Nous allons démontrer qu'il est vrai pour toute fonction f_,
par une méthode qui aboutit & redémontrer le théoréme 8, de maniére
moins élémentaire, mais qui par ailleurs fournit des informations

.y . ‘ (1)
intéressantes, malheureusement, en dimension d=1 seulement .

Nous continuons a supposer, pour simplifier, gue X est une sur-
martingale bornée, & valeurs dans [-C,+C] - nous pouvons méme, au
départ, supposer que X=M+A, ou M est une martingale bornée, A un pro-
cessus VF nul en O, prévisible, a variation totale bornée ( cf. la

démonstration du théoréme 8 ).

(1) Je sais peu de choses sur les propriétés de différentiabilité des

fonctions convexes de plusieurs variables, et cela me géne dans les

o ; .
n®® qui suivent.
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Nous allons établir une formule du changement de variables pour une
fonction convexe f sur R, Malheureusement, il n'y a pas une cohérence
parfaite entre les calculs ci-dessous et les notations de 1l'énoncé
10 : ¢ désignait la dérivée a droite de f, tandis que f' est mainte-
nant la dérivée i gauche de f. Ce n'est pas grave !

Soit fn(t) = n/aja)f(t+s)3(ns)ds, ol j est une fonction positive

ga) , & support compact contenu dans 1l'intervalle J-® ,0], d'intégrale 1.

Alors f est convexe de classe gz, et lorsque n»m fj tend en crois-
sant vers f'. Ecrivons la formule du changement de variables pour fn
t n
(11.1) £ (%) = £ (X)) + £+ froX  dX  + Ay
n _ 5 1 t c ¢C
AL = Zo<s§t(fnoKS—fnoXS_-fﬂoXs_AXS) + 26 10X d<X",X">
Nous remarquons que(Ag) est un processus croissant, en raison de la

convexité de f, et nous faisons tendre n vers 1l'infini. En vertu des
hypothéses faites sur X, fn(Xt),fn(XC), é fﬁoXs_dXS convergent dans

t
V.a. At' Comme (Ag) était un processus croissant, (As) peut aussi se

12 vers f(Xt), f(XO), / f'(XS )dXs , donc A" converge dans 12 vers une
o -

régulariser en un processus croissant continu a droite. Ainsi

t
(11.2) £(X,) = £(X) + é+f'oXs_dXS + A

Maintenant, comparons les sauts des deux membres, En O, 1'intégrale
stochastique s'annule , f(Xt)—f(Xc) aussi, donc Ay=0. En t, le saut
de f(Xt) est f(Xt)—f(Xt_) , le saut de 1l'intégrale stochastique est
f'(Xt_)AXt , donc le saut de A est f(Xt)--f(Xt_)-f'(Xt_)AXt et nous
avons la formule du changement de variables pour fonctions convexes

(11.3)  2(X,)=2(X,) +(/)jf'(XS_)dXs + B0y (F(R) (K )= (X, )oX,)

£
t

ou Cf est un processus croissant continu. Nous allons continuer &

+ C

discuter cette formule, mais auparavant, achevons la démonstration
de 10,

Tout d'abord , (11.3) redémontre l'essentiel du th.8 , & savoir
que foX est une semimartingale lorsque f est une fonction convexe,
ou une différence de fonctions convexes. Mais de plus, 'il nous donne
la partie martingale continue de foX = Y dans ce cas : c'est
ét £1(X,_)a<X®, X%, . Alors [1,Y], = ét(f'(xs_)2d<x°,x°>s TS G

et comme <X®,X®> est continue, cela équivaut & (10.1). Le théoréme 10
étant vrai pour les fn, différences de fonctions convexes, il est
vrai pour f.
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Revenons 4 la formule (11.3). Nous commengons par remarquer qu'elle
g'étend - par un argument d'arrét déja employé a plusieurs reprises -
4 une semimartingale X guelcongue. Notre but va étre d'étendre & X la
formule de TANAKA relative au mouvement brownien :
B} = B} + / Iig >O;dB + FL

ol L est le temps 1ocal en O - il est bien connu que le temps local
ne cr01t que sur l'ensemble des zéros de(Bt)

A cet effet, nous écrlvons (11.3) pour les fonctions f(t)—t .
f(t)=t" , en notant ct et C” -les processus croissants correspondants,
Par exemple, si f(t)=t' , 21 ()=I10 o [

+ + -
- 81 X >0, £(X)-£(X, )-£' (X )8X = Xi-X -(X X )=XI-X_=X_ ,

. +
- si X <0, £(X)-F(X _)-f' (X _)aX = X

( i1 est difficile de prononcer mentalement la différence entre Xg
et Xs— ! ). Nous pouvons donc écrire

+ o+ -
(12.1) Xi=Xg + / I{X >O}dXS + 20<s§tI{XS_>Ole + zO<s§tI|Xs_§0

De méme pour f(t):t , £'(t)=-I

£ ]"00 9O]
- . +
(12.2) X, ‘Xo é+ ¥Xs < }dX + zo<s§t1{xs_>0;xs + L0<s§tlixs_§0}xs +C

D'ol en prenant une dlfférence

t t =0

et i1 est naturel de poseg
1

(12.3) ct ct Zhy

ot 10 est 1e processus croissant correspondant & f(t)=|t].
Nous développons maintenant les conséquences assez étonnantes de
la formule (12.1). Tout d'abord, regardons la somme

- +
(12.4) Tocst I{Xs_>Ole+EO<s§tI{xs_goixs

Elle est p.s. finie. Cela exprime que les sauts qui enjambent O enjam-

bent "de peu" O , Ensuite, remplagons X par -X dans la formule (12.1)
t
=X_ - ['I
t C O+ {Xs—
( Ct est a priori distinct de C”), et prenons une différence avec
(12.2). I1 vient une expression de /I{Xs_=01dxs :

+ - - ~4
<0§dxs + 20<s§tI{Xs_<O§Xs + L{Xs_iOle + Oy

t -~
(12.4) é+I{xs_=OldXs = 20<s§tI{Xs_=0}Axs + C3-Cy

le second membre étant un processus & variation finie ( i.e., la série
est absolument convergente ). Le c6té droit n'a pas de partie

+ +
iXs+C

t

t
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martingale continue, donc il en est de méme du cdté gauche, autrement
dit

t C yC
(12.5) (f) I{XS____O}dd{ X%>, =0

Par exemple, si (Xt)z(Bt)’ le mouvement brownien, on retrouve le fait
que l'ensemble des zéros de (Bt) est négligeable pour la mesure de
Lebesgue., Mais on démontre mieux : soit (Yt) n'importe quelle martin-
gale orthogonale au mouvement brownien, ou méme n'importe quelle semi-
martingale dont la partie continue est orthogonale & (Bt)’ Alors 1!
ensemble { t : t—Yt} est négligeable pour la mesure de Lebesgue. En
effet, appllquons (12.5) avec X=B-Y , et remarquons que <Xc x°> > =

<B, B> + <Yc YS >y !

Maintenant, nous montrons que ct ressemble vraiment & un temps local,
c'est a dire que dC" est une mesure aldatoire portée par l'ensemble
{S H XS_=XS=0i.

Considérons deux rationnels u et v, u<v, et soit H v 1'ensemble des
w tels que [u,v] soit contenu dans { s: X _(w)<0 } ; d'aprés le ca-

ractére local de 1l'intégrale stochastique ( nosIV 27-29 ), on a
/ I{x >o;dX = 0 p.s. sur H _ . Dans la formule (12.1) relative &

- +
lvlntervalle [u,v], on a aussi Eu<s§vI§XS_>O}Xs =0, X;=0,

+ + < o + At
zu<s§vI{Xs_§O}Xs = Xv sur Huv , d'ou finalement Cv--Cu = 0 sur Huv’

Comme 1'intérieur de l'ensemble {Xs_§0l est la réunion des intervalles
[u,v] & extrémités rationnelles qu'il contient, nous voyons que

d0: ne charge pas l'intérieur de {xs_go}

En particulier, il ne charge pas l'intérieur de {Xs_<0}, qui est un
ensemble ouvert & gauche, et ne différe de son intérieur que par un
ensemble dénombrable ( que ac* ne charge pas non plus ). Ainsi

act ne charge pas [XSSO}

De la méme maniére, soit K, 1'ensemble des w tels que [u,v] soit
contenu dans { s XS (w)>0}, Sur K on a P.Se. / I{X >0;dx =

+ -
XX, »onalk, =X, u<s<v {X <O}X =0, z:u<s§v {XS_>0}XS Xy
d'ol & nouveau ci-c; O pPeSe. Alnsi

ac* ne charge pas l'intérieur de {Xs_>0} ( et donc ne charge

pas {Xs_>0} , qui en différe par un ensemble dénombrable ) .

Pour finir, act est porté(e) par {X =0} - et méme, par cet ensemble
privé de son intérieur. Comme ac* ne charge pas les ensembles dénombra-
bles, on peut remplacer cet ensemble par {XS__XS=O} si 1'on veut.
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Nous avons défini Lg , le " temps local en O" , qui intervient dans
la formule du changement de variables relative & f(t)=|t|. I1 est
clair que l'on peut définir de méme le "temps local en a' , relatif a
f(t)=|t-a|. Il est moins clair que 1l'on peut choisir des versions de
ces "temps locaux" qui dépendent mesurablement du triplet (a,t,w) :
cela résultera du théoréme de C,DOILEANS-DADE sur les intégrales sto-
chastiques dépendant d'un paramétre, qu'on verra plus loin ( je l'es-
pére ). Un tel choix étant fait, on peut en principe calculer tous
les processus croissants Cf de la formule (11.3). Soit en effet la
mesure positive p = %f" ( dérivée seconde de f au sens des distribu-
tions ) . Je dis qu'on a alors
(13.1) Ci = {;001:2 p(da) .

Pourquoi cette intégrale a t'elle un sens ? Parce qu'en réalité, pour
t et w fixés, on a L:(m)=0 pour a assez grand, le temps local ne com-
mengant 3 croitre qu'd partir du premier instant ou Xs(w)=a, et la
trajectoire étant bornée sur [0,t].

Le principe de la démonstration est tout & fait simple., En vertu du
caractére local de l'intégrale stochastique, on a le résultat suivant :
si 1'on a deux semimartingales X et X , sur l'ensemble des w tels que
X (0)=X (w) sur [0,t], tous les temps locaux L?(w) et I2(w) sont égaux
sur [O,%] ( nous omettons les détails ). On peut alors Se ramener au
cas ou X est bornée, & valeurs dens un intervalle compact J. On peut
alors écrire dang J

£(t) = a+Bt + g |t=x|p(dx) = a+Bt + g(t)

et on a simultanément
/ 12 p(da) = /[ 12 p(da) puisque L2=0 pour a¢d
t B t

et d'autre part Cf=Cg , car foX et goX ne différent que d'un processus
de la forme o+BX , pour lequel aucun terme continu & variation bornée
n'est nécessaire. On est donc ramené au cas ou p est 4 support compact,
la fonction convexe étant de la forme f(t)=/|t-x|p(dx) - c'est alors
simplement le théoréme de Fubini.

La formule (13.1) a une conséquence importante : lorsque f(t)=t®, on

acf = <« x%,x° >, d'od la formule
+
(14.1) <X,x°> = J 12 da p.s. sur Q
v = L Tt

il s'agit ici d'une identité entre mesures : donc si h(s,w) est une
fonction positive, mesurable du couple, on a



15

368 123

(14.2) fooh(s,m)d<x°,x°> (0) = [T®da [P h(s,w)dl?(w)
0 S -00 0 8

en particulier, prenons h(s,w)= I[O,t](s)j(xq(m)), ol j est mesurable
positive sur R, Il vient + ‘
. +00
[F30x,(0))a<x, %% (0) = [ “da [ j(X (w))aL3(w)
0 -0 0 S S

et comme dL%(w) est portée par l'ensemble { s : Xs(w)=a {, on a sim-
plement

+00
(14.3) [ 3(x,(0))a<x®,x% (o) = [ Li(w)j(a)da
0 -0

ce qui s'énonce ainsi : pour presque tout w, l'image de la mesure
d<X°,Xc>s(w) sur [0,t] par 1'application s~a>Xs(m) est une mesure
sur B absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue, dont
la densité est L:(w).

Cette interprétation du temps local comme densité d'occupation
est bien connue dans le cas du mouvement brownien, ou <Xc,Xc>f=t .
Mais si 1l'on prend thBt—a(t), par exemple, ou a(t) est une fonction
4 variation bornée et Bt est un mouvement brownien, on a encore
<Xc,Xc>t=t , d'0U le méme résultat. Si a(t):éth(s)ds, ou éthz(s)ds<no,

alors la loi de (Xt) est absolument continue par rapport & celle de
(Bt)’ avec une densité calculable explicitement ( nous verrons cela
plus tard, j'espére ) : il n'y a donc pas lieu de s'étonner , puisque
les " p.s. sur Q" sont les mémes pour les deux mesures. Mais si a(t)
n'est pas de cette forme, il y a lieu de s'étonner !

Revenons aux formules (12.1) et (12.2), que nous écrirons

+ + £
(15.1) X[ =X+ é+ I{XS_>O}dXS + Gy

1

- - t
X -/t
t 0 O+

ou G est le processus croissant ZO<s§t(I{XS_>OlX; +I{Xs_§oixg)+0: .

SO}dXs + G

X t
S—_

Supposons que X s'écrive X, +N+A, ou M appartient & 51 et M =0, ou A
est & variation intégrable, prévisible, avec AC=O. Alors les premiers
membres sont intégrables, les intégrales stochastiques aussi, et donec

G, aussi : G, admet donc un compensateur prévisible, que nous noterons

t t
%A% , et nous introduirons de maniére analogue le processus croissant

prévisible A: pour tout aeR . Ainsi, nous pouvons écrire

t
(15.2) |X-a] = |Xg-a| + [ sen(X _-a)dX  + A: + martingale
0+
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Avec les hypothéses ci-dessus, on a E[A:] < 00 ., I1 faut noter que

A: n'est pas défini de maniére absolument intrinséque : on a pris de
maniére assez arbitraire que sgn(0)=-1 ( continuité & gauche ) ; si
1'on avait convenu par exemple de prendre pour f' la demi-somme des
dérivées & droite et i gauche de f, les formules du changement de va-
riables précédentes seraient restées vraies ( 4 condition de modifier
simultanément la définition dans 1l'intégrale stochastique et dans les
sauts ! ), on aurait eu sgn(0)=0 , et l'intégrale stochastique aurait
ét& modifide d'un multiple de /® g —aji%g  le terme / I, QM

O+ -=aj 8 t

est une martingale, et n'aurait rien changé, mais A: aurait été modifié
. t
)
d'un multiple de é I{XS—=a}dAs .
Admettons qu'il existe des versions de A: dépendant mesurablement
de (t,a,w), et supposons que M soit une martingale de carré intégrable,
que A ait une variation totale de carré intégrable, et que XOeLZ.
Si Hego , On.a

\ t
[ |X,-a|P = [|Xg-a|P + [P [ sgn(X _-a)dX_  + / A: P
H H H O+ 8 5 H

intégrons en a, d'abord de -C a C en nous appuyant sur les formules
/° |t-alda = 2 pour |t|<C , 2C|t|-C*® pour [t|xC
c =

fC sgn(t-a)da = 2t pour |t|<C , 2Csgn(t) pour | t]=C

puis faisons tendre C vers + oo. Il vient

/ xip =/ ( %2+ J¥ 2X__ax_ + [ *®a%aa )P

H a0 o0+ T Mt
ou encore, avec un peu plus d'effort ( décalage en seR )
2 2 t +m ,a .
Xp = X5 + 2/ Xs-dxs + [ Ajda + martingale

-0
que nous comparons a

2 t
X{ = XO + 2é+x _aX  + / d[X X1,

pour déduire que, si <X,X> dés1gne la compensatrice prévisible de
[X,X], on a

(15.3) XX, = X5+ [ *P1jda
-

Ce qui est amusant dans cette formule, c'est que toute semimartingale
spéciale admet des arrétées satisfaisant aux hypothéses initiales du
n°15, et que 1l'on peut donc définir par recollement des processus pré-
visibles A% , tandis que <X,X> n'a de sens que pour des semimartingales
spéciales "localement de carré intégrable”.



370 125

Lorsque X ne posséde pas de partie martingale continue, la formule
(14.1) montre que les temps locaux L: ne servent 4 rien, et il est ten-
tant de les remplacer par les A: . On est donc amenéd 3 se demander si

Ai -~ 3 supposer qu'il soit continu, c'est a dire que les sauts de X
soient totalement inaccessibles - est porté par l'ensemble {s:stai.
S'il en est ainsi, <X,X> sera également continu, et on pourra inter-

préter Ag comme densité de la mesure image de d<X,X> sur [0,t] par

la trajectoire, & la maniére du n°14,

I1 est impossible de donner une réponse générale a cette question
- aprés tout, en théorie des processus de Markov, il faut bien suppo-
ser que les points ne sont pas polaires, et on ne posséde pas de cri-
tére général pour cela . En voici cependant 1l'interprétation probabi-
liste. Pour tout rx=0, posons

T, = inf { s>r @ X =a }

Le processus croissant G% ( formule (15.1)) ne charge pas 1'intervalle
ouvert ]]r,Tr[[. Si 1'on sait affirmer qu'il ne charge pas l'intervalle
1 r,Tr]], qui est prévisible, on saura aussi que sa projection duale
prévisible %Aa ne charge pas ]]r,Tr]], et en faisant parcourir a r
l'ensemble des rationnels, que AZ ( supposé continu ) est porté par
1l'ensemble { s : X =a {. Maintenant, G2 charge 1'intervalle ]]r, T.]]
si et seulement si, par exemple, Xr(m)<a et la trajectoire X (w)
pénétre par un saut dans la demi-droite ouverte ]a,oo[. Pour beaucoup

de processus i accroissements indépendants, on sait qu'un tel compor-
tement est impossible. Voir par ex, dans le séminaire V 1l'exposé de
BRETAGNOLLE sur les travaux de KESTEN,

I1 est trés vraisemblable que la formule (11.3) admet une bonne
extension aux dimensions d>1, mais je ne sais pas le prouver. Je vais
me borner a des résultats fragmentaires.

Peut €tre est il utile de prouver ici le résultat, nécessaire au
th.8 en dimension d, suivant lequel une fonction convexe sur Rd est
lipschitzienne sur tout compact. Soit B une boule fermée de gd , et

soit un nombre m < ing f(x) . D'aprés le th. de Hahn-Banach, f est
xe

égale sur B 3 1l'enveloppe supérieure des fonctions affines h telles
que m<h<f sur B , Ces fonctions affines forment un compact dens 1'es-
pace ( localement compact ) de toutes les fonctions affines sur Rd,
leurs pentes sont bornées, elles admettent donc une méme constante de
Lipschitz K, et leur sup est aussi lipschitzien de rapport K,
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Dans des cas concrets, il est assez facile d'étendre en dimension d>1
la méthode et le résultat du n°11, Par exemple, soit ®(t) une fonction
convexe symétrique de classe gz sur B , telle que 9(t)=t pour [t|x1.
En approchant la fonction f(x)=|x| par fn(x)=¢(nkD/n, on aboutit &

une formule du changement de variables pour le module d'une semimartin-
gale vectorielle., Je ne peux pas én dire plus...

III. SUR CERTAINES PROPRIETES D'INTEGRABILITE UNIFORME

Voici 1l'origine du probléme que 1l'on va traiter ici.

Considérons la forme la plus classique de 1'inégalité de DOOB :
X désignant une martingale , soit Ug le nombre des montées ( upcros-
sings ) de X au dessus de Ja,b[ jusqu'd 1'instant t. Il est bien con-
nu que (b—a)E[Ug] est une quantité bornée. Nous nous étions posé il
¥y a six ans au moins, DELLACHERIE et moi, le probléme de rechercher

la limite de eU:+8 lorsque £+ O ( dans le cas ou X est le mouvement

brownien, cette limite existe p.s., et est liée au temps local de a ).

*

L'idée naturelle consistant a utiliser la topologie faible de L1, nous

nous étions demandé si les v.a. (b-a)Uz sont uniformément intégrables.
Et le résultat de ce paragraphe est une réponse affirmative a cette
question, sous des conditions trés larges. Mais le probléme ne cons-—
titue qu'un prétexte pour 1l'étude de 1l'intégrabilité uniforme de cer-
taines parties de 1l'espace 21.

Reprenons la démonstration classique de 1'inégalité de DOCB, Posons

T, = inf { s : X <a } At
T, = inf {s>T, : X >b} A ¢
= i s A
T3 inf is>T2 Xséa} t

et ainsi de suite. Considérons la variable aléatoire

b .
H, = (XTQ—XT1) + (XT4-XT3) Faos ( termes pairs )

Pour chaque w, cette somme ne comporte qu'un nombre fini de termes non
nuls, dont les premiers correspondent aux montées de X.(m) par dessus
1'intervalle ]a,b[, tandis que le dernier vaut (Xt- L)IA , ou L est
le dernier des TZk—1 < t, et A est 1'événement " la trajectoire ne
remonte plus au dessus de b entre L et t ". On a donc (b—a)Ug +

b
(Xt--XL)IA < Ha y donc comme X;<a 5 .
Ha + (a—Xt)

HP

b
(b—a)Ug < HD + (XX, <

*
a + 2Xt
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(Dans tout ce paragraphe, on emploiera la notation X: pour noter
sup,_; |Xs| , et X* pour X;)). La premiére majoration est tradition-

nelle ( inégalité de DOOB ), la seconde plus brutale élimine complé-
tement le rdle de a et b dans le probléme d'intégrabilité uniforme,
dés que X; est intégrable, et le raméne 3 un probléme sur les intégra-
les stochastiques. En effet, on peut écrire

b _ b A
HY = f JstS , OU J_I]T

a 5 +I]T T ] ... €8t prévisible,

1? 2]
compris entre O et 1 .
On est donc amené & se poser le probléme suivant, beaucoup plus inté-
ressant que le probléme initial ; t y est supposé fini :
Pour quelles semimartlngg_%g X peut on affirmer que toutes les
(18.1) intégrales stochastiques [/ J Jax_ , ou J est prévisible et |J|<t,

forment un ensemble uniformément intégrable 7

-

La réponse est tout a fait simple :

THEOREME, X posséde la propriété (18.1) si et seulement si la semi-
martingale arrdtée X' s'écrit XU=M+a, ol M appartient & 51 et A est un
processus & variation intégrable.

De plus, on obtient la méme classe de processus en remplagant dans
(18.1) " uniformément intégrable™ par " borné dans L1" .

t
DEMONSTRATION. Quitte & remplacer X par Xt, nous pouvons remplacer /
par /a). D'autre part, en prenant Jé:O pour s>0, on voit que X0
0

doit etre intégrable, et on se raméne au cas ou X =0.

La propriété (18.1), ou sa forme affaiblie, entraine que X est
spéciale. Nous utilisons le critére IV,32, d) . Soit le temps d'arrét

T = inf{ s : |X fzn} A inf{ s : Erss AXi >n |

Prenant J=I[O T] , nous avons que XTeL , donc AXTeL1 , donc
1/2
( £r<T NG ) , et X est spéciale.

Ecrlvons alors X=M+A, oi M est une martingale locale nulle en 0
et A un processus VF prévisible nul en O, Soit @s)une densité prévisi-
ble de la mesure dA  par rapport 8 |dAS| , prenant les valeurs +1 et
-1, Soit J=I[O,S]D , ou S réduit fortement la martingale M. Alors

0 ]
[Paax = [®gamd 4/ |dA_|. En intégrant, et en notant que le pre-
0 S S 0 S S 0 S

mier terme au second membre a une espérance nulle, tandis que le pre-
mier membre est borné dans ! , on voit ( lorsgue St ) que A est &
variation intégrable., Mais alors, il est clair que les v.a. f J dhg
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sont uniformément intégrables, et par conséquent il en est de méme

des /® J_dM_ . Prenant J=I[O R] * ou R est un temps d'arrét, on voit
0 S S ’ ]
que la martingale locale M appartient a la classe (D), donc est une

vraie martingale uniformément intégrable.

Reste & voir qu'elle appartient & 51. A cet effet, désignons par
T une subdivision finie (ti) de [0,00], et désignons par (ek(w)) une
suite de v.a. indépendantes , définies sur un espace auxiliaire(w,g,pL
prenant les valeurs 11 avec probabilité 1/2 ( fonctions de RADEMACHER).
D'aprés la propriété (18.1), il existe une constante K telle que 1l'on
ait, pour tout w
/IeO(W)(Mt1(m)—Mto(w))+..+sn_,(w)(Mm(w)--Mt (w) |P(dw)<K
Q n-1
Intégrons en w , ce qui revient & intégrer sur WxQ par rapport a
p®P , et intervertissons :

(18.2) /P(dw)/p(aw) Jeg(w)( )+ e (W) ()] <K

Maintenant, il existe un lemme classique, le lemme de KHINTCHINE, qui
dit ceci : quels que soient les nombres ay
/p(dw)|aoeo(w)+...+a 1(W)| ~ (2

n-15n-
en ce sens que le rapport des deux membres est borné inférieurement

)1/2

O<1<n an

et supérieurement par deux constantes >0, indépendantes de n . Appli-

quant ce résultat a (18.2), nous voyons que ( notation S, : n°3 )
E[JSTKM)] < cK ol c est une constante

et maintenant nous appliquons le n°4, et le lemme de Fatou, pour en
déduire que E[J/IF,M an] < cK , de sorte que M appartient & §1.

La réciproque est sans doute plus intéressante. Si X=M+4A, ou M
appartlent a H1 et A est a variation intégrable, les v.a. /a)J dA
( |d]< 1) sont toutes majorées par /® IdA |eL1 I1 nous sgfflt donc
0

de montrer que toutes les v.a. ® Jdes sont uniformément intégrables.
0

Nous allons montrer mieux : les v.a. (J-M)* sont uniformément inté-
grables. Nous en donnerons une démonstration rapide par un théoréme
marteau-pilon, et le principe d'une démonstration élémentaire.
Rappelons le lemme de LA VALLEE POUSSIN ( Probabilités et Poten-
tiels, 1e éd. n°® II,22 , 2e éd. , méme numéro ). Une famille de v.a.
positives Zi est uniformément intégrable si et seulement s'il existe
une fonction & sur B, convexe, croissante, telle que $(0)=0, que

lime o @'(t);+m » et que sup; E[@(Zi)]<xo . Quitte & remplacer @
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t .
par / 8'(s)As ds, nous pouvons supposer que & est a croissance
0

modérée. Appliquons ce résultat 3 1l'ensemble constitué par la seule
variable intégrable JlM,Mla> , et posons J.M=N, Comme nous avons

[(N,N]< [M,M], nous avons aussi E[Q(JIN,NIG)] < E[ (/MM a>)]‘ Par
conséquent, d'aprés 1'inégalité de BURKHOLDER-DAVIS-GUNDY (IV.30)
E[3(N")] < cE[Q(JIM,Mloo)] indépendamment de J

et les v.a. N* sont uniformément intégrables.
Pour éviter 1l'emploi du lemme de L-V.P,, on peut procéder ainsi.
On part de IV,29.2 ( inégalité de DAVIS, moitié facile )

* %
E[Noo_NT—IgT-] < cE[JIN,NIQ—IN,NIT_IET] < cE[WIM, V] T, ¥ ol Ep]

Prenant T = inf { s : N;>A§ ( =inf { s : INS|>Al '), ona N;_;A et

par conséquent , comme {T<w | = lN;)>A }
/ (N* AP < [/ o/IM,M]_ P
{N:) SAb @ = {N:; s e

* * *
Sur {Nm >2A} on a N,-A >N /2 , donc
/ N P < 2¢f JTIP
¥* o0 = %
{Nm>2M {Nm>M
D'autre part , E[N;)]g cE[WTTJ], donc P{N;6>A} tend vers O lorsque A—e
uniformément en N ( ou J ), et 1'intégrabilité uniforme en découle,

Nous revenons maintenant au probléme posé au début du paragraphe.
I1 résulte immédiatement de la discussion du n°15 que si X gatisfait
aux conditions du th.18, toutes les v, a.(b—a)U sont uniformément in-
tégrables ( majorer le reste Rb par 2X*eL ).

Soit maintenant X une semimartingale quelconque, que nous écrivons
X=X +M+A ( M est une martingale locale nulle en O, A est & VF nul en
0 ). I1 existe des temps d'arrét Tn tendant vers +oo tels que

- X, soit intégrable sur {T >0}

-1 redulse fortement M ( donc M B appartienne a d )

- / nT|dA | soit intégrable

Désignons par U%b ( 11 faut bien laisser de la place pour t ! ) le
nombre de montées de X sur Ja,b[, jusqu'd l'instant t compris : ce
sont des processus croissants continus a droite, nuls en O, et le
résultat précédent nous dit que
pour tout n, les v.a. (b-a)U%b_ sont uniformément intégrables
n
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(appliquer le théoréme & la semimartingale Yt_X I{T>O}+M + tI{t<T§

ab ab
+ Ap I oy ). Comme on a Uy~ < UTn_ + 1, on a le méme résultat sur

les intervalles [O,Tn] fermés, & condition que b-a reste borné.

Nous apportons maintenant un complément au théoréme 18,

THEOREME, Soit X une semimartingale. Supposons gue pour tout proces-
sus prévisible J tel que |J|<! la v.a. f J X, soit intégrable. Alors

l'ensemble de toutes ces v.a, est borné dans L1 ( et alors, d'aprés
18, X satisfait & (18.1), et l'ensemble de toutes ces v.a., est unifor-
mément intégreble ).
COROLLAIRE, Soit M une martingale uniformément intégrable, mais n'ap-
partenant pas & §1. Il existe alors un processus prévisible J tel gue
191t , et que (M) ¢L'.

En effet, si M est uniformément intégrable, on peut appliquer le
résultat précédent & la (semimartingale X définie par

Xs = Ms/1—s si Ogs<t , Xs=Ma> si s>1

de maniére 4 se ramener & un intervalle de temps fini ( bien entendu,
il faut effectuer ce changement de temps sur les tribus aussi ). On
construit alors un processus prev131ble J par rapport & la nouvelle
famille de tribus tel que (J-X) ¢L » et on pose J .= t/1+t . Alors
on a (Je M) = ('J'-X)1 , car J.X et X sont continues au point 1.

DEMONSTRATION DU TH,20, La condition de 1'énoncé entraine que XO
(41{0}-X)t ) est intégrable. On peut donc se ramener au cas ol X,=0.

Puisg, en arrétant X & t, nous pouvons nous ramener au cas ol toutes
les intégrales stochastiques wasts existent et sont intégrables.,
0

Comme dans la démonstration de 18 (début), nous voyons que X est spé-
ciale, et considérons sa décomposition canonique X=M+A ( M martingale

locale nulle en O, A prévisible & VF nul en O ),
Soit (T ) une suite croissante de temps d'arrét, tendant vers +oo,

telle que les V.a. / n |dA | soient intégrables et que les T, rédui-

sent fortement M, Soit £ 1l'espace de Banach des processus prévisibles,
muni de la norme de la convergence uniforme., Si des Jkeg convergent

dans P vers J, les intégrales stochastiques f°° dX convergent en
t
probabilité vers é JgdXg o Pour le voir, on remarque que / é ’
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que l'ensemble {Tn<ti a une probabilité petite pour n grand, et que
sur {Tngt} les intégrales stochastiques colincident avec les intégrales

LT
par rapport a X n , pour lesquelles on a convergence dans L1. I1 en
résulte que la fonction réelle positive F sur P

F(J) =E[ | éaﬁsdxs | 3]

est semi-continue inférieurement sur g ( lemme de Fatou ). Notre
hypothése sur X signifie que cette fonction est finie sur g . D'aprés

le théoréme de Baire, 1'un des fermés { J : F(J)zn } a un point inté-
rieur, ce qui signifie que 1l'application linéaire JL—>/ Jd dX de P

dans L admet un point de continuité. Elle est alors bornee, et le
théoréme est &tabli.

IV. SUR LE THEOREME DE GIRSANOV'

" Nous conservons toutes les notations précédentes, et considérons
une seconde loi de probabilité Q , équivalente & P ., La famille de
tribus (gt) satisfait alors aux conditions habituelles par rapport
3 Q aussi bien qu'd P, les ensembles évanescents, les tribus option-
nelle et prévisible sont les mémes pour Q et pour P, Soit M la martin-
gale/P

ou M est une densité de Q par rapport a P sur F . Alors, pour tout
temps d'arrét T, MT est une densité de Q par rapport a P sur FT‘ La
martingale M est positive, uniformément intégrable. I1 est bien con-
nu qu'une martingale positive ( ou méme une surmartingale positive )
M garde la valeur O & partir de l'instant inf {t:M=0ouM =0]
( cf. probabilités et potentiels, VI.T15 ). Comme Q et P sont équiva-
lentes, Ma> est P-p.s. strictement positive, donc pour P-presque tout
w la fonction M (0v) est bornée inférieurement sur [0,00] par un nombre
>0 ( elle est aussi bornée supérieurement par un nombre fini, mais
c'est plus banal ), Nous dirons que M est la martingale fondamentale.
Un processus cddlag X est une martingale/Q si et seulement si le

processus XM est une martingale/P. Il en résulte aussitét que X est
une martingale locale/Q si et seulement si XM est une martingale lo-
cale/P. Cela va nous permettre de démontrer sans peine le théoréme
suivant, cas particulier d'un résultat qui semble avoir été établi
indépendamment par divers auteurs ( sous des hypothéses variables

1. Ce paragraphe résulte de discussions avec C.DELLACHERIE et C,YOEURP.
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d'™équivalence locale” de mesures : je pense que le résultat le plus
complet est dd & JACOD ),

THEOREME, X est une semimartingale/Q si et seulement si X est une
semimartingale/P.

DEMONSTRATION, Il suffit évidemment de montrer que toute martingale
locale/Q X est une semimartingale/P., Or XM est une martingale loca=-
le/P , que nous noterons Y, Autrement dit, il suffit de montrer que
si Y est une martingale locale/P, ﬁ est une semimartingale/P. Ou
encore, que 1/M est une semimartingale/P. I1 n'est pas tout a fait

évident que la formule du changement de variables puisse s'appliquer

4 la fonction F(t)=1/t, qui n'est pas de classe g2 sur la droite,

mais on peut 1l'établir par l'argument de localisation de IV,21 ( qui

nous a permis de supprimer 1'hypothése que les dérivées de F &taient

bornées sur B ), Un autre argument simple est le suivant. Soit
Tp,=1inf {t : M < 1/n |

n _ n : o
et soit Nt = MtI{t<Tn¥ + M n-I{thni . Alors N* est une semimartin

gale/P bornée inférieurement, et il est immédiat que 1/Nn est une
semimartingale/P. Comme les Tn tendent vers +m , on peut appliquer

le théoréme IV,33 : 1/M colincide sur 1l'intervalle ouvert tCo,z (C

avec la semimartingale 1/Nn » €lle coincide donc sur l'intervalle
fermé [[O,Tﬁ]] avec une semimartingale, et c'est une semimartingale/P.

Soit X une martingale locale/P , Pouvons nous faire apparaltre
explicitement X comme une semimartingale/Q , c'est & dire déterminer
un processus & VF A tel que X-A soit une martingale locale/Q , ou
M(X-A) une martingale locale/P ? Une telle décomposition fait 1'objet
du théoréme de GIRSANOV, &tabli en toute généralité dans le travail
de YOEURFP, auquel nous renverrons. En voici un énoncé. Introduisons la
martingale locale/P
(24.1) L= é %ff de sorte que M = Me(L).

Alors, si le crochet obligue <X,I> exigte, X-<X,I> est une martingale
locale/Q, M(X-<X,I>) une martingale locale/P. Mais que peut on dire si
le crochet oblique n'existe pas ?

THEOREME. Soit X une martingale locale/P. Alors X-B est une martingale
locale/Q, ol

t t
(24.2) B, = /0 &ZMlg _ /% Maogry 1]
t0 s 0 Mg S
X est une semimartingale spéciale/Q, i.e. il existe A prévisible tel

que X-A goit une martingale locale/Q, si et seulement si <X,I> existe,
et alors A=<X,I> 3 un processus constant prés.
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DEMONSTRATION, Il s'agit de trouver B tel que M(X-B) soit une mar-
tingale locale/P ., Dans la formule d'intégration par parties suivante,
les différentielles soulignées d'un __. sont celles de martingales
locales/P

d(M(X-B))S = (X—B)S_dMS + M _dX - M _dB +d[M,X—B]S

Nous décomposons le dernier terme en deux : d[M,X]S - d[M,B]s , et
nous remarquons - comme B est un processus VF - que d[M,B]S se réduit
a AMSABSSS , ou encore & AMsst , qui se regroupe avec le terme en
Ms-st . Finalement, la propriété qui caractérise B est

(24.3) d[M,X]S - M dB = dYSV ou Y est une martingale locale/P

Le plus simple est de prendre Y=0, ce qui donne pour B la valeur
(24.2). Supposons maintenant que B soit prévisible. Alors YOEURP a
montré ( cela revient & la formule d'intégration par parties IV,38 )
que [(M,B] est une martingale locale, de sorte que 1l'on peut souligner
d'un ___ d[M,B] dans la formule de départ, et qu'il reste simplement
(24.3) alM,X], - M, aB_ = avg

ce qui exprime 1) que [M,X] admet une compensatrice prévisible, donc
que <M,X> existe, 2) d'aprés 1l'unicité, que Ms-st = d<M,X>s sauf en
O - on n'a pas l'unicité compléte, car on n'impose pas a YO une valeur
déterminde. Ces deux conditions équivalent a l'existence de <L,X>, et
au fait que B=<L,X> & la valeur en O prés. 7

Nous allons maintenant appliquer les résultats obtenus sur la
variation quadratique des semimartingales (n°4). Soit X une semimartin-
gale ( inutile de préciser si la mesure est P ou Q : cela revient au
méme ). Puisque - avec les notations de 4 - ST(X) converge en proba-
bilité & la fois pour P et Q lorsque le pas de la subdivision T tend
vers 0, la limite [X,X]t est la méme pour P et Q. Mais d'autre part,
les parties martingale continue/P ( notée X°) et martingale continue/Q
( notée X°) ne sont pas les mémes, en général, pour P et Q, et nous
avons [x,x], = <x",x°>,G * I Axg =< ’5’(0,3{°>t * Zg 4 sz
d'ol une premidre conséquence :~<X°,X°> = <X°,X°> . BEn particulier,

si X°=0, nous avons aussi X°=0 .
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Maintenant, écrivons X=X°+Y, ol Y est sans partie martingale continue/P,
Nous avons aussi X:(X°—<L,X°>)+(Y+<L,X°>). Le premier terme est une
martingale continue/Q, le second une semimartingale sans partie martin-
gale continue/Q. Autrement dit, nous avons prouvé :

La partie martingale continue X° de la semimartingale X pour la loi
Q est égale & X°-<L,X% ,

Nous allons maintenant &tablir un théoréme simple et utile, cas parti-
culier de résultats beaucoup plus généraux de Cath, DOLEANS-DADE, que
j'espére que l'on verra plus loin.

THEOREME, Soit H un processus prévisible localement borné, et soit X
une semimartingale ( inutile de préciser si /P ou /Q ). Alors les inté-
grales stochastiques HpX et HéX prises au sens de P et Q sont égales.
DEMONSTRATION, I1 suffit de traiterle cas ou X est une martingale loca-
le/P. Soit Y=HﬁX . Alors Y- %o[Y,M] est une martingale locale/Q 4!
aprés 24 : notons la Y. Comme Y=HgX , nous avons [Y,M] = He[X,M], et
nous avons pour togte gemimartingale/P , notée U :

o H

(%,0],= [Y - §-[x,4],U] = [Y,U],- Tagt me AX _AM AU

=(He[ X~ [X,M],0]), = (H-[%,U]), (car [Y,Ul=H.[X,UD),

en désignant par i la martingale locale/Q X- ﬁ-[X,M]. Prenant pour
U une martingale locale/Q , nous obtenons la relation caractérisant

1l'intégrale stochastique HQX : ainsi Héi = ¥, puis comme X = X+ ﬁ-[X,M]

HoX = Hof + pelx,ml = ¥+ elx,M] = Hex .

V. REPRESENTATIONS DES FONCTIONS BMO

Notre but dans ce paragraphe est l'extension au cas continu d'un
magnifique théoréme de GARSIA concernant BMO en temps discret : il
s'agit de montrer que le "modéle" d'élément de BMO donné au m°V.2
est en fait 1'élément de BMO le plus général ( ce n'est pas tout &
fait exact, car il y a deux modéles légérement différents : voir 1!
énoncé précis ). Mais nous fsisons de nombreuses digressions autour
de cette idée. La méthode utilisée est celle de GARSIA,

Nous commengons par un résultat d'analyse fonctionnelle, plutdt
amusant ( le lecteur regardera le cas particulier od Q est réduit &
un point ! ). Nous considérons un espace mesurable (Q,F) , et dési-
gnons par X l'espace des processus mesurables (Xt)’ bornés, dont



27

380 135

toutes les trajectoires X (w) sont cédldg. sur [O,00] : un processus

'~ XeX est donc une fonction sur [0, [xQ, mais la limite & geuche Xy

existe & 1'infini, et nous conviendrons toujours que XO_=XOO=O. Nous
posons X*(w)= suptIXt(w)l.

THEOREME, Soit H une forme lindaire sur X possédant la propriété
suivante

(27.1) Si des X"ex' convergent vers O en restant uniformément
bornés, et si X®* 50 sur O, alors H(X*) -0 .

Alors i1 existe deux mesures bornées « et B sur [0, Ix0 telles
que
(27.2) H(X) = [ X (0)a(ds,dw) + /X _(w)B(ds,dw)

I1 y 2 unicité si l'on impose & B de ne pas charger {0}x?, & « de
ne pas charger {o {xQ, et & B d'étre portée par une réunion dénombra-
ble de graphes de v.a, positives.

DEMONSTRATION, Par un raisonnement familier, nous allons montrer 4!
abord que H est différence de deux formes linéaires positives.
Posons pour tout Xex H+(X) = sup H(Y) . Cette quantité est
X

SIS
finie, car sinon il existerait des™ - Y™ positifs tels que Ynéx,

H(Yn)gn , et les Xn=Yn/n contrediraient (27.1). On a évidemment
HY(tX)= tH'(X) (420), et d'autre part H' (X+X')=H'(X)+H'(Y') ( raison-
nement familier : tout Zex' majoré par X+X' peut s'écrire Y+Y', ou
O0Y<X, OY'<X') . Enfin, H' satisfait & (27.1) : sinon, il existerait

des XPex™ tels que Xp*4> 0 P-p.s., et que H+(Xn) reste > , et 1l'on
pourrait trouver des Y? tels que ogYngxn et H(Yn) reste 36/2, ce qui
contredirait (27.1). H' se prolonge alors & ¥=k"-¥" en une forme 1li-
néaire positive, on a que HY-H=H" est une forme lindaire positive qui
satisfait a (27.1). On pose |H|=H++H_ , et on rappelle que ( par un
raisonnement classique )
|H|(X) = sup H(Y) si Xex'
|Y[=X

Considérons 1'ensemble W formé des éléments de [0,00 Ixx{+,-} qui
sont, ou de la forme (t,w,+) avec O<t<w , ou de la forme (t,w,=) avec
O<t<o o Si C est une partie de [0,00 Jx?, nous notons C+ la partie de
W formée des (t,w,+) tels que O<t<w , (t,w)eC , et C_ 1l'ensemble des
(t,w,~) tels que O<t<w , (t,w)eC . De méme, si ¢ est une fonction
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sur [0,00 2 , ¢, est définie sur W par c,(t,0,-)=0, c_(t,0,+)=
c(t,w), et c_ par c(t,w,+)=0, c_(t,w,-)=c(t,w) - c'est le prolonge-
ment aux fonctions de la notion précédente pour les ensembles. Enfin,
8i X est un processus appartenant & X , nous lui associons la fonc-—
tion X sur W définie par

X(t,w,+)= X () X(t,w,-) = Xt_(m)

( cela explique pourquoi nous avons des notations en + et - ! ). Nous
désignons par ¥ 1l'ensemble des X y Xek , et par W la tribu engendrée
sur W par ¥ . Il est clair que X est un espace vectoriel, stable pour
les opérations A et V , contenant les constantes, et que Xt X est
une bijection de X sur X . Nous pouvons donc définir une forme liné-
aire B sur ¥ par la relation H(X)=H(X). Nous démontrons :

LEMME, I1 existe une mesure bornée ( gignée ) v unique sur (W,W) tel-
le gue H(X)=v(X) pour tout XeX. la mesure associée & la forme lindaire
|H| est alors égale & |v|.

Pour prouver l'existence, nous pouvons supposer H positive ( nous
en déduirons 1l'existence pour H quelconque par différence, et l'uni-
cité est une conséquence familiére du théoréme des classes monotones :
deux mesures bornées égales sur K réticulé sont égales sur la tribu
engendrée ). Tout revient & prouver que si H est positive et satisfait
& (27.1), alors H satisfait & la condition de DANIELL : si des X'eX
tendent vers O en décroissant, alors B(X®) + 0. Introduisant les X
correspondants, et utilisant (27.1), il nous suffit de montrer que
™* 50, Or soit wen et E&Jw): {te[0O,0 ] : X:(w);e ou Xg_(w)ge} ;

les Kn(Q) sont des compacts qui décroissent, et la condition limn ™
=0 entraine que l'intersection des Kn(w) est vide, donc Kn(m)=¢ pour
n assez grand, quel que soit &, et cela signifie que *(w)>0 .
La derniére phrase de l'énoncé se lit ainsi : si v est une mesure
sur la tribu W engendrée par ¥ réticulé, alors pour toute fe¥X' on
v(g). Ce résultat devrait figurer dans tous

a |v|(f) = sup

geX , |gl<f
les bons traités d'intégration, mais il ne figure méme pas dans les
mauvais,
Notre probléme consiste maintenant & ramener v sur [0, JxQ. A cet
effet, nous faisons les remarques suivantes.

a) Soit S une fonction P-mesurable positive, et soit [s] son graphe.
Alors [S]+ et [S]_ appartiennent & W. En effet, soit X 1'indicatrice
de [S,S+e[ ; X appartient & X, X est 1'indicatrice de [S,S+e[ U
18,8+e]_ , qui appartient donc & W , aprés quoi on passe &
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" 1'intersection sur e=1/n et il vient que [S]+e! . On traite l'autre

cas en regardant [(S-¢)¥,s[.

b) 8i C est une partie mesurable de [0,00 ]2 , alors C,UC_e W .
Pour voir cela, il est plus simple de montrer que si c est mesurable,
alors C +C_ est Y¥-mesurable. En effet, il suffit de vérifier cela pour
des fonctions ¢ qui engendrent la tribu g([O,w])x_F__‘ , et nous choisis-
sons les processus mesurables X & trajectoires continues . Alors

X,+X_ =X, et c'est évident.

LEMME, Il existe trois mesures u+,p._,ﬁ sur [0,0 XY , possédant les
propriétés suivantes

1) p, est portée par [0,00 [, et par une réunion dénombrable de
graphes. Pour tout graphe [S] on a p+([S])=v([S]+).

2) p_ est portée par ]O,w]x?, et par une réunion dénombrable de
graphes. Pour tout graphe [S] on a p_([8])= v([S] ).
3) 1 ne charge aucun graphe.

4) Pour tout Xe¥, on a
(27.3) H(X) = /X (0)p(dt,du) + /Xt(m)fx,(dt,dm)+ JX;_(0)p_(dt,dw)

De plus, ces mesures sont uniques, et les trois mesures assocides &

la forme linéaire |H| sont lp.+|,|p_|,|11| .

Construisons par exemple By o Considérons une suite (Sﬁ) de v.a. tel-
le que la mesure de G = U[Sn]+ pour la mesure |v| soit maximale.
n —_—

Quitte & remplacer Sn par +oo sur U {Si=Snl, on peut supposer que les

graphes [Sn] sont disjoints dans [0,0 [x . Nous posons

v =1, .,v,

+ G +
Puisque v

v, -mesurable et porte v

+ + +
est 1l'intersection de C+ U C_ avec un ensemble portant v, et nous

est portée par G+ < (0,m ]xQ)+ , ce dernier ensemble est
. Pour tout C mesurable dans [0, ]x?, C

pouvons définir une mesure p 4+ en posant

p(C) = v, (CUC) = v,(C,) .
On vérifie aussitdt que p, est portée par la réunion des [Sn] et
satisfait & 1), en raison du caractére maximal de G, . La construction
de p_ et v_ est exactement semblable. Nous posons enfin

v = Vv, =v_ p(c) = G(C+ ue.) .

Vérifions (27.3). Le seul point délicat est celui des notations.
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Notons u la fonction (t,w)r€>Xt(w) , v la fonction (t,w)~4>Xt_(w).

Alors X =u_+v_ et nous avons

+
H(X) = v(X) = (v++3+v_)(u++v_)

Nous développons v+(u++v_)=v+(u+)=p+(u ). De méme, v_(u++v_) =
p_(v). Enfin , u et v ne différent que sur une réunion dénombrable de
graphes, et v ne charge aucun graphe [S]_ , donc v(v_)=Y(u_) et 1'on

a v(u++v_)=3(u++u_)=ﬁ(u). Ainsi H£X)=p+(u)+ﬁ(u)+p_(v), et c'est (27.3).
I1 ne reste plus qu'a poser o=p U, B=p_ pour avoir (27.2).

Remarque. Seule la phrase soulignée ci-dessus a servi : il importe peu
que v charge des graphes [S]+. La décomposition au moyen de By n'a
donc servi & rienm, il suffit d'isoler p_ .

Achevons la démonstration du lemme, et donc du théoréme. Nous lais-
serons de coté 1l'unicité. Quant & la derniére phrase, il suffit de
remarquer que la décomposition de H en deux formes Y et H™ correspond
3 celle de v en les mesures étrangéres v' et v, et que les couples
de mesures (uI T W), (w ,ﬁh) sont des couples de mesures
positives étrangéres, fournissant ainsi les décompositions canoniques

de fi o p_sfhe

REMARQUE, Cette démonstration est en substance celle par laquelle
Catherine Doléans établit l'existence de la décomposition des surmartin-
gales, Voir le n°30,

L'application & Egg repose sur le corollaire suivant, dans lequel
©,F) est & nouveau muni d'une loi de probabilité P.

THEOREME, Supposons que la forme lindaire H du n°27 satisfasse & la

condition

(28.1) [H(X)| < cE[X*] si Xex
Elle admet alors la représentation

(28.2) CHEX) =/ X, 34, + [/ dB

X
[0,0:)[ 7t ]O,(D]t— t

ol A et B sont deux processus & variation intégrables non adaptés,

-

A non nécessairement nul en O, B nul en O et pouvant sauter a 1l'infini,
purement discontinu, A et B &tant de plus tels que
O,CO] S S =
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DEMONSTRATION, Commengons par le cas ol H est positive. Alors (28.1)
entraine (27.1), et H admet la représentation (27.2). De plus, si

U est un élément P-négligeable de F, Xt(m)=IU(w) définit un proces-
sus caddlég. tel que X*=0 P-p.s., donc H(X)=0, et 1'on voit que « et

B ne chargent pas les ensembles évanescents, d'ol la représentation
(28,2) d'aprés le chap.I, n°2, Enfin, si Xt(m)=U(w) est un proces-
sus cadldg, constant en t, on a X*:lU , et la relation (28,1) s'éerit
B{(A +B_ )U] < cE[U] si Uz0 est bornée, d'od (28.3).

Si H n'est pas positive, nous écrivons que pour Xex"

|H] (X) = sup H(Y) Y parcourant 1l'ensemble des éléments de X
Y majorés par X en valeur absolue

Alors |H|(X) g c.supy E[Y*] = cE[X*]. I1 en résulte & nouveau que ||

et |B| ne chargent pas les ensembles P-évanescents, d'ol les représen-
tations (28.2) pour H et |H|, les processus associés & |H| étant

t t o
é |dAS| et é Istl. I1 ne reste plus qu'd appliquer le cas précédent,
a la forme lindaire positive [H|.

Voici le théoréme de GARSIA, étendu au cas continu

THEOREME, Soit M une martingale telle gue [M]gyo s! . Il existe alors
un_processus & variation intégrable adapté (Jiff tel que

(29.1) E[ / |dJs||ET] < ¢ pour tout t.d'a. T .
[T,00[ -

et un processus & variation intégrable prévisible (Kt)’ nul en O,

-

pouvant sauter a 1'infini, tel que

(29.2) Eth,oo]ldKSHET lse,

tels que l'on ait
(29.3) Moo=Joo+ Km

DEMONSTRATION, Définissons une forme linéaire H sur l'espace des
martingales bornées en posant
H(X) = E[XOON%D ] si X est une martingale bornée

Comme M a une norme BMO < 1, que BMO est le dual de 21, et que 21
peut &tre défini par la norme E[X*] (V.33), on a |H(X)|< cE[X*].

Grice au théoréme de HAHN-BANACH, nous savons que H est prolongea-
ble & ¥ suivant une forme lindaire satisfaisant & la méme inégalité,
que nous noterons encore H, et qui admet une représentation donnée
par le théoréme 28. Alors, avec les notations de ce théoréme, nous

avons pour toute martingale X bornée
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B[X M_]=©[/ XdA_ + [ X 4dB_ ]
00 o,m[ 5 © 10,0] 5= 8
Soient respectivement J la projection duale optionnelle de A, K
la projection duale prévisible de B, Comme les variations totales
de A et de B sont bornées par ¢ , nous avons (29.1) et (29.2).
D'autre part, la formule précédente s'écrit

S

E[Xme] = E[{O,oo[xs('w + go’m ]Xs_sz] = E[xOD I +X00K00]

d'ou (29.3), Xooétant une v.a. bornée arbitraire.

REMARQUE, Dans le cas discret, X, est la valeur de X 4 1'instant

n-1, de sorte qu'on peut faire entrer le second terme dans le premier,
4 1'exception de 1l'intégrale portant sur {o}. Ainsi, on peut réduire
B 4 son " saut 4 1'infini", et la condition (29.2) exprime simplement
que ce saut est borné, Ainsi, dans le cas discret, Koo peut étre pris
simplement égal & une v.,a, bornée. On obtient alors la forme indiquée
par GARSIA dans [21], th.II.4.1, p.48 (1,

Nous nous engageons maintenant dans des digressions au sujet du
théoréme 27, aprés quoi nous reviendrons au probléme de représentation
de BMO .

APPLICATION A LA DECOMPOSITION DES SURMARTINGALES

Nous allons regarder de prés la méthode qui nous a conduit aux
théorémes 27 et 28, et l'utiliser & d'autres fins que la représenta-
tion de BMO : elle permet en effet de démontrer rapidement des théoré-
mes de décomposition des surmartingales.

Nous fixons d'abord nos notations. Nous désignons par X une surmar-
tingale forte optionnelle, positive et appartenant & la classe (D).
Autrement dit, X est un processus optionnel positif, satisfaisant &
1'inégalité des surmartingales pour les temps d'arrét

si S<T , XsiE[XTlgsl p.s. ( avec la convention Xa)=0 )
et telle que toutes les v.a. XS, ou S parcourt l'ensemble des temps
d'arrét, soient uniformément intégrables. Soulignons que ces hypothé-
ses n'impliquent aucune espéce de propriété de continuité de X, ni
que X soit un potentiel au sens usuel de ce terme.

(1) J'en profite pour remercier R,CAIROLI, grdce & qui j'ai maintenant
un exemplaire de [21] ( cf. p.91 ).
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Une variante de cette définition est celle des surmartingales for-
tes prévisibles , processus prévisibles positifs (Xt)tem , satisfai-
sant a XSEE[XT'ES-] ( avec la convention Xa)=0 ) si S et'T sont deux
temps d'arrét prévisibles tels que S§T. Ces processus sont assez peu
utilisés, et c'est malheureusement & eux que s'applique directement la
méthode du théoréme 27. Pour traiter les surmartingales fortes option-
nelles, il faut travailler sur les processus cdgldd., non cadldg. Cela

va nous obliger 3 de nouvelles notations.

Nous désignons par X, l'espace des processus cidldg. prévisibles
élémentaires , i.e. l'espace vectoriel engendré par les processus
I[S,T[ sur [0, [%? , od S et T sont deux temps prévisibles tels que

S<T - je devrais ¢crire [S,T[[ , mais c'est trop compliqué, De méme ,

£, sera l'espace vectoriel engendré par les processus cdglad, prévisi-
bles élémentaires sur [0,00 I, c'est & dire par les I{leA (Aego) et
les I]S,T] , o0 S et T sont deux temps d'arrét tels que S<T ( noter,

pour la mémoire, que ¥ est 1'initiale de ¥3dldg et £ celle de fadcdg !)
Un élément U de £, s'écrit de maniére unique

n
(30.1) U = apligjea * Zj=1 ajI]Sj,Tj]
ol n est fini, agseserdy sont des constantes, A appartient & EO’
les Si’Ti sont des temps d'arrét tels que S1§T1§82...§ Snng , avec
0<S1 ’ Si<Ti sur {Si<no}. Nous définissons alors une forme linéaire

H sur £, en posant
(30.2) H(U) = ay/ X,P + z ajE[XS'—XT.]

A 7l
H est manifestement positive. Nous voulons démontrer d'abord
LEMME. Il existe deux mesures positives « et B sur [0, ]xQ , ne
chargeant pas les ensembles évanescents, telles gue pour Ues,

(30.3)  H(U) = {0’ U’°+(w)“(dt’d“’)+§o,w ]xQUt(w)B(dt.dm)

00 LXQ

I1 y a pour cela deux méthodes : 1'une est celle de C.DOLEANS-DADE,
1'autre passe par les espaces 4'ORLICZ, et elles sont toutes deux
assez intéressantes.

PREMIERE METHODE, Nous reprenons la démonstration de 27, en munissant

[0, ]xQ de la tribu prévisible P. Nous dédoublons l'espace comme au
n°27, et munissons W de la tribu ! engendrée par les fonctions U, ol
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Ues, et
U(t’m’+) = Ut+(w) ’ U(tywy"): Ut(“’)-

Nous vérifions comme aux pages 136 et 137 que

.

a) Si S est un temps d'arrét , [S]+ appartient a W ( U=I]S S+g] @ppar-
’

v
tient & £, , donc [S,S+e[,U]S,S+e] appartient & W
+ - =

intersection en € ), et si S est un temps d'arrét prévisible, [S]_

, et on passe 3 1!

appartient & aw ( si S est une suite annongant S, U=I ]S ,5] appartient
4 £, et on raisonne comme ci-dessus ).

b) Si C est un ensemble prévisible, C UC appartient & a ¥ . I1 suffit
de le vérifier pour des générateurs de la tribu prév1sible. Pour ceux
de la forme C={O}xA (AeFy) on a CUC_ = [8]_, ol S est le temps d'ar-
rét qui vaut O sur 4, +o0 sur Ac, et b) résulte de a). Pour ceux de la
forme C=]0,8] , on a C,UC_ = ]0,8],UJ0,8]_ = ([o,s[+u]o,s]_)u[s]+\[o]+,
et on applique & nouveau a).

Nous construisons ensuite une mesure v sur W représentant H : H(U)=

v(U) pour Uef, , & la maniére du lemme 27a, p.136 . Comme tout est
positif, il suffit de vérifier la condition (27.1) sous la forme

si des processus Une£° tendent en décroissant vers O, de telle
*
sorte gue ™'» 0, alors H(U") — 0,

qui suffit & entralner la condition de DANIELL sur W, Pour voir cela,
nous pouvons supposer tous les U® bornés par 1. Posons Sn =inf { t :
UE >¢e } ¢ le fait que les U™* tendent vers O gignifie que pour tout e
les S/ croissent vers +o, et que pour tout w Sn(w)=+a> pour n grand

Nous avons d'autre part Ungz sur [O,Sn] par continuité i gauche, donc

H(U®) < eH(1) + H(I]S oo]) = sH(1)+E[XSn]
n’

Et maintenant E[XS J]> O par 1'intégrabilité uniforme des XS . Le
n n
reste de la démonstration se poursuit comme au n°27. La mesure p_ se

définit sur la tribu prévisible, mais il y a une nuance intéressante :

la tribu optionnelle est engendrée par la tribu prévisible et les
graphes [S] de temps d'arrét. Ayant formé v'=v-v_ , qui ne charge
aucun graphe [S]_, ol S est prévisible, nous remarquons que toute
réunion dénombrable de graphes [S ], ol les S/ sont des t.d'a. guel-
congues , est intérieurement v'-négligeable. Nous pouvons alors éten-
dre v' en une mes., ¥ pour laquelle les graphes [S]_ sont négligeables.
Mais alors, C+UC_ est V'-mesurable pour C optionnel , et les mesures
Ko ﬁ se trouvent définies sur la tribu optionnelle. Ainsi
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il existe deux mesures positives borndes « ( sur la tribu optionnelle,
ne chargeant pas {w }x2 ) B ( sur la tribu prévisible, portée par une
réunion dénombrable de graphes prévisibles, ne chargeant pas {O}x0 )
telles que pour Uef,

H(U) = {O’oo[xgt_’_(m)a(dt,dm) + /O,a) 1o Ut(w)B(dt,dm)
et i1 y a d'ailleurs unicité, Ces mesures ne chargeént pas les ensem-
bles évanescents, nous pouvons les étendre & la tribu g([O,aﬂ)xg en
deux mesures - encore notées o et B - dont la premiére est compatible
avec la projection optionnelle, la seconde compatible avec la projec-
tion prévisible, Notant A et B les deux processus croissants continus
4 droite correspondants, le premier optionnel, le second prévisible,
nous avons pour Uef,

(31.1)H(U) = E[ [
[0,00

soit, en prenant U=I]T o]
,

U, (0)dA (o) + go,m] U, (0)dB, () ]

(3102) E[XT] = E[(Am +B(D )_AT—_BT]
puis, en remplagant T par Ty , HeFp
(31.3) Xp = E[Ay 4B |Ep] = Ap_ By
ou

M martingale c.d.d, unif, intégrable
(31.4) X, =M - A _ - B, |A processus croissant c.d.d. adapté

B processus croissant c.d.d. prévisible
purement discontinu

C'est la décomposition de MERTENS. Exactement de la méme manidre, mais
un peu plus aisément, on obtient la décomposition des surmartingales
fortes prévisibles

_ M martingale c.d.d. unif, intégrable
(31.5) Xp=M - A =B | processus croissant c.d.d. prévis.
B processus croissant c.a.d. prévis,

purement discontinu

by
Personne n'a encore rencontré ces surmartingales la |

SECONDE METHODE, Elle consiste & éviter les raisonnements "analogues"®
a4 ceux du th.27, mais plus ou moins délicats, en se ramenant directe-
ment 3 27 par une application du théordme de HAHN-BANACH, Nous utilise-
rons les résultats sur les espaces d'ORLICZ présentés dans NEVEU, mar-
tingales & temps discret, p.193-200,
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Nous utilisons le lemme de la VALLEE-POUSSIN ( Probabilités et
potentiel, chap.lIl, n®22 : toutes les variables aléatoires XT y OU
T est un temps d'arrét arbitraire, étant uniformément intégrables,
il existe une fonction de YOUNG & sur R+ ( fonction convexe, croissan-
te, telle que &(0)=0 et limg oo 3(t)/t = +o ) telle que

(32,1) supq E[QoXT] <1.

Rappelons que, pour toute v.a. f , ||f||é = inf{ a : E[Q(lgl)]§1] < +®
est la norme dans l'espace d'ORLICZ LQ. Ainsi, (32.1) s'éerit aussi
supp [Xplly<? . Nous désignons par ¥ la fonction convexe conjuguée de
%, et rappelons 1l'inégalité E[|fg|] < 2HfH§Hgﬂy. D'autre part, nous
désignons par a(t) une fonction de YOUNG sur B , telle que

(32.2) T at
1 PYC] < +@®
1+¢

par exemple, a(t)=t -, et nous posons I'=Yoa, qui est encore une fonc-
tion de YOUNG, Quitte & remplacer #(t) par un multiple de &(t)+t sa-
tisfaisant encore & (32.1), nous pouvons supposer & ( et donc ¥ )
strictement croissante, ce qui simplifie la démonstration du lemme
suivant ( les notations sont celles de 31 ).

LEMME, H est bornée sur 1l'ensemble des Uef, tels que "U"F <1.

DEMONSTRATION, Nous pouvons nous borner aux U positifs. Pour tout
t>0, nous désignons par St le temps d'arrét

(32.3) 8, =inf { s : Up>t |

de sorte que ( la continuité 3 gauche de U & 1'infini est utilisée ici)
(3204) {St<® ; = { U*>t }

Regardons la forme (30,1) de U : l'ensemble {(s,w) : Us(w)>t§ est
réunion de certains des ensembles {O}xA, ]Sj’Tj]' et il en résulte

que son indicatrice appartient & £,. I1 est alors immédiat de vérifier
que

Nous reviendrons sur cette formule dans une autre digression. Pour
1l'instant, nous coupons 1l'intégrale en é1dtfxs P, que nous majorons
@
par E[XO] , et [ . Dans ce second terme , nous écrivons
1



33

390 145

En définitive, compte tenu de (32.1), il nous suffit de montrer que

® s '
{ III{U*>t}“Y dt est borné, Or la définition de | |, rappelée plus

haut montre que

(32.6) | Lygugyly = =7

P{U*St |
ou ¥~ est la fonction réciproque de Y, strictement croissante., Par
hypothése, nous avons E[ToU¥] <1, donc P{U*>t}§ T%f) , d'oll successi-
vement : 1/P{ } > Tr(t) , Y-1(1/P{ D] > v‘1(r(t))= a(t), et enfin

: 1
(32.7) T ygasygyll )

et 1'hypothése (32.2) est juste ce qu'il nous faut. Le lemme 32a est
prouvé,

A

Maintenant, la fin de la démonstration est trés simple par la secon-
de méthode, Désignant par £ l'espace de tous les processus ciglad.
( non adaptés ), nous prolongeons la forme lindaire H sur £, , bornde
pour la norme UF€>‘IU*"F , en une forme linéaire sur £ de méme norme
~ encore notée H , Il est immédiat que cette forme satisfait & (27.1),
d'ol 1l'existence de deux mesures @, et B, telles que sur £
(32.8) H(U) = [ U_, (0)as(ds,dw) + [ U_(w)Bo(ds,dw)

(0,0 [x2 S* 10,® Jx S

c'est & dire, le lemme 30a., Pour aboutir & (31.1), qui est notre but,
nous prenons les projections optionnelle o de a, , prévisible B de
Bo » et les processus croissants associés,

Mais la seconde méthode donne aussi des inégalités intéressantes.
Introduisons le processus décroissant non adapté

(33.1) Dt = (Ag°+Bgo) - A_g_ -B?

~ qui n'est d'ailleurs continu, ni & droite, ni 3 gauche - ol AQ et
Bg sont les processus croissants non adaptés associés aux mesures a,
et Bo. Ce processus décroissant admet X comme projection optionnelle,
D'autre part, en prenant pour U dans (32,8) un processus constamment
égal & une v.a. positive u, nous obtenons que

E[Dgul < c||u]r , ol ¢ est la norme de la forme lindaire H

et cela entraine que Dy est dans 1l'espace d'ORLICZ associé & la fonc-
tion de YOUNG conjuguée de I', qui est "3 peine moins bonne" que &, On
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peut avoir des résultats plus plaisants en raisonnant directement
sur X, au lieu du "module d'intégrabilité" & .

Soit Y une v.a., intégrable, telle que le processus X soit majoré
par la martingale continue & droite E[Ylgt] - il existe toujours de
telles v.a., par exemple la v.a. A&)+B& , Ou A00+Ba>’ construite
précédemment, Reprenons maintenant la formule (32.5), en 1l'écrivant

(33.2) H(U) = B[ /Txg at ]
0] t

Nous avons S;= inf { s : U>t } =inf { s : U:>t }, ol U; s'obtient

en rendant continu & droite le processus sup Ur o« Alors il est bien
r<s

connu que l'on a aussi

(33.3)  H(V) 5 BL/®¥g av ) = RO/ Xa0]) < E[(/)o%st*s* ]
= E[/OOYdU; ] = B[YU¥]
0

Maintenant, l'application Uws>E[YU*] est une norme sur £ , et la forme
linéaire H sur £, a une norme au plus égale & 1. Elle se prolonge donc
en une forme lindaire sur £ de norme au plus égale & 1, qui satisfait

a4 (27.1), d'ol deux mesures - nous les noterons encore o, et B, , pour
ne pas encore avoir de nouvelles notations - et nous introduirons les
processus croissants non adaptés correspondants A° et B®, et le proces-
sus décroissant (D) de (33.1). L'inégalité (33.3) appliquée & un
processus U constamment égal & u nous donne

o [}
(33.4) Elu(A2 +BS )] < E[Yu]
et cela entraine A&)+B&) < Y p.s.. Nous avons démontré le théoréme
suivant, conjecturé par GARSIA, démontré dans le séminaire VIII, p,

310, par une méthode entiérement différente’ :

THEOREME, Soit X une surmartingale forte optiomnelle, majorée par une
martingale continue 3 droite E[Y|£t]. Alors X est projection optionnel-
le d'un processus décroissant non adapté (Dt) majoré par Y,

Par exemple, si X* est intégrable, on peut prendre Y=X* ,

1. L'emploi d'une formule exponentielle un peu mystérieuse ( explicite).
Seul le cas des surmartingales continues & droite est traité dans le
séminaire VIII, Voir dans ce volume p,503-504,
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Ce théoréme, et le théorédme de représentation de BMO que nous
avons vu, permettent d'envisager la dualité entre g‘“é% BMO d'une
maniére un peu différente. Nous savons que si M appartient & §1, N
3 BMO, le produit MOON'Oo n'est pas nécessairement intégrable,~et i1

s'agit de donner un sens au symbole "E[MunNoo]“ . La méthode employée
plus haut consistait & 1'interpréter comme E[[M'N]oo] (Vv.10). Ici,
on procéde ainsi : on écrit Noo comme A00+Boo’ ol A est un processus
4 VI optionnel ( sans saut & 1'infini ) et B un processus croissant
prévisible ( nul en O, pouvant sauter & 1'infini ), Si M est une mar-
tingale bornée, on a
(35.1) EM_ N 1= E[MOO(AOO+BOO)]_E[{O,OO[MSCIAS + §0’® ]Ms_d.Bs]
Soit maintenant un processus & VI non adapté A° ( ne sautant pas
a4 1'infini ) admettant A comme projection duale optionnelle, et soit
B° non adapté ( nul en O ) admettant B comme projection duale prévi-
sible. Nous avons alors aussi

= 0 o
(35.2) E[MmNm] = E[{O,m [MsdAS + go,oo]MS'st ]
Mais cette expression peut avoir un sens sans que le premier membre
en ait un. Par exemple, si E[M*( [ |aAo|+]|aB2|)] < @ . On peut

[0,0] ° S

affirmer l'existence de deux tels processus A° et B°, gi la surmartin-
gale forte
(35.3) X, = B[ {T’m [|dAs|+§T'oo]|dBS| |Ep]
est mgjorée par une martingale E[Y]Et] , ol E[M*Y]<wo -~ car alors on

peut trouver A° et B° tels que la somme de leurs variations totales
soit < Y, C'est précisément ce qui arrive lorsque M appartient & H!
(M*eL') ot N 3 BMO ( Y=Cte ), et un passage & la limite sur (35.2) &
partir du cas ou M est de carré intégrable - ou méme bornée- montre
que l'on obtient ainsi la bonne forme bilinéaire sur §1x§¥2.

UNE REMARQUE SUR LES THEOREMES 18-20

Nous allons conclure ce paragraphe en indiquant comment les théoré-
mes 18 et 20 conduisent "presque" & une seconde représentation des
éléments de BMO ., Bien que les essais dans cette direction aient été
infructueux, ils ne me semblent pas dépourvus d'intérét.
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Nous désignons par P l'espace des processus prévisibles bornés J,
avec 1la norme B(J) = sup ess J° ( nous voulons éviter la notation Ml »

car nous aurons aussi des v.a. LOo un peu partout ). De méme, si L est

une martingale bornée, B(L) sera sup ess L* ( = "LuJ"oo ! Illustra-

tion de ce que nous voulons éviter ). Soit Me1={1 3 alors nous avons
pour toute martingale N=J.M ol B(J)g! , [N,N] < [M,M]Oo, done ||N||H1
< M y » et finalement , la norme §1 étant plus forte que la norme

i,

(36.1) B?%)g Iy s cHMIILﬂ

ou encore
(36.2) sup |E[(JeM) I 1< c|M|1
B(I<t S

B(L)<t
Mais inverseme;t, le coté gauche de (36.2) ou (36.1) est une norme
équivalente & la norme E‘ . Pour le voir, il suffit de reprendre le
raisonnement de 18, en regardant seulement les J de la forme IEO] +
I, si(w)I]ti,ti+1] relatifs aux subdivisions dyadiques de la droite,

avec des ey aléatoires, et en appliquant le lemme de KHINTCHINE .

Soit maintenant K l'ensemble des martingales de la forme J.L, J
parcourant la boule unité {J : B(J)<t}, et de méme L la boule unité
{L : B(L)<! }. On a pour toute martingale Me§1

(36.3) M| , < e sup E[(J.M) L 1=c sup B[M_(J.L) ]
§1 = 5§J§$1 ® ® eee ® ®
i P! ( ]
- =c¢sup EM N
NeK ®© @©
Les | | ont été enlevées i dessein ! Soit alors B une martingale

telle que [Bllzyo < ! . Pour toute martingale MeM nous avons, en
désignant par_Z:) le produit scalaire dans l'espace de Hilbert M
|(8,1)|=|E[B_1_ ]|

A

°"B|BMonM"H1 s¢c flullz (M,N)
=== = €.

ici la constante ¢ varie de place en place. Cela signifie qu'un demi-
espace de M qui contient K ( il est de la forme { UeM : (U,M)< 1 I,
avec sup (N,M) < 1 contient la martingale B/c . Autrement dit

NeK -
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Tout élément de BMO de norme < 1/c appartient & 1'enveloppe convexe
fermée de K dans M .

On voit donc qu'en un certain sens les intégrales stochastiques
de processus bornés par rapport & des martingales bornées sont bien
des modéles d'éléments de BMO suffisamment généraux. Mais K n'est pas
un ensemble compact dans M ( semble t'il ), et on ne peut déduire du
résultat précédent une représentation des éléments de BMO au moyen d'

une mesure sur K,

FIN DU COURS POUR L'ANNEE 1974-1975

Au cours d'un voyage a Paris ( Janvier 1976 ), j'ai appris que des résul-
tats voisins de ceux des n°® 27-29 ( représentation de 259 ) avaient été
expogés l'an dernier par C. HERZ dans un cours de 3%e cycle sur 2!9 , 6t d'au~
tre part que des résultats de convergence de sommes de carrés vers la varia-—

tion quadratique pour les semimartingales avaient été obtenus par M. LENGLART.
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ESPACES DE PRCCESSUS

MARTINGALES

M , martingales de carré intégrable

My, martingales .. nulles en O

Eloc’ martingales localement de carré intégrable
L, martingales locales

éO' ees nNulles en O

PROCESSUS A VARTATION FINIE
X, processus & variation finie
VO, Processus ... nuls en O

é, processus & variation intégrable
AO’ processus... nuls en O

éloc’ processus & variation loc., intégrable
¥, martingales 3 variation intégrable

wloc’ martingales locales 3 variation loc. intégrable
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INDEX

On n'a fait aucun effort pour elasser les termes de cet index : ils y
figurent par ordre d'entrée en scéne. Le chap.VI n'y figure pas.

Croissant brut ( processus), I.1

A variation finie brut ( processus ), I.1,
Croissant , & variation finie ( processus ),I.1.
VF,I.1 ( abréviation de " 3 variation finie™).
A variation intégrable , I.1.

Il Il, » norme variation, I.1.

V , espace des processus VF.

?I, I.1 ( abréviation de "3 variation intégrable').
Evanescent, note N1 p.5.

Optionnel, note N2 p,6,

Prévisible, note N2, p,6,

Temps prévisible, note N2, p.6.

([s, T[[ , intervalle stochastique, note N5, p.7.
713, graphe de.T, note N5, p.7.

Suite annongant un temps prévisible, note N2, p.6.

Projection optionnelle, note N3, p.6. (notation X°).
Projection prévisible, note N4 p.7 ( notation XP),

Temps totalement inaccessible, note N6 p,.7.
Temps accessible, note N6 p.7.

Ty (T sur B, +o sur B®), note N7 p.S8.

Théorémes de section, note N11, p.9.

Projection optionnelle ou prévisible d'une mesure, I.7.
Projections duales d'un processus VI, I.7.
Compensateur et compensé d'un processus VI, I.8.

5 compensateur de 4, 1,8,

A compensé de 4, 1.8,
HeA, HéA , intégrales de Stieltjes stochastiques, I.11.

W , espace des martingales Vi, I.13,

Potentiel droit ( potentiel), I.14.
Potentiel gauche d'un processus VI, I.14.
M martingales de carré intégrable, II.1.
M, martingales de M mulles en O, IL.1.
Orthogonalité, orthogonalité faible, II.Z2.
X~, processus X arrété & T, II.3.

Sous espace stable de M, II.5.
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INDEX (suite )

Mc martingales de carré intégrables, continues, nulles en O, II,7.

ﬁd martingales de carré intégrable, purement discontinues, II,.7.

E(T) martingales de carré intégrables, purement discontinues, continues
hors du graphe de T, II.8.

0,0, <M,N>, [M,M], <J0,N>, II,16 3 18,

Inégalités de Kunita-Watanabe (KW), II,21,

12(m), 11,23,

HeM, intégrale stochastique de H prévisible p.r.ad MeM , 11,23,

A, espace des processus prévisibles étagés bornés, II,23.

L2(M), espace de processus optiomnels, II,31.

HeM pour H optionnel, MeM , II.32,

quasi-continue & gauche, II,36.

é,éo , processus VI, III.1,

8,8, s semimartingales (r), III.1.

Semimartingales au sens restreint ( déf. provisoire), III.1,

Xc, partie martingale continue de X, IIIL,2,

[X,X], variation quadratique de X semimartingale (r), III,2.

H-X, H prévisible borné, X semimartingale (r), III.2,

Changement de variables, III1,3, IIIL,S8,

Martingale locale, IV,1

Martingale localement de carré intégrable, IV.1,

L, espace des martingales locales, IV,3,

&loc, espace des martingales loc, de carré intégrable, IV,3,

Temps d'arrét réduisant une mart., loc. IV.3.

Temps d'a, réduisant fortement une mart, loc., IV,5.

Mc, partie continue d'une martingale locale, IV.9.

H€,M%, M mart. locale, IV.9.

[M,M], [M,N] pour des mart, locales, IV,9,

Processus & variation localement intégrable, IV.11.

4, . processus 3 var. loc., int. IV,11,

g compensateur de Aed, . ,IV.11,

A compensé de Aeéloc’ Iv.11,

Eioc martingales locales & var., loc. int. IV,14,

M,N> pour deux martingales locales, IV,14,

Semimartingale, IV.15,

X%, [X,X] pour X semimartingale, IV.16.

Processus localement borné, IV,17.

HeX pour H prévisible loc. borné, X semimartingale, IV,18-19

Changement de variables, cas général, IV,21,.
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INDEX (suite)

Intégration par parties, IV.23, IV,38,

Exponentielle d'une semimartingale, IV,25,

e(X), exponentielle de X, IV,25,

Caractére local d'l'i.s,, IV,27-28,

Semimartingale spéciale, IV,31.

Décomposition canonique d'une semim. spéciale, IV,32
Changement de temps, IV,.34.

Weak martingales , IV,34,

Projection prévisible d'une semimartingale spéciale, IV.35.
2 s projection prévisible de la semimartingale spéciale Z, IV,35,
¢°(X), autre exponentielle de X, IV,36,

Décomposition multiplicative, IV.39.
BHO , V.1.

V.1,

ll“BMO’

BT Iyt » VT
Inégalité de FEFFERMAN, V,9,

Théoréme de FEFFERMAN, V,9-10,

Intégrales stochastiques dans 21, V.16,

Intégrales stochastiques de processus optionnels, V.19,
Inégalité de Davis, V.29 et 31.

Inégalité de Burkholder, Davis et Gundy, V.30 et 32.

HP ,p>1, V.34,

153
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