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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1974/75

DEMONSTRATION PROBABILISTE DE CERTAINES INEGALITES

DE LITTLEWOOD-PALEY
( P,A, Meyer )

EXPOSE IV : SEMI-GROUPES DE CONVOLUIION SYMETRIQUES

Les principales applications de cet exposé concernent la situation
indiquée dans le titre., Néanmoins, les méthodes probabilistes ont 1!
avantage, sur les méthodes analytiques, de n'exiger que des structures
pauvres, et peu de différentiabilité. Il serait donc regrettable 4'
aller tout de suite se placer sur B ! Le premier paragraphe reprend
donc la méthode qui nous a servi, dans 1'exposé I, i montrer que les
transformations de RIESZ opérent dans Lp, en lui donnant toute la géné-
ralité possible. Aprés quoi, nous passons aux semi-groupes de convolu-
tion symétriques et aux problémes de multiplicateurs.

I, UN THEOREME DE MAJORATION DANS LP

Nous reprenons les hypothéses de l'appendice de 1l'exposé II :
E est LCD ( localement compact & base dénombrable ), (Pt) un semi-
groupe markovien symétrique par rapport & la mesure § , qui est une
mesure de Radon sur E ( la symétrie entraine 1'invariance, puisque
P£1=1 ). De plus, (Pt) posséde un opérateur carré du champ TI'. Enfin,

nous supposerons que (Pt) n'admet pas de fonction invariante de carré
intégrable . Cette hypothése est génante, car elle exclut d'emblée le
cas ol § est bornée ( la fonction 1 étant invariante ). Elle n'est
heureusement pas essentielle : si elle n'est pas satisfaite, il faudra
simplement restreindre les inégalités & des fonctions f "sans partie

invariante",

Nous désignons par H un sous-espace de QLz(A), par L une applica-
tion linéaire de H dans L2. Nous dirons que L est admissible si les
conditions 1) et 2) ci-dessous sont satisfaites.

A1) H est stable par Q (t>0) et Qth=LQtf §-p.p. pour feH
a2) (1£)? < (B£)%+ I'(£,£) §-p.p. pour feH

Quelques commentaires . D'abord, nous aurions pu multiplier le se-
cond membre de A2 par une constante , mais il aurait fallu la trainer

partout . Nous préférons donc laisser au lecteur cette extension
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immédiate, et laisser au mot "admissible" son sens restreint. Il

faut noter que, si 1l'on travaillait sur des fonctions complexes,
I serait une forme hermitienne , et A2 devrait étre remplacée par

A2') |1£]2 < B£|2 + r(£,f) pour felt

Mais si L est réelle et satisfait & A2, son prolongement naturel a
§+i§ satisfait & A2', et il n'y a donc pas lieu de s'inquiéter de cette
nuance ( qui interviendra plus loin, lorsque nous rencontrerons des
transformations de Fourier ).

Ensuite, désignons par & 1'espace D;a(B) muni de la norme £l =

(Hfﬁ§+|BfH§)1/2, pour laquelle il est complet ( c'est simplement le fait
qu'un générateur infinitésimal, tel que B, est un opérateur fermé ).

On peut montrer que & est l'espace de Dirichlet usuel. I1 résulte de
A2), et de la formule (46) de 1'exposé II ( appendice ) que L est con-
tinu pour la topologie de 4.

Voici le résultat principal de cet exposé - les autres en seront
surtout des commentaires. La démonstration reprend exactement celle de
1'exposé I sur la transformation de RIESZ, mais - sauf dans le cas des
diffusions, qui ne nous intéresse pas spécialement - nous n'atteignons
que les valeurs de p>2.

THEOREME 1. Soit I un opérateur admissible. On a pour 2<p<co
L Bf feH .
(1) 2l < o lBel, (fen)

Ici cp ne dépend gue de p (ni de L, ni du semi-groupe).

DEMONSTRATION, Nous posons Bf:ueL2 ’ Lf:reLe. Nous avons
(2) Qf =f+ é Quu ds

Mais puisque feDj=2(A), nous avons Bf=ueDy2(B). Posons Bu=v ; a%ors'”
BQu=Q,v et, le semi-groupe (Qt) étang fortement continu sur L%, 1'ap-
plication tr4>Qtv est continue dans 1° , donc t+> Qtu est continue
dans b, L'intégrale de (2), qui a priori était une intégrale forte dans
L2 , est donc une intégrale forte dans A, D'autre part, nous avons

v = lim o 3(Qf-f) dans 12 , et sussi Bu = lim 1(Q.Bf-Bf) dans 1°,
donc u = lim %(Qtf-f) dans & ; comme Qtf—f appartient & H, u appar-
tient & 1l'adhérence g de H dans A, et de méme qu. L se prolongeant
par continuité a g , nous appliquons I aux deux membres de (2) pour
obtenir 4

(3) Q.r = QLf = IQ.f = Lf + é IQu ds
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Dérivons dans 12 et appliquons A2, Il vient
2 2 2 _ 2
(4) (DtQtr) = (LQtu) g (BQtu) + r(QtuiQtu) - (DtQtu) +F(Qtu9Qtu)

Appliquant Q (=Q:) et intégrant par rapport a tdt, nous obtenons 1!
inégalité cruciale
(5) H <H  S-p.p.
. - '
et par conséquent Hr”p < cpIHr"p < cpllHuHp < cpHqu pour p>2 .
Notons tout de suite une variante :

VARIANTE, Si A2 est remplacée par
(6) (1£)° < £2 + (8£)% + I(£,£) &-p.p.
alors on a "Lf"p < cp("f|E+HBf|¥ ) pour feH , px2 .
DEMONSTRATION, Au second membre de (4) apparalt le terme supplémen-—
taire(Qtu)2 = (Qth)2 = (DtQtf)2 , et (5) est remplacée par
- - 2
(H)? < ()% + (5

On conclut alors de la méme maniére.

Nous donnons une démonstration directe trés simple ( inspirée de
STEIN ) du théoréme suivant. Mais cette démonstration modifie les cons-
tantes., Si on s'intéresse & celles-ci, il faut utiliser une forme vec-
torielle des inégalités de L-P, qui n'est pas difficile & établir (ap-
pendice de 1l'exposé III ).

Ici encore, adoptcens une terminologie bréve : nous dirons qu'une
suite (Ln) d'opérateurs admissibles sur H est une suite admissible si

l'on a
(7 £ (1,0)? < (8£)% + I(£,f) &-p.p. pour felH .

THEOREME 1', Si (Ln) est une suite admissible, on a pour 2§p<no

(8) I (zn(Lnf)2)1/2"p < cp"Bf"p pour feH .

DEMONSTRATION, Il suffit de considérer le cas ol Ln=0 pour ngN assez
grand. Soit (rn) le systéme des fonctions de RADEMACHER sur 1'espace
auxiliaire T=[0,1] ; nous appliquons le théoréme 1 & L, =r1(t)L1+...
+rN(t)LN , ce qui nous donne

”r1(t)L1f+...+TN(t)LNf"p = Cp"Bf"p

et nous intégrons en t, puis appliquons le lemme de KHINTCHINE ( voir
STEIN, Singular integrals... p.104 et p.276 , [1] de la bibl. de 1l'expo-
sé I ), Cela donne le résultat cherché.
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II, APPLICATION AUX SEMI-GROUPES DE CONVOLUTION

Nous supposons maintenant que (Pt) est un semi-groupe de convolution
symétrique sur g , et nous utilisons toutes les notations de 1'exposé
II. p.7-11. Nous allons construire des opérateurs de convolution admis-
sibles de la manidre suivante., Nous dirons qu'une distribution A est
admissible si 1l'on a
(9) (0£)2 < (Bo2)2 + Tol(£,£) pour £e0%

Nous introduirons de méme - en vue du théoréme analogue & 2' - les
suites admissibles (An), pour lesquelles le premier membre de (9) est
remplacé par I (Anf)a.

Nous avons vérifié dans 1'exposé II, p.10, sur la formule de KHIN-
TCHINE-LEVY, que si des fnecg convergent vers O ainsi que leurs déri-
vées d'ordre 1 et 2 tout en restant bornées dans gﬁ , alors Aofn , Bofn
( donc aussi Fo(fn,fn) = %Aof; - £, (0)A.f tend vers 0. On en déduit
que gg est dense dans gb pour la topologie associée & la forme quadra-
tique positive au second membre de (9), et que A se prolonge de maniére
unique en une forme linéaire sur g% satisfaisant & (9). Nous posons
alors pour fegg

(10) Lf(x) = "[£(x+y)A(dy)" = M(E(x+.))
Quelle est la transformée de Fourier de A ? Pour abréger les notations,
notons ey la fonction xrq>elux , et posons
Alw) = A(eu)

I1 est facile de vérifier que A est la transformée de Fourier de A au
sens des distributions, et l'on a (Lf)ﬁ(u) = A(~u)f(u) si feS . Nous
avons aussi d'aprés (9)

IMu) |2 < |B(ey)|® + Toley,e) = 2¥(w)
En effet, d'aprés l'exposé I1I, p.8
(11) 2To(e,ey) = y(w)+¥(=v)-y(u-v) = et ici ¥(v)=¥(-v).

Donc |A(u)|=0(1+|u|), et le bon espace 3 introduire est le suivant ; R
nous désignerons par H l'espace des fonctions f , telles gue (1+]ul )t
appartienne & 12 pour_tout n . Comme (1+[u]®)n £(u) appartient alors &
1! pour tout n, on voit que f admet des dérivées de tous les ordres

continues, et tendant vers O a4 1'infini, L'espace H est stable par

les Qt’ par B, par 4, par les opérateurs admissibles L ci-dessus, et
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tous ces opérateurs commutent sur H.
Prenant n=0 dans la définition de E y on voit que toute fed appar-
tient a L2. On peut donc écrire, pour f,g e

(12) <lf,g > = < f,L*g >g

5
ot L* est 1'opérateur de convolution associé & la distribution AV,
symétrique de A par rapport a O, AV est aussi admissible ( remplacer
dans (9) f par fv, et utiliser la symétrie du semi-groupe ). Cela va
nous permettre d'étendre le théoréme 1 & l'intervalle ]1,m [ tout entier
( on aura un résultat analogue pour le théoréme 1', mais nous ne le dé-

«

montrerons pas en détail : on passe de 2 & 2' comme de 1 & 1' ),

THEOREME 2. On a pour 1<p<w , gi A est une distribution admissible
1 Lf Bf fed) .
(13) el < e IB2l,  (zet)

THEOREME 2'. De méme, si (A ) est une suite admissible, on a

14) 10z, @0 21 < o lBel,  (res ).

DEMONSTRATION DE 2 , Le résultat découle du théoréme 1 si p=2. Suppo-
sons donc p<2, et soit q l'exposant conjugué de p. Soit (VA) la résol-
vante de (Qt)' qui laisse H invariant. Soient fel , jegg) , et posons

h = VA(-j) » 8=J-AV,j = Bh ( h et g sont dans H)

Nous avons

< 1lf,g > = < If,Bh > = < BLf,h > = <IBf,h > = < Bf,L*n >
Comme L* est admissible et g>2, nous avons

Lf Bf|l_|[Z*n Bf|_|Bn| = f
<tt,e-l = B2 IRl < o IB2ly Bl = o B2l lell,

Faisons tendre A vers O, Nous avons vu dans 1l'exposé II que Aij tend
vers j dans 12 et dans I ., Donc le premier membre tend vers |<Lf,j>|,

tandis que ngq tend vers |j||, . Ainsi
| <Lf, 3>| |Bfnppjﬁq pour jeQE? , le résultat cherché.

A

c
= 4q

REMARQUE. Le théoréme 2 entraine le résultat suivant, qui est le plus
fréquemment utilisé en analyse : compte tenu de la relation B2=—A, si
A1 et A2 sont deux distributions admissibles, on a pour feH
> =
IyZotlly < cpIBLyEll, = ool Bell, < c2llarll,

En particulier, les opérateurs L1L2UA sont bornés dans ILP.
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Nous démontrons maintenant un résultat plaisant d'équivalence de
normes. On peut conjecturer qu'il est vrai pour des semi-groupes symé-
triques bien plus généraux que les semi~-groupes de convolution.

THEOREME 3. On a pour 1<p<cwo, et fel
(15) o WITEDTI, < I3l < o) WETETTI

A

DEMONSTRATION, Dans 1l'exposé II, p.9, nous avons construit une suite
d'opérateurs admissibles Hn tels que pour feS F(f,f):ﬁh(an)Z(formule
(22)), aprés quoi cette formule a été étendue, p.10, & gﬁ , donc a H.
La suite (H ) est évidemment admissible, et la moitié gauche de (15)
résulte alors du théoréme 2',

Pour prouver la moitié droite, nous partons de la formule (45), page

11,20 : si feH , <Bf,Bf> = —<Af,f> = JT(f,£)€ , que nous polarisons en
(16)  si feH ,hed , <Bf,Bh> = /T(f,h)E
Soit maintenant jeggo. Comme dans la démonstration du th.2, posons h=
VA(-j), g=Bh = j-AV,j . Nous avons pour feH
|<Bt,6>|=|<BE,Bb>| = |/T(£,0)8| £ J/ITEEWITE, BT
< WTE, D1, WT,BT I, < of IWTCE, D1 IBnl, = e IVl llell,

ol 1'on a appliqué la moitié gauche de (15). Aprés quoi, faisant tendre
A vers O, on peut remplacer g par j comme dans la démonstration du
théoréme 2, et conclure, jegg> étant arbitraire.

REMARQUE, La moitié droite de (15) est surement fausse pour les semi-
groupes de convolution non symétriques ( pour le semi-groupe de trans-
lation sur B, I' est identiquement nul ). Mais se pourrait il que la
moitié gauche reste vraie ?

Nous pouvons appliquer le théoréme 3 4 un théoréme de commutateurs.

THEOREME 4, Soit k une fonction de gﬁ , €t soit K l'opérateur linédaire
sur H

17) Kf = A(fk)-kAf
On a alors, pour 1<p<oo
K. \ +
(18) 2], < egille I+ Bel,)

DEMONSTRATION, I1 suffit de montrer que |Kf|< C(|f|+/T(f,f)), et d'ap-
pliquer le théoréme 3 - on ne peut pas appliquer une variante du théo-
réme 2 , car K n'est pas un opérateur de convolution ! Or c'est évident,
car Kf = f.Ak + 2I'(f,k) est dominé par |Ak||f|+2/T(E,f)VT(k,k), et
les deux fonctions Ak et JT(k,k) sont bornées.
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I1 est bien connu que les contractions opérent dans les espaces de
Dirichlet, Nous allons étsblir un résultat analogue ( mais seulement
pour les semi-groupes de convolution symétriques, hélas ) pour les

espaces D ,(B) - on note ainsi le domaine du générateur infinitésimal
=L

du semi-groupe (Qt) opérant sur LP, avec la norme("f“p+HBf|p)1/P, de
sorte que D 2(B) est l'espace de Dirichlet usuel. 101 on a 1<p<no.

THEOREME 5. Si ¢ est une fonction lipschitzienne de rapport 1 sur Eﬁl
oM ,(B), on a gofed . (B) et

telle que ¢(0)=0 , et si f appartient 3
(19) I Bleof) |, < cplBEly

DEMONSTRATION, Nous remarquons d'abord que si f appartient a C Bf
appartient & L2 et a La), donc & tout IP intermédiaire. On n'a donc
besoin de spécifier que f appartient & Dyp(B) que pour p<2.
Considérons une suite de fonctions indéfiniment dérivables LI lip-
schitziennes de rapport 1, nulles en O, convergeant simplement vers ¢
- une telle suite se construit par régularisation, en retranchant de
plus, & chaque fois, la valeur a 1l'origine. Les fonctions wnOf appar-
tiennent alors a Cg). Posons pour abréger %, of= F BF _G 0 Pof=G,
Comment calcule t'on2l,(f,f) ? C'est Ao(( —f(O) ) = llmta»O
%f Pt(O,dy)(f(y)-f(O))z. Comme ¢ est lipschitzienne de rapport 1,
on en déduit que Io(F ,F ) < Io(f,f), puis, par translation, la méme
inégalité partout.
Nous avons alors, d'aprés la moitié gauche de (15), lkFTF;:F;)l
<c |Bf” , puis d'aprés la moitié droite de (15) |BF | <c'HBf"
Quitte a extralre une sous-suite, on peut supposer ques 1es BFn—G

convergent faiblement dans LP vers une fonction GeLP, La relation
QF, =F, +fQG ds

passe alors & la limite falble pour donner Qt _F+é Q G ds, donc FeDLp
et BF=G. On conclut en remarquant gque IME est une fonction semi-con-
tinue inférieurement pour la convergence faible.

Un passage & la limite simple permet d'étendre (19) a 1'adhérence
de gﬁ’ng dans ELP , mais je ne sais pas dire quand cette adhérence

=LP

est ELP tout entier,

1. On pourrait considérer des fonctions lipschitziennes de n variables.
Nous laisserons cela de coté.
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Pour finir, nous allons transformer le théoréme 2 en un énoncé
concernant les multiplicateurs de Fourier, I1 faut remarquer que ce
n'est pas un théoréme d'un type usuel : aucune condition de régularité
n'est imposée & A ( transformée de Fourier de A ) ou & ¥ . La struc-
ture différentiable de B* semble oublide ( bien qu'en fait nous 1'
ayons utilisée dans les démonstrations ! ), et la condition A2 s'écrit
de meniére intrinséque en termes de transformation de Fourier sous la
forme suivante : pour toute partie finie I de Rn, la forme hermitienne
suivante, ol u et v parcourent I

(20) %S(Q(u)ﬂ‘V(-V) —y(u-v))x X+ WRVI(-v)x X - L A@R(v)x X,

u v
est positive sur el ( nous avons oublié & dessein que Y(v)=y(-v).

THEOREME 6, Si A est admissible, A/NV¥ est un multiplicateur de 9Lp,1<pqn
( avec une norme en tant que multiplicateur qui dépend seulement de p ).

DEMONSTRATION, Soit gO l'espace formé des geS dont la transformée de
Fourier est & support compact disjoint de O, On peut montrer que §O
est dense dans tous les P (1<p<w ). Pour ge§o , définissons f par la

formule - -

C'est une fonction bornée & support compact, donc f appartient & gg
et nous pouvons définir Lf, et vérifier que Bf=g., Alors le théoréme 2
lell, - Comme (L£)"= A&/V¥ , MVF

nous donne que, pour geS; , PLfH <
est un multiplicateur de 1P

EXEMPLE. Pour construire des distributions admissibles, il suffit de
choisir des distributions de la forme f~> I,(f,g) , ou gegg est telle
que ro(g,g)g 1., Par exemple, pour zeR™ , la fonction

€y =
&, = Ti(zy ‘velle aue Tolg,,8,)="

nous donne les multiplicateurs suivants - dont les normes ne dépendent
que de p, non de z ou de ¥

+ - —)

(1'expression donnée ici tient compte de la symétrie de ¥ ). Par exem-
ple, si t(u):lul2 et z est le vecteur de composantes (1,0,..,0), on
retrouve la transformation de Riesz : mz(u)=T%f . Plus généralement,
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si au lieu de |u|2 on prend v(u)=|u|2a (O<o<?), on obtient un curieux
multiplicateur dipdlaire

P
£(P) = M
or?

A0 A

Une' autre remarque que l'on peut faire sur 1'énoncé du théoréme 6 .
Supposons que l'on ait (Af)2 < I'(f,f) pour fegg), i.e. que A soit
admissible sans la présence au second membre du terme (Bf)z. Si 1'on
considére un second semi-groupe (P%) dont 1l'opérateur carré du champ
est plus grand que I' , alors A reste admissible., Par exemple, si A
est la dérivée suivant la premiére coordonnée (A(u)=1u1), et T est
1'opérateur carré du champ du mouvement brownien gradz, la condition
ci-dessus est satisfaite, et 1'on voit que wu,/VTul"+¢(u) est un
multiplicateur pour toute fonction ¢ gymétrique de type négatif.
Tout cela m'améne & poser le probléme suivant : le théoréme 6 ne
gerait il pas vrai aussi pour des semi-groupes de convolution non né-

cessairement symétriques ? Le seul pas que j'aie pu faire dans cette

direction est le suivant : si (Pt) est un semi-groupe de convolution
non nécessairement symétrique, si A est une distribution admissible
par rapport & (Pt)’ alors peur 2<p<w ©

(21)V ﬂLf|p gcp(HBpr+ﬂBf “p) pour fegc

ou £ désigne, comme d'habitude, la symétrique de f par rapport & O,
La démonstration est semblable & celle du th.1, mais utilise 1'inéga-
1lité de L-P de l'exposé III, p.9 ( formule (24)). Si cette conjecture
était vraie, on pourrait retrouver, par exemple, les transformdes de
RIESZ relatives & 1l'équation de la chaleur ( th. de JONES ) et bien
d'autres multiplicateurs intéressants.



