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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1974/75

DEMONSTRATION PROBABILISTE DE CERTAINES INEGALITES
DE LITTLEWOOD-PALEY
( P.A, Meyer )

EXPOSE II : L'OPERATEUR CARRE DU CHAMP

Cet exposé est presque indépendant du premier, qui était consacré
aux inégalités de LITTLEWOOD-PALEY classiques. Nous y considérons un
semi-groupe de Markov (Pt) gur un espace d'états E LCD ( par ex.), sa-
tisfaisant aux "hypothéses droites' usuelles de la théorie des proces-
gus de Markov ( voir par exemple WALSH-MEYER [1], GETOOR [1] ), avec
sa réalisation continue i droite canonique (Q,Yt,gt,...), sa résolvante
(U ). La fin de 1'exposé seulement contient un résultat 1ié au premier
exposé, ou 1l'on forme un semi-groupe (P ) produit de (P ) par un mouve-
ment brownien (P ) Un peu partout, nous avons inclus des résultats ana-
lytiques faciles et ennuyeux, qui n'ont rien 3 voir avec le carré du
champ, mais serviront plus tard.

I. L'OPERATEUR CARRE DU CHAMP
Nous introduisons d'abord le générateur infinitésimal A de (Pt)’
sur son domaine Q(A) , en un sens faible

DEFINITIONd.feE(A) et Af=g signifie que
1) f est universellement mesurable bornée sur E,

2) g est universellement mesurable sur E, et Uplgl est bornée sur E

pour tout >0,

3) pour tout p>0, f=Up(Pf—g).(1)

On obtient une variante intéressante en remplagant "bornée" par
*finie" dans 1'assertion 2) - c'est sous cette forme que figurait la
définition dans la rédaction precedente.

Pour tout xeE, l'espérance Ex[/ _ps(p|f|+|g|)oY ds] est finie, et
le processus

(1) oPrf = o Pheoy, + / P8 (pt-g)oY  ds =
= B[J® o7P5(pf-g)o¥ ds |E;]
0 8 =

est une martingale uniformément intégrable pour la loi P*. Faisant

(1) Noter que si 1l'on modifie g sur un ensemble de potentiel nul, ces
propriétés restent satisfaites.
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tendre p vers O, nous obtenons que le processus

f t
(2) C; = fo¥, - é goY  ds

est une martingale - non uniformément intégrable en général. Notre

but consiste & montrer que cette martingale est localement de carré

intégrable, et & calculer le processus croissant associé <Cf,Cf>.
Nous remarquons d'abord que

(3) Cg’f = [/t e PS dcg ( intégrale stochastique )
0

Dans cette formule, l'intervalle d'intégration contient O, on convient
que Cg_ =0, de sorte qu'il y a une masse en O égale a Cg = ono .

Pour vérifier cela, nous intégrons par parties

/ e P8act = ofe Pt 4 ft pCfe-pS ds

[O,t] s 1 0 s
aprés quoi le calcul va tout seul, et nous laissons les détails de
c¢dté. Nous avons par conséquent

(4) a<cPrf,oPrTs o 0™%PPacl ot |
Nous poserons pf-g=h pour alléger les notations., Notre point de départ
est un lemme qui améliore la vieille "formule de 1'énergie" - on pour-
rait 1'étendre du cas continu au cas prévisible, Pour tous ces calculs,

cf. Probabilités et Potentiels, VII, n°® 16,23 et environs.

LEMME 4, Soit (At) un processus adapté, & trajectcires continues et 3
variation intégrable
(5) E[fooldAsl] < ®

0

et soit Xt=E[Aoo|£t]-At le"potentiel" associé. Si l'on a |Xt|§ c, on a
e o}
(6) B[A2 ] = 2B[ /X aa_ ] < 2¢8[/ [aa_!]
@ o 8 s” = 0 s
t -

DEMONSTRATION, Posons T= inf {t : [ |dAS|§n I, A=A ap t c'est un
processus continu, adapté, dont la variation totale sur E+ est bornée
par n. Quel est le potentiel engendré ? c'est

Xy = BIE 12D = By = Xpap -BI%pIE, ]
la formule de 1'énergie usuelle s'applique 3 A et nous donne

E[A%] = E[Ié)] = 2E[éa)XsdIs] = 2E[éTXSdAS]—2E[éG)E[XT|£t]dﬂt]

T
0 - 28
2A[é XSdAsJ 2 [XTAT]
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Faisons tendre n vers +m : alors T ==+m, la premiére intégrale tend
vers E[/°°X dA ] ( domination par c/ajldA | ), la seconde intégrale tend

vers O ( car X =0 en restant domlné par ¢ ), et d'aprés le lemme de
Fatou nous obtenons que E[A l1<mw.

Mais alors la martlngale Xt -E[A |F ] est de carré intégrable,
donc dominée dans 12 ( 1nega11te de Doob ) et comme |X [<c le processus
(At) est dominé dans 12 . Donc n[AT]e>b[A ], et nous pouvons conclure.

Nous appliquons ce résultat a A = /t ~ps hoY ds ( h=pf-g ), avec

les lois PX . Le potentiel X, est alors E[f o PS ho¥  ds |E,] =

e'ptfo%é borné., Il vient, en nous conformant a4 la définition usuelle

de <CP’ , Cp’f> comme processus croissant prévisible nul en 01

. ,£12 or g2 - _
E [(cgg )1 = Brlal ] = 2B°[/xaA] = 20, ()

. f f L]
B (<, cPr %> 1 = Bl (eBsT)P-(0B %) = 2v, (em)-£2
Nous passons alors & ¢ en utilisant (4)

00 - . -
E'[é e 2%t ¢ ] = 2U2p(fh)—f2 = E [éOOZe 2PS(£n)oY ds] - £°

I1 est classique (KUNITA-WATANABE) que <Cf,Cf> est une fonctionnelle
additive, A%trement dit, f2 est le 2p-potentiel de la fonctionnelle
additive é fhosts - <.Cf,0f>t , et par conséquent le processus

- t - t -
(7) e ZPtfont + 2[ e 2psons(pf-g)oY ds - [ e 2psd<.Cf,Cf>t
0 8 0

est une martingale, Faisons tendre p vers O, nous obtenons le résultat
suivant :

LEMME2.81i feD(A) et g=Af , la martingale(ci) est localement de carré
intégrable, et le processus

(8) £20Y, - Zét(fg)oYs ds - <cf,

Cf>

t 1

est une martingale pour toute loi Px,

A partir de 14, nous allons pouvoir démontrer un résultat assez
intéressant., Disons qu'un ensemble H de fonctions universellement mesu-

rables bornées est plein si la mesure nulle est la seule mesure bor-
née ( signée ) nulle sur H. Alors

THEOREME 1. Les propriétés suivantes sont équivalentes
1) D(A) est une algébre .

1. Ce n'est pas celle du cours sur les intégrales stochastiques.
2, Voir la remarque p.l1I1.18,
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2) QCA)contient une algébre pleine H.

3) Pour toute loi P“, toute martingale (Mt) sur Q relative a PM et de

carré intégrable, la mesure aléatoire d<M,M>t est absolument continue
par rapport & la mesure de Lebesgue dt.

Cf>

DEMONSTRATION, Montrons que 3)=>1). Supposons que pour feD(4) d<Cf, 4

soit absolument continue par rapport & dt. Alors, d'aprés un théoréme
célébre de MOTOO ( étendu & tous les semi-groupes droits par MOKOBODZKI
et aussi GETOOR : cf, le séminaire de Strasbourg V, p.231 ) il existe
une fonction positive J universellement mesurable sur E telle que
d<Cf,Cf>f = JoYtdt. Nous avons alors d'aprés les calculs antérieurs

(9) Uppd = B'[<0®,cP %5 ] < 20, (#n) , fonction bornde

donc si nous posons k=2fg+j , U, |k| est bornée, et 1'on a
(10) £ = U,p(2pt~k) d'aprés la relation (7).

Cela signifie que f2gD(A) et Af2=k=2fg+j. Pour montrer que g(A) est
une algébre, on polarise.

I1 est clair que 1)=>2), Il reste & montrer que 2)=>3). Ce résultat
est dll pour 1l'essentiel & KUNITA-WATANABE, Nous ne ferons qu'esquisser
la démonstration, en renvoyant pour les détails au séminaire de proba-
bilités de Strasbourg I, Lecture Notes n°39, Intégrales stochastiques
III, p.131. Le lemme de KUNITA-WATANABE s'énonce ainsi :

LEMMEB:gl H est un ensemble plein dans Q(A), et si M est une martingale

de carré intégrable pour la mesure PH ( i bornée ) orthogonale aux
martingales Cf, fell , nulle en O , alors M est nulle.

Ce point étant admis, supposons que D(A4) contlenne une algébre plei-
ne H . Pour toute fel on a f2e§ , donc <Cf Cf —/ (Af —ZfAf)oY ds est

absolument continue. L'ensemble 2 des martingales de carré intégrable U
telles que <U,H> soit absolument continu est un scus-espace stable, pour
vérifier que c'est l'espace de toutes les martingales de carré intégra-
ble il suffit de montrer que toute M orthogenale & U est nulle, et cela
résulte du lemme précédent.

REMARQUES, Les semi-groupes possédant la propriété 3) sont appelés
semi-groupes de LEVY dans le séminaire I, p.149 ( parce qu'ils admettent
un "systéme de LEVY" ), Il est montré p.150 du séminaire I que tout
gsemi-groupe droit dont la famille de tribus est dépourvue de temps de
discontinuité peut se ramener & un semi-groupe de LEVY par changement

de temps ( pour le lecteur qui voudrait regarder, signalons que

* v. page 162: Correction aux "Inégalités de Littlewood-Paley"
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ces exposés sont rédigés pour des semi-groupes de HUNT, et que cette
hypothése n'intervient en réalité que par 1l'absence de temps de dis-
continuité dans la famille (Et))' Inversement, il est bien connu que
la propriété 3) entraine 1l'absence de temps de discontinuité.

Le théoréme 1 entraine que tout semi-groupe tel que D(A) contienne
ggo est un semi-groupe de LEVY , Ce résultat était anno;cé dans le
géminaire I, p.160, th,7, mais avec une démonstration insuffisante :
on n'y prouvait qu'un résultat un peu plus faible , dd & IKEDA-WATANABE,
J.Math. Kyoto 1962,

Dans cet exposé-ci, nous ne parlerons pas de semi-groupes de LEVY,
Nous emploierons la terminologie suivante, empruntée & la thése récente
de ROTH ( Orsay 1975 ), qui montre l'importance des opérateurs carré du
champ en théorie du potentiel.

DEFINITION2.0n dit que (Pt) admet un opérateur carré du champ si les
conditions équivalentes du th.1 sont satisfaites. Si £ et g sont deux
éléments de D(4), on notera I'(f,g) la densité de %< Cf,Cg> .

(11) 2T(£,8) = A(fg) -f.Ag - g.Af (£, e D(4))

Dans le cas du mouvement brownien, par exemple, I'(f,g)= gradf.gradg.

La valeur de I'(f,g) au point x sera notée Fx(f,g) en général - mais

noter que Af n'est pas, au sens de la définition p.1, une fonction :

c'est une classe de fonctions'aéfinies aux ensembles de potentiel nul

prés. Les valeurs de 1'opérateur carré du champ I' sont donc définies p.p.
Lorsque nous travaillerons sur des fonctions complexes, nous poserons

(12) 2T(f,8) = A(fE) - f.A8 - 8.Af

Le résultat fondamental concernant l'opérateur carré du champ est la
positivité de la classe T'(f,f) pour toute f complexe appartenant & D(4),
tout simplement parce que c'est la densité de <Cf,Cf>t/2 p.r.a dt .

UNE APPLICATION DE LA FORMULE D'ITO

Le théoréme suivant, dont la démonstration emploie des techniques
probabilistes plus raffinées, ne nous servira pas dans la suite. Il
exprime que, dés que la fonction Xr—> x° opére sur D(4), toutes les
fonctions deux fois différentiables opérent ( je voudrais ici poser
une question : quand les fonctions de classe g1 opérent elles ? On
peut raisonnablement conjecturer, cf. 1a théorie des espaces de Diri-
chlet, qu'elles opérent sur E(J:I), et cela caractérise peut étre les
générateurs B tels que -B® soit un générateur ).

1.Voir la remarque p.lI1,18.
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THEOREME 2. Supposons gue (Pt) admette un opérateur carré du champ T,
Soient f1,...,fn n éléments de D(A), F une application deux fois conti-
nfiment différentiable de B* dans B. Alors la fonction F(f',...,f") ap-
partient & D(4).

DEMONSTRATICN, Pour simplifier les notations, nous prendrons n=1. Nous
congidérons donc feg(A) , 8=Af , les processus ont ,goYt notés respec-
tivement ft et 8 » la martingale Ct = ft-/ gsds , enfin la fonction
j= 2r(£,f) : si 1l'on pose jt=joYt , On a 0 d<C,C>, = j,at .

Nous allons utiliser la théorie du systéme de LEVY, Comme la famille
de tribus (gt) est dépourvue de temps de discontinuité, le processus

(Yt) admet des limites a gauche dans E , notées Yt— , au sens de n'impor-
te quelle topologie induite sur E par une compactification de RAY ( voir
WALSH-MEYER [1], th, 13 ), Comme f est un p-potentiel, les processus
(ont-) et f,_ sont indistinguables ( méme réf., théoréme 8). D'aprés
KUNITA-WATANABE, débarrassé de 1'hypothése de continuité absolue par
BENVENISTE [1] ( cf. le séminaire VII, p.27 ), il existe un noyau N

de E dans E, non borné en général, tel que N(x, {x})=0 pour tout xeE

et que, pour toute fonction h positive sur ExE nulle sur la diagonale

la projection prévisible de la mesure aléatoire
I h(Ys_,Ys)es

portée par les sauts de Y, soit la mesure aléatoire
N(Ys,h)ds , oi 1'on pose N(.,h)=/N(.,dy)n(.,y)
Considérons 1a i t 3
gsemimartingale ft = 6 gsds + Ct sy et élevons la au carré.

La formule 4'ITO nous donne, en désignant par C® 1a partie continue de
la martingale C, et par Y la fonction positive, densité de la fonction-
nelle d<C°,Cc>f par rapport a dt

2 2 t t 1/t 2
(13) £ =£5+ 2£ T 8. ds +2£ £,_4C  + §é 2vds + Es;t (£~ )
Considérons la fonction p(x,y):(f(x)—f(y))2 sur ExE, et prenons une
espérance, en utilisant la définition du noyau de LEVY, Il vient

. t t
B[ £2-55 -/ 2t g ,88] = B'[/ (voY 4N (Ty,0))ds

Mais le coté gauche est égal, par définition de 1l'opérateur carré du

champ, & E'[é
(14) 2j = y+Np

2j ds ]. Ainsi nous avons

et nous rappelons ( cf. (9)) que Upj est une fonction bornée pour tout
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p>0. Maintenant, nous appliquons la formule d'ITO & la fonction deux

fois dérivable F, et & la semimartingale précédente ft‘ I1 vient en
posant F(f)=H

t t
]
HoY, = Ho¥, + é F'(fs)gsds + é by (fs_)dC

+t S

+ %([)t Fr(f)vds
s x_ (B(2)-F(£, )P (2, ) (2,~£ )

Notons h(x,y)=F(f(y))-F(£(x))-F'(£(x))(£(y)-£(x)). Comme f est bornde,
soit K un nombre positif qui majore |[F'|,|F"| sur [-2|f],2]|f]|]. Nous
avons, d'aprés la majoration classique du reste de la formule de Taylor

ln(x,y)| = $e(x,y)

et par conséquent, nous pouvons prendre une espérance dans la formule
ci-dessus, en appliquant la théorie du systéme de LEVY : il vient

PH =H+ B* [/ 9oY¥ ds ] ol o=(F'of)g + Q(F“of)Y + Nh
lol < Klgl+5K(v+p)

I1 résulte de (14) que UP|¢| est une fonction bornée pour tout p>0, et
cette relation signifie que H appartient a D(A), avec AH=9, Le théoréme
est établi,

UN EXEMPLE : LES SEMI-GROUPES DE CONVOLUTION SUR B"

Soit (Pt) un semi-groupe de convolution markovien sur B® : conformé-
ment aux notations généralement employées en probabilités

(15) P2(x) = [£(x+y)p, (ay) I

od (pt) est un semi~-groupe de convolution (“s*“té”s+t ). La formule (15)
est seulement un peu dangereuse du coté de la transformée de Fourier :
on & (Ptf)‘(u) = f(u)ﬁt(-u). D'une maniére générale, et malgré cette
irrégularité, nous utiliserons la formule (15) pour définir le "noyau" H
associé & une distribution 7, en posant
(15%) Hf(x) = [f(x+y)n(dy)
comme 8'il s'agissait d'une mesure, mais pour fegg{

HUNT a montré ( voir COURREGE [1], par exemple, pour un exposé re-
latif & %, et non aux groupes de Lie ) que (Pt) est un semi-groupe

(1) C'est seulement 3 cette condition que py est la loi de Xt pour
le processus de Markov issu de O admettant (Pt) comme semi-groupe de
transition : EX [foX ]=P f(x)_E [f(x+X )l=...
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fortement continu sur 1l'espace de Banach gu des fonctions bornées uni-
formément continues sur Rn, que le domaine du générateur A contient 1!
algébre gi des fonctions deux fois différentiables qui appartiennent &
gu ainsi quezleurs dérivées partielles d'ordre 1 et 2, et que A est
continu de Cp ( muni de sa norme naturelle ) dans Cue

Nous noterons A, la forme lindaire fi—» Af(0)" sur C - congidérée

comme forme linédaire sur §Cgu , c'est une distribution tempérée. I1
est clair que Af est la "convolution" [f(x+y)A.(dy) . De méme, nous
désignerons par I'y la forme hermitienne sur guxgu

(16) 2ro(f98) = Ao(fg)‘f(o)Ao(.é)"Ao(f)m

de sorte qu'au point x nous poserons
ary(£,g) = "f(x+y)g(x+z)T,o(dy,dz)" = A (£E)-£(x)A (8)-A (£)E(X)

Si f=g, cette fonction - partout définie - est positive hors d'un en-
semble de potentiel nul, donc pU (F (f,f)) est positive partout. Comme
r (f,f) est une fonction continue , on voit en faisant tendre p vers +m
que F (f f) est positive partout. Autrement dit, la forme hermitienne

Ty est positive sur C xC2 ( mais peut étre dégénérée )

On sait que ﬁt= ety , ou y(u)= /eiuon(dy) est une fonction de type
négatif nulle en O, Si f et g sont deux éléments de S , leurs représen-
tations de Fourier

2(x)=/e T2 (), gly)= [e I Vg(v)v

sont des intégrales au sens de la topologie forte de gﬁ , et comme la
forme T', est continue, on a

To(£,8) = JTo(e™ 1 ™1V 3 (w) 2 (v)&udv

tandis que . . . )
A7) or, (e~ 1% o=17%) - Ao(ei(v-u)')-Ao(e'lu')—ko(elv')

V(v)+¥(-u)-¥(v-u)
(18) 2Ty (f,g) = [/(¥(v)+¥(=u)-¥(v-u))P(u)g(un)dudv .

Ainsi, la positivité de la forme hermitienne I';, exprime exactement le
fait que ¥ est de type négatif, mais de maniére directe, sans trans-

formée de Fourier, C'est pour cette raison que ROTH a pu obtenir, grace
aux opérateurs carré du champ, une formule de LEVY-KHINTCHINE d'une
trés grande généralité .

Nous donnons maintenant quelques formules liées, non pas a 1'opé-
rateur carré du champ, mais aux calculs de la théorie de LITTLEWOOD-
PALEY. Pour commencer, le semi-groupe adjoint de (Pt) par rapport &
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la mesure de Lebesgue est donné par

(19) Pit = (B2)"

ou 1l'opération Viest 1a symétrie par rapport 4 O ( fv(x)=f(—x)).
Ensuite, soit (Qt) le semi-groupe de Cauchy associé a (Pt)’ et soient

p la fonction de type négatif, B le générateur correspondants ., Nous

avons - les mesures py sur B+ étant reprises du premier exposé, formu-

les (5),(6),(7), et ne devant pas étre confondues avec celles de (15)

de cet exposé ci
o—tP(w) _ éooe-ev(u)pt(ds)

Mais la formule fa:-Pspt(ds)= e-tJi se prolonge analytiquement au demi-
plan {R(p)>0}, lg racine étant celle dont la partie réelle est positive.
Comme on a |e-s* W < 1 pour tout s, ¥(u) appartient 4 ce demi-plan et
on peut écrire p=y¥ . D'ou la formule donnant le prolongement "harmo-
nique" f(x,t) d'une fonction fe§ donnée sur le 'bord"

(20) £(x,t) = é f(u)e_ixue-t“*(-u) u

Revenons & 1'opérateur carré du champ : sur l'espace § , considérons la
forme bilinéaire symétrique, positive ( éventuellement dégénérée ) [,.
Soit (nn) une suite d'éléments de 8 , totale dans § . En rejetant ceux
qui sont de longueur nulle pour I, , en appliquant le procédé usuel 4'

orthogonalisation, nous pouvons supposer que

(21) To(£,2) = 5 (To(£,1))° (£es)

ou encore, en introduisant les noyaux associés

H f(x) = To(f(x+n,)

(22) r(£,£) = 5, (6 )7 (£es)

avec une conséquence intéressante pour nous : reprenons la fonction
"harmonique" f(x,t), prolongement de f, et notons f, la fonction f(.,t).
Nous avons Qtan=Hthf , donc la fonction (x,t)+> ant(x) est le pro-
longement harmonique de an. Donc la fonction

(23) Yt(x)t) = rx(ft’ft)

est une somme de carrés de fonctions harmoniques : elle est sousharmo-
nique, en ce sens que

(24) Q (¥4(+,8)) 2 Y4(ops+t) et méme  Q(WY;TL,E]) 2 WYy (o,84E)

La fonction D_f(.,.) est aussi harmonique, comme on le voit sur (20) :
c'est le prolongement de la fonction "dérivée normale de f", de
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transformée de Fourier =-y/¥(-u)f(u) ( N.B, : il est classique que

[ ¥(-u)|< C|u|2 au voisinage de 1'infini ). Il en résulte que si l'on
pose

(25) Y=y, + (D£)°

Y est aussi une somme de carrés de fonctions harmoniques, et Y et V¥
sont encore sousharmoniques.

Continuons & noter quelques propriétés analytiques des semi-groupes
de convolution. La forme exacte du générateur a l'origine, sur gﬁ
nous est donnée par la formule de KHINTCHINE-LEVY

Aof = Lof + [ (£(x)-£(0))v(dx) +
|x|>1

(26) + / (f(x)-£(0)-xegrad,f)v(dx)
Ix| <t

oi L, est un opérateur différentiel du second ordre & l'origine ( el-
liptique, peut étre dégénéré ), v une mesure positive telle que

M x|2A1)v(dx) <+oo. I1 en résulte que si des fonctions f de gﬁ con-
vergent simplement vers une fonction fegg ( bornée ainsi que ses déri-
vées premiéres et secondes ), avec convergence simple des dérivées 4!
ordre 1 et 2 vers celles de £ , et les dérivées d'ordre 1 et 2 des fn
restant bornées uniformément, alors les fonctions Afn convergent sim-
plement en restant bornées, vers Af donnée par (26) au point O, et ail-
leurs par translation. La convergence simple peut d'ailleurs etre rempla-
cée ici par la convergence compacte.

Quelques conséquences : D'abord gg est contenu dans D(A), au sens
ol nous l'avons défini, et A applique g% dans Cp .

Ensuite, § est dense dans gb pour la "norme hilbertienne" JT, , et

la formule (22) s'étend & gg .

Un autre point de la théorie des semi-groupes de convolution, qui
intéresse la théorie de LITTLEWOOD-PALEY ( mais n'a rien & voir avec
1l'opérateur carré du champ ) concerne l'existence de fonctions inva-

riantes dans LT(€), ol § est la mesure de Lebesgue.

Tout d'abord, si fel? et f,=P.f ( nous regardons (Pt) plutdt que
(Qt) pour la simplicité des notations, mais les résultats sont les
mémes ) nous avons

ft(u) = f(u)e_tV(—u)
Comme ¥(u) ne s'annule qu'ad l'origine ( résultat classique sur les
semi-groupes de convolution sur " ) on ne saurait avoir f:ft pour tout
t, et il n'existe pas de fonction invariante dans Ll autre que O,
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D'autre part, le théoréme ergodique pour les moyennes d'Abel ( consé-
quence du théoréme ergodique usuel pour les moyennes de Cesaro ) dit
que pUbf converge dans L2 y lorsque p+ 0, vers une fonction invariante.

Celle~ci est donc nulle, et il existe des pnlO tels que anp f - 0 p.Des
n

Mais alors, soit f continue & support compact ; f appartient a i’
pour tout r>1, et le théoréme ergodique ( abélien) nous dit que pU_f
converge dens LT ( p=0 ) . Comme p Up f - 0 p.p. pour une suige Py
la limite de pU_f dans 1¥ ne peut étre que O, Mais alors, 1'espace
des fell telles que pU f =0 dans LT contient C , 11 est donc dense
dans LT 3 comme il est ferme , c'est tout LT ’ et on voit qu'il n'existe
dans LT aucune fonction invariante,

Une autre conséquence, qui sera développée plus en détail dans
l'exposé IV : soit fero . Comme fel” , et pU f tend vers O dans L*
lorsque p=0, les fonctlons f-pU_f forment un ensemble dense dans LT,
Or f-pUpf A(U (=f)) appartient & 1l'image de A . A1n51, non seulement
le domaine de A y, mais 1l'image de A, est dense dans LY. Cela devra &tre
repris ( exposé IV, dém. du th,2), aussi est il inutile d'insister
ici.

II. PASSAGE AU SEMI-GROUPE PRODUIT

Nous revenons maintenant & la situation du premier exposé, mais en
1a généralisant : nous supposons que (P ) est un semi-groupe markovien'
sur E ( E sera B” dans les appllcatlons, mais peut €tre un espace polo-
nais, par exemple, dans la théorie générale ), admettant une mesure

invariante o-finie & . Nous allons noter un certain nombre de faits

analytiques concernant les "prolongements harmoniques" , mais notre

but principal consiste ici, en supposant que (Pt) admet un opérateur

carré du champ , & écrire explicitement les fonctions figurant dans
les expressions de LITTLEWOOD-PALEY., Les résultats obtenus a cet égard
ne laissent rien & désirer.

(P,) satisfait aux hypothéses droites, comme au paragraphe I,
+t
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Py

Reprenons d'abord les notations de 1l'exposé I, en les étendant &
la situation générale.

Nous désignons par B 1e produit Ex® ( coordonnées souvent notées
(x,t)), E* 1e "demi-espace" ExB, , et nous identifions E au " bord "
Ex{0}. Nous notons encore § la mesure §8€ o

Soit (P ) le semi-groupe du mouvement brownien "horizontal" . Nous
désignons par (P ) le semi-groupe produit sur B

si x=(x,u)eE ’ Pt(X,a) = Pt(X,.)@t(u,.)

Nous désignons par Q 1l'espace produit de l'espace Q des applications
continues 3 droite de B, dans E, par 1'espace W des applications conti-
nues de B, dans R, Les applications coordonnées sur Q sont notées

(Yt) ( app%ications 4 valeurs dans E ) et (Zt) ( applications a valeurs
dans R ). est muni de sa famille de tribus naturelle, des mesures
PO PX@PY faisant du processus (Yt,Z ) un processus de Markov admettant
(P ) comme semi-groupe de transition.

Comme dans le premier exposé, on désigne par TO le temps de rencontre de
0 par le processus (Zt)’ ou encore de Ex{0} par (Yt’zt)'

Une fonction f, positive ou bornée, donnée sur E, admet le "prolongement
harmonique' 3 E*

(27) £(x,t) = /Q, (x,dy)£(y)
ol l'on a posé, comme dans le premier exposé , formules (6) et (7)
2
= fP pt(ds) , p.t(ds):cte-Jc /4s 5_3/2ds = mt(s)ds

(Qt) est le "semi-groupe de Cauchy" associé & (P ) . Nous désignerons
par A le générateur de (P ), par B celui de (Qt) , par A celui de (P ).
Notre premiére remarque est la suivante :

LEMME 4. Supposons f bornée. Le processus f(YtAT ’ tAT )-M est une
martingale pour toute mesure Px (xeB).

En effet, on vérifie comme dans 1'exposé I que Mt=E[f(YT )|Et] .
o’ '=

Nous démontrons maintenant quelques résultats analytiques.
LEMME 5, Supposons f bornée, et posons f —f(.,t) Qtf

a) Pour tout x, la fonction f(x,.) est C00 sur ]0,00[, 1la fonction
D% (.,.) est uniformément bornée sur Ex[a,oo[, pour tout n et tout
a>0, et 1l'application t+> Dﬁf(.,t) est continue pour la convergence

uniforme.
b) Pour tout t>0, f, appartient & D(B) et & D(A), et on a
Bf, = D_f(.,t) ) Af, = -D3f(.,t)
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c) Supposons gue f appartienne & D(A) , avec Af=g bornée. Alors fe
D(B), et il existe heD(B) telle que Bf=h, Bh=-g.

DEMONSTRATION, Nous partons de la formule =/ P m (s)ds, que nous
dérivons en t ; il vient Dth ®© p of m(nf(s)ds , ol flm(n)(s)lds
est borné pour t>a . La partie a) ne demande que des vérifications de
calculs. '

Pour la partie b), on remarque que mt(.) est une bonne fonction goo’
infiniment plate a l'origine, d'oll 1'on déduit sans peine que

AQ.f = }11313 h(1> -I)Qtf = / -P f.D m, (s)ds

Mais Dsmt(s)=D§mt(s) , d'ol 1'on déduit que AQtf=-DiQtf. L'assertion
relative & B est encore plus facile.

Pagsons & c¢). Pour tout x, la fonction f(x,.) est deux fois dériva-
ble sur JO,m [, avec une dérivée seconde égale & —Ait(x)=-th(X)- La
dérivée premiére vaut alors

h(x,t) = Df(xt)_ Df(x1)+ngds

Comme g est bornée , / Qq |glds est bornee, et h(x,.) & une limite
0

bornée h(x,0)=h(x) lorsque t+0 [ il faut remarquer & cet égard que
la condition que Uplgl soit bornée, dans la définition 1, ne joue pas

un role naturel ici ]. La relation h ch passe & la limite lorsque

s+t
s-=>0, par convergence domlnee, et nous donne h —Q h, Pour chaque x,

nous avons f£(x,t)=f(x, s)+f h(x,s)ds ; lorsque €i>0 nous avons f(x,t)=
t
f(x)+/ h(x,s)ds = f(x)+/ Q h(x)ds, exprimant que feD(B) et Bf=h, tandis

que la relation D h(x t)——th(x) exprime que heD(B) et Bh=-g.

La partie c¢) du lemme précédent est une maniére d'exprimer la
relation "B=/=A " que nous avons déjd rencontrée & propos des semi-grou-
pes de convolution,

I1 nous faut maintenant calculer le générateur A , et donner un
sens 4 la relation formelle " A= Ax + Di v , Faute d'une formulation
agréable, nous allons avoir 3 démontrer cette relation dans trois
situations différentes ! La premiére :

LEMME 6. Si u appartient & D(4) , v 4 D(b), le générateur du mouvement

brownien horizontal, la fonction u®v : (x,t)—> u(x)v(t) appartient &
2(3), et 1'on a
(28) A(udv) = udbv + Aulv

(si v est dans g%(ﬂ), on peut bien entendu écrire explicitement le
générateur &v comme la dérivée seconde ).
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DEMONSTRATION, Posons Au=f, &4v=g , u@g+f® = h, Comme u et v sont bor-
nées par hypothése ( cf. définition 1 ), nous avons |h| < K( 18|g| +
|£|®1 ), ol K est une constante, donc ﬁbh(x,t)g K(U |f|(x)+U;|g|(t))
est bornée. Montrons que, si 1'on pose U't=qut ’ Vt=VoZt , le processus

v /t
Ut t = ; h(YS,ZS)ds
est une martingale , ce qu% équivaut & la relation A(u®v)=h ., Pour
prouver cela, posons Ft=é foXSds ’ Gt=é gonds ’ MtzUt—Ft '"Ntzvt_Gt'
Alors

UV, = (M +F,) (N 46,) = MN, + MG +F N +F, G,

M,N sont des martingales indépendantes pour toute mesure Px, leur pro-
duit est une martingale. F et G sont des processus & variation finie
continus, Nous appliquons la formule d'intégration par parties
a(uv) ={a(MN)+G_dM+F_dN} +{M_aG+F_dG+N_dF+G_dF}
+{a[M,G]+a[F,N]+d[G,F]}
comme F et G sont continus, on peut enlever les - partout, les [ ] sont
tous nuls, et il reste seulement

a(uv) = {d(MN)+GAM+FAN} + {UdG+VAF|
le premier { } est une martingale, et le second vaut u(Yt)g(Zt)dt+
v(Zt)f(Yt)dt = h(Yt,Zt)dt. C'est ce qu'on cherchait,

COROLLAIRE, Si (Pt) admet un opérateur carré du chemp, il en est de
méme de (ﬁt).
En effet, 1l'algébre formée par les combinaisons linéaires finies
de fonctions de la forme u® , ou u parcourt D(A) et v parcourt gg’(ﬂ),
est une algébre pleine contenue dans 2(3). On applique alors le th.1.
Le théoréme 1 entraine alors que le processus croissant <M,M>f est

absolument continu par rapport au processus croissant t. Nous pouvons

préciser un peu.

THEOREME 3, S8i (Pt) admet un opérateur carré du champ, il existe une

fonction positive g telle que (notations du lemme 1, f bornée )

$AT,
(29) MM, = é 2g(Y,,2 )ds

Méme si (Pt) n'admet pas d'opérateur carré du champ, on peut affirmer
que

AT
(30) MMy > 2 © (p_g(v,,2,fas

DEMONSTRATION. Le processus arrété wtz(YtAT ’ZtAT ) est un processus de
Markov, pour lequel f est une fonction invariante . La martingale
(f(wt)-f(wo)) est une fonctionnelle additive, le processus croissant
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associé <M,M>  est une fonctionnelle additive, d'aprés le théoréme de
MOTOO déja utilisé dans la démonstration du théoréme 1, la continuité
absolue de d<M,M>t par rapport & dt entralne alors l'existence d'une
densité que l'on peut noter 2g(Wt) . Comme <M,M> ne croit plus aprés
T, » & est nulle au bord, et on a (29).

Pour établir (30), tout revient & prouver

/t /\TO

(31) My =] 2D_f(Y_,2,)ds

En effet, la projection de M sur Z est l'intégrale stochastique L =
ét Hsts , ou H est une densité de d<M,Z>_ par rapport a d<z,Z> =2d%.

(31) nous dit que Hs=D~ f(Ys'Zs)I{ngoi . Comme L est une projection

de M, on a dM,M>, > d<l,I>, = Hyd<Z,Z>, = 2H§dt , clest 3 dire (30).

Mais nous n'allons pas tout de suite établir (31) : nous allons
avoir besoin d'un second lemme du type du lemme 6, avec des hypothéses
d'ailleurs peu naturelles - et méme, en vue de la suite, d'un troisiéme
lemme du méme type ( énoncé comme seconde partie du lemme 7 ).

LEMME 7. Soit u(x,t) une fonction bornée sur ExE . On suppose que_ pour

t fixé ug ~u(.,t) appartient & D(A), et gue pour x fixé u =u(x,.) ap-
partlent 3 =b(ﬂ), et _on pose
Au(x,t) = alx,t)  , Diu(x,t) = blx,t)

Faisons les hypothéses suivantes :

1) b est uniformément bornée, bt est finement continue pour tout t,
et l'application tt=—> bt est continue pour la convergence uniforme.

2) a est uniformément bornée, et pour tout t a, est finement continue

sur E ,
Alors u appartient & D(A) et 1'on a Au = a+b .,

-

Si 1'on sait que ueD(A), 1'hypothése 1) suffit & elle seule & en-

trainer gue Au = a+b presque partout pour la mesure §&dit .

DEMONSTRATION Nous utiliserons deux résultats'classiques":

a) Si —(P u-u) converge partout vers une fonction 4, en restant
bornée, alors ueD(A) et Au=t .

b) Inversement, si ueD(A) et Au=t , —(P u-u)= 1/ P 4ds converge
vers 4 hors d'un ensemble de potentiel nul , donc neg?lgeable pour la
mesure invariante &&it . Ce dernier résultat est un théoréme ergodique
local, di & Mokobodzki ( séminaire IV, Lecture notes n°124 ). Je pense
qu'on peut le remplacer par des résultats mieux connus, en vue de 1'
application que nous en ferons.



157 IT.16

Nous écrivons maintenant au point (x,r)
Pt((xyr)rc) = Pt(x,.)® P;(ry-)

%(ftu—u) = % / (u(y,s)-u(x,r))Pt(x,dy)P;(r,ds)
= % / [(u(YyI')—u(x,r))+(u(y,s)—u(y,r))]Pt(x,dy)P:(r’ds)
t -
=% é Ph(X,dy)a(x,r) + j Pt(x',dy) -_l'{)t Ph(r,ds)b(y,s)

Dans la derniére expression, en raison de la continuité de sw—q>bs pour
la convergence uniforme, nous ne changeons pas les limites inf ou sup
en remplagant b(y,s) par b(y,r) , et il nous reste donc

i a t
1im inf 1 Lu-u) = lim %é Ph(x,dy)a(x,r) + [ Pt(x,dy)b(y,r) ]

inf [
sup t s

up
En raison de l'hypothése 1), br est finement continue, et le dernier
terme converge vers b(x,r), en restant borné par la norme de b, Si a,
est finement continue, on'a le méme résultat pour le premier terme du
second membre, (ﬁtu-u)/t converge partout vers atb en restant borné,
et on a la premiére conclusion du lemme.

Si 1l'hypothése 2) n'est pas satisfaite, on peut seulement affirmer
que pour tout r fixé, le premier terme au second membre converge vers
a, hors d'un ensemble de potentiel nul pour (Pt)’ donc &-p.p.. Par
le théoréme de Fubini, on a alors convergence p.p. pour &® dt, et la
seconde conclusion.

REMARQUE, I1 y a une pathologie des produits de semi-groupes, dont 1'
étude est délicate : par exemple, dans le produit de deux semi-groupes
de translation uniforme sur B , la diagonale n'est pas de potentiel nul
pour le produit, mais toutes ses coupes sont de potentiel nul pour les
facteurs.

Du lemme 7, nous déduisons d'abord (31). Soit f bornée sur le "bord"
et soit
u(x,t)=f(x,t)o(t)
ol ¢ appartient & 22 (R) , avec un support contenu dans [c,o0[, c>0.
I1 est facile de déduire du lemme 5 que u satisfait aux hypothéses 1)
et 2) du lemme 7. Si nous posons Ah=r , nous avons

(32) r(x,8) = A £(x,£)9(t) + (DFT(x,t)@(t)+2D £ (x,t)D, ¢(t)+2 (x,)Do0(t))

Mais on a Axf(x,t)+D§f(x,t)=O , et il ne reste que les deux derniers
termes. Le processus h(Yt,Zt)—f r(Ys,Zs)ds est une martingale. Prenant
0
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¢(%)=t pour tel[2c¢c,1/c] , on voit que le processus

t
Mz, - é 2D_£(Y,,% )ds

- t
arreté au temps T, AT , est une martingale, donc M,Z>_ =/ 2D_f()ds
2¢c 1/e t Ty T
jusqu'ad cet instant. Aprés quoi on fait tendre c vers O et on a (31).
Voicl le résultat final de cet exposé. Nous supposons gue (Pt) admet
un opérateur carré du champ I' ; la fonction fy =f(.,t) appartient &

D(A) d'aprés le lemme 5, donc nous pouvons définir F(ft,ft). D'aprés
le lemme 5 aussi , D_f(x,t) est une brave fonction pour t>0.

THEOREME 4, Supposons gue (Pt) admette un opérateur carré du champ T .

Soit Mt la martingale f(YtAT ’ZtAT ), ou f est le prolongement harmo-

nigue d'une fonction bornée sur le bord. Alors pour tout N>O le proces-—

sus croissant <M’M>f est P°N indistinguable du processus

(33) 2[*0 g(,,2,)as
0

ol g est la fonction
(34) g(x,t) = T, (£,,2,) + (D_£(x,1))°

DEMONSTRATION, Soit ¢ une fonction de g%(ﬂ) , & support dans [c,o00[,
égale & 1 sur [2c,+0[ ( ¢>0 ), et soit u la fonction

u(x,t) = £(x,t)e(t)
Nous avons déjé& vu que ueg(ﬁ) , et nous avons calculé Au dans la formule
(32). Dans Bx[2c,w [, nous avons
(35) Ru(x,t) = D22(x,t)
D'autre part, nous savons que uzeg(i) ( corollaire du lemme 6 ), et les

hypothéses du lemme 7, seconde partie, s'appliquent & u2. Nous avons
donc, cette fois p.p. pour la mesure £&dt

iw®) = a,®) + 02 (w?) = 2uaqu + 2T, (u,u) + 2005 +2(D_uw)?
Dans Ex[2c,00[, cela se réduit (compte tenu de A,f+Dgf=0 ) &
(36) RaP(x,t) =—2£(x,8)D%8(x,t) + 2 (£,,1,) +
+ 2£(x,t)D2f(x,t) + 2(D_£(x,t)) p.p.
Ainsi, Au2 coincide avec la fonction 2g (34) presque partout dans
Bx[2c,+m [. Comme la mesure potentiel de EN est absolument continue
par rapport & &®dt , les processus
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u2(Yt,Z )= /tAﬁz(Y 12 )ds uz(Yt,Z )- ft2g(Y z,)ds

sont indlstinguables jusqu'a 1'instant T R et u (Yt,Z ) peut aussi
étre remplacé par M jusqu'a cet 1nstant D'autra part, le premier

d'entre eux est une martlngale, de sorte que

Mﬁ - 2/ g(Yy,2.)ds arrété a T,

est une martingale pour PgN ( plus correctement, il aurait fallu consi-
dérer PH, p bornée < §N , et passer a la limite ). D'ou (33) en faisant
tendre ¢ vers O,

REMARQUE, M,YOR m'a signalé qu'une forme du théoréme 1 figure dans
l'article de H,KUNITA g absolute continuity of Markov processes and
generators, Nagoya Math.J., 36, 1969, p.1-26., En fait, cet article
contient aussi une version du théoréme 2 ( mais les deux théorémes
¥y sont appliqués & des problémes trés différents ).
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APPENDICE : CALCULS DANS L'ESPACE L2
Nous supposons ici que E est localement compact, que § est une mesure
( de Radon ) invariante par le semi-groupe (Pt)’ et que (Pt) admet un
opérateur carré du champ I' . Nous nous proposons de reprendre certains

calculs faits plus haut pour des fonctions bornées, mais cette fois
dans L2 : cela servira dans 1l'exposé IV,

Nous commengons par remarquer que les opérateurs Pt ou pUp , qui sont
de norme <! dans 1! et L® , sont aussi de norme <! dans L° par le thé-
oréme d'interpolation usuel ( il y a aussi des démonstrations directes
trés simples ). Si f appartient 3 [ ( continue a support compact ),
pUPf =f simplement lorsque p-=>m , ern restant dominé dans L2 d'aprés

le théoréme ergodique maximal. Donc pUpf —=f dans L2 , 1'image de 1la
résolvante est dense, et le semi-groupe est fortement continu sur L2.

DEFINITION, La phrase " feD 2(A) et Af=g " gignifie gue feL2, geL2
et _que f—U (pf=-g) &-p.p. ppur tout p>0.
Clest la définition habituelle du générateur d'un semi-groupe forte-

ment continu - ou du moins, il est classique qu'elle équivaut & la défi-
nition par la dérivation 4 l'origine,

Si f appartient & DL2(A) la fonction U |pf-g| est p-excessive, et
appartient & I puisque Up applique L2 dans lul méme, Elle est donc
finie &-p.p.. Mais une fonction p-excessive finie &-p.p. est finie hors
d'un ensemble E-polaire , i.,e. que le processus de Markov (Y ) ne ren-
contre P >-p.s. pas. La fonction f peut donc étre définie, non seulement
§-p.p. , mais E-guasi-partout ( €-q.p.), ce qui permet de parler sans
ambiguité du processus (f°Yt)’ par exemple.

Soit k une fonction positive. Nous avons d'aprés une formule classi-
que ( cf. le lemme 1 )
(37)  E°L (éwe_pskosts)z] = 20, (k.U k)
et par conséquent , comme §U2p = 5%5 , et IUpk"L2 < %“k"2
(38) I P s
Nous allons maintenant faire des calculs sur les martingales. Pour se
ramener au cas d'espaces de mesure finie, il sera bon de raisonner sur
P (pu<® , bornée ), puis de faire croitre p vers §. Mais nous néglige-
rons cette étape dans la rédaction.

Tout d'abord, si feD;JA),Af=g, nous introduirons la martingale de carré
intégrable correspondant a (1) :
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(39) cg»fzgu‘”e P(pr-g)oY ds|F, J=e PProY -/ e™P® pf-g)o¥ ds
0 = 0 S

dont l'existence est justifiée par (38) avec k=|pf-g|. Le méme calcul
justifie la formule

& oF o fy2
(40) E*[(FyH)]

2<8,U, ((pf-g)U (pf-g))> = %<§, (pf-g)U (pf-g)>

1 _ 1
5<§,(pf-g)f> = <f,f>g - —p<f,g>g

ou encore

(41) BEL<CPr TP T 7 = BA(cR)P-(0B D)2 = - It a5

Lorsque p+> 0, les variables aléatoires Cg’f convergent dans L2 vers

t
(42) Ci = fOYt - é gosts

et on a sans changement les formules (3),(4) : la martingale of est
localement de carré intégrable, et d'aprés 1l'hypothése d'existence 4!
un opérateur carré du champ nous pouvons écrire

t
(43) <cf,cf>t = 2é Ty (£,f)ds Pg—p.S.
s

Cette formule étend la définition de T & gLa(A), mais il faut remarquer
toutefois quelques nuances : par exemple , la fonction I' est définie
aux ensembles &-négligeables prés, non aux ensembles de patentiel nul
prés. Nous avons, comme précédemment

2

(44) 2T(f,f) = AfS - 2fg (g=Af)
Revenons & la formule (41) : elle s'écrit compte tenu de (4)
1

< §,2U2p1“(f,f) > =-3 d,Af>g
ou encore
(45) < §, T(£f,f)> = —<Af,f>¢

Cette formule est vraie en toute généralité, sans symétrie. De méme,

il est vrai en toute généralité que si f appartient & QLa(A), alors

f appartient & QLz(B), ou B est le générateur de‘(Qt), Bf appartient

a QLz(B), et B2f=-Af : pour voir cela on peut adapter la démonstration
donnée plus haut ou - dans le cas symétrique - utiliser la décomposition
spectrale, Ainsi , -<Af,f> = <B®f,f> ., Dang le cas symétrique , cela

peut s'écrire

(46) < E, T(f,f)> = <Bf,Bf>g

ol Hl‘(f,f)l1 = |Bf"§ . Cette formule est étroitement liée a la théorie
de 1'espace de Dirichlet, pour laquelle on consultera les travaux de
DENY, FUKUSHIMA, ou l'ouvrage récent de SILVERSTEIN ( Symmetric Markov
Processes, Lecture Notes n® 426 ),



