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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1974/75

SUR LA THEORIE DE LA PREDICTION, ET LE PROBLEME

DE DECOMPOSITION DES TRIBUS 3%+

par Marc Yor et P.A, Meyer

Ltorigine de ce travail en commun est un article de M, Yor ,
établissant une relation entre la théorie de la prédiction de
Knight ( présentée par P.A.Meyer dans 1'exposé précédent de ce vo-
lume ) et le probléme suivant posé par K,L.Chung : étant donné

un processus (X ) réel & trajectoires cadldg., désignons par (F°)
sa famille de trlbus naturelle, par S un temps dtarrét de la famille
(g%+) , par (gg) la famille de tribus naturelle du processus (XS+t)

A t'on dans ces conditions

(%) E?s+t)+ = g%_ \ G%+ aux ensembles de mesure nulle preés,

comme dans le cas des processus de Markov ? La théorie de la prédic-
tion fournissait un moyen naturel de démontrer cela, et 1l'article de
Yor le démontrait en effet, modulo une erreur énorme de Meyer, signa-
lée au bas de la p.6 de 1l'exposé précédent. Ceci étant, nous avons
regroupé dans un premier paragraphe les résultats positifs du tra-
vail de Yor, qui apportent des compléments substantiels a la théorie
de la prédiction, et dans un second paragraphe un exemple ( trouvé
avec 1'aide de C. Dellacherie ) d'un processus réel (X ) a trajec-
toires cadlig.,, dont la loi de probabilité est assez bizarre pour

que l'on n'ait pas (*) avec S=1 : Ef, n'est pas engendrée par Ef et

par la tribu des germes en O du processus (Xt+1)t>0 , aux ensembles

de mesure nulle prés ! Autrement dit, il faut se méfier des idées
toutes faites sur les tribus de germes.

I, COMPLEMENTS A LA THEORIE DE LA PREDICTION

Au lieu de travailler sur l'espace canonique Q de 1'exposé pré-
cédent, nous allons travailler sur 1l'espace de toutes les applica-
tions de B, dans EU{3] - o E est un espace polonais - continues a

droite et pourvues de limites 3 gauche, absorbées en 3. Si w appar-
tient
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a O, nous poserons Xt(m)zw(t); et nous poserons comme d'habitude

(1) Fo= Fo = o(X,, ser)) , B = G(XS, s<t )

I1 est bien connu que 1'espace mesurable (Q,F°) est lusinien ([4],
IV.19, p.146 ), donc que Q admet une topologie compacte métrisable
dont F° est la tribu borélienne ([4], III,80, p.248 ), D'autre part,
Q) admet les opérateurs de translation et de raccordement

(2)  X,(6,0) = X, (0)

(3) Xs(m/t/w) = Xs(w) si s<t , Xs—t(w) si s>t .

La théorie de la prédiction développée dans 1l'exposé précédent s'ap-
plique dans la présente situation, et nous en conservons toutes les
notations : K% R Zg s M, etc. Afin de compléter la théorie de Knight,
nous avons ( comme dans 1'exposé précédent, référence [7] de la bi-
bliographie ) isolé entre astériques *..., certaines considérations
permettant de passer au cas de l'espace des fonctions lipschitziennes.

LEMMES DE MESURABILITE

LEMME 1. I1 existe une algébre U de fonctions £°—mesurables bornées,
contenant les constantes, fermée et séparable pour la cv, uniforme,
engendrant la tribu F°, et telle que pour tout g€U l'application

t~€>g°9t goit continue pour la convergence uniforme.

DEMONSTRATION, I1 suffit de trouver un ensemble Y de fonctions mesu-
rables bornées, séparable pour la convergence uniforme, engendrant
Fo, et tel que toute geY posséde la propriété précédente. Car alors
on prendra pour E la fermeture uniforme de l'algébre sur les ration-
nels engendrée par X et 1. On construit V ainsi : on prend une suite
(fn) de fonctions continues bornées sur E, engendrant g(E), et pour
V 1'ensemble de toutes les fonctions sur Q de la forme

0
g = (/) e Pf oX_ du (p>0) .
Avec les combinaisons linéaires de telles fonctions, on peut en effet
approcher les /oofnoxuw(u)du, ou ¢ est continue & support compact,
0
puis les fnoXu elles mémes ( au sens de la convergence simple sur Q ),

et V engendre donc F°., V est évidemment séparable, et tout élément de
V posséde la derniére propriété de 1'énoncé.
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¥*.
Dans le cas lipschitzien, il suffit de prendre g:g(o).*

On rappelle que P désigne la tribu prévisible. Nous désignons par
H la tribu homogene sur R X, formée des ensembles F°—mesurables A
dont l'indicatrice est une fonction homogéne (IA(s+t w)-IA(s w))
IEMME 2, B(R,)xF® = BVH'.

DEMCNSTRATICN, Il suffit de montrer l'inclusion & . Nous remarquons
que, quelle que soit la fonction C((t,w),w), ExE°-mesurable, la

fonction (t,w) > C(t,w,etw) est PVH-mesurable, comme on le vérifie
aussitdt par classes monotones & partir du cas od C(t,w,w)=a(t,w)b(w)
(a P-mesurable, b E°-mesurable ). Prenant

C(t,w,w):éte—pufoxu(m)du + 7 PE/® e-pufoXu(w)du
0

on a C(t,w,etm) = éooe_PufoXu(m)du , et 1'argument du lemme 1 montre
qu'alors, pour toute fonction b(w) E°-mesurable, (t,w) > b(w) est
PVH-mesurable. De méme, si a est E(R+)-mesurable, (t,w) > a(t) est
prévisible, donc (t,w)+> a(t)b(w) est PVH-mesurable, et ces fonctions
engendrent E(R+)x£°.

*Dans le cas ol O est 1'espace deé applications t+—>Lt(w), nulles

en 0, croissantes, lipschitziennes de rapport 1 - espace qui faisait
1l'objet de la théorie de Knight - il faut prendre

t - - o0 .
C(t,w,w) = J e PHaL (w) + e Pt/ e PYT, (w)
0 u 0 u

Voici une premiére conséquence de ce lemme @

PROPOSITION 1, Soit peM, et soit (Ht) un processus réel, optionnel
par rapport 4 la famille (£¥+). Alors H est p-indistinguable d'un

processus mesurable par rapport 3 la tribu sur R+x0 engendrée par

P et par le processus (Z%).

Ou encore : g“ = EVO(Z“)VU(LP), ol ;“ est la classe des ensembles
p—-évanescents.

DEMONSTRATION. Il est bien connu qu'un temps d'arrét de la famille
(F ) est égal p~p.s. & un temps d'arrét de la famille (Ft+)' On
en dedult que H est p-indistinguable d'un processus O-mesurable, et

1 o Voir [8].
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par conséquent, en particulier, E(R+)xg°—mesurable. On se raméne
alors & 1l'énoncé suivant : tout processus g(ﬂ+)xg°-mesurable borné
(Kt) admet une projection optionnelle (Ké) pour la loi p, mesurable
par rapport & EVO(ZP) - en particulier, si K est O-mesurable, K et
K' seront p-indistinguables, et le lemme sera prouvé. Or d'aprés le
lemme 2, il suffit de traiter le cas oi Kt(m)=a(t,w)b(9tw), a étant
prévisible, et b F°-mesurable. Alors on peut prendre

K!(w) = a(t,0)Z(v,b)
qui est mesurable par rapport & gVo(Zp).

REMARQUE. Si 1'on ne dispose pas d'opérateurs de translation, le
théoréme est vrai - avec une preuve encore plus simple - pour la
tribu gVO(K“). Le point intéressant ici est le fait que les tribus
gVO(K“), £VG(Z”) sont de bonnes tribus de Blackwell sur B >0, tandis
que O est une mauvaise tribu.

REMARQUE, Pour tout t.d'a. S de (£%+)1a tribu z§+ est engendrée par
les v.a. HS , Ol (Ht) est un processus optionnel de la famille (£%+).
D'aprés le résultat précédent, gg+ est aussi engendrée, aux ensem-
bles négligeables prés, par les v.a. Hs ou H est un processus prévi~
sible , et par la seule v.a. Zg . Or les v.a. Hy od H est prévisible
engendrent Fg_ . Ainsi

(4) g, = B§_vo(zh)
il n'est pas nécessaire d'ajouter la tribu O(QP) engendrée par les

p-négligeables : elle est déja dans Eg_ « 51 S est un t.d'a. de (£%+
on peut aussi écrire

(4") F,= B3 vo(zg)ve(@).

REMARQUE, Continuons & décomposer (4') : comme processus prévisibles
H dont on va regarder les traces HS , on peut se borner aux processus
de la forme H(t,w) = f°Xu(w)I]u,03[(t)' D'autre part, foXu =

4]
Ep[foX009u|£u+] = le’:(foXO) p-p.s.. Ainsi, FQ est engendrée aux en-
sembles p~-négligeables prés par les v.a. ZEI{u<s! . Donc

(5) E8v = o Bl jucs)r WERIVO(ZE)Vo()
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HOMOGENEITE DU PROCESSUS DE PREDICTION

Ce paragraphe contient les résultats essentiels de 1l'exposé :
d'une part le théoréme sur la prédiction, qui apporte un complément
important au th. de Knight , et d'autre part un résultat de décompo-
sition des tribus utilisé dans [7] pour démontrer, précisément, le
théoréme de Knight. Il nous faut d'abord des résultats techniques.

LEMME 3. Soit g€U ( lemme 1 ). Alors pour p-presque tout w la fonc-

tion thﬁ»Z“(w,g) est continue & droite sur [0, [ et pourvue de limi-

tes 3 gauche sur ]0,00[ , et 1'on a (Zp‘(m,g))t _Z}l _(w,g) sur ]0, ol[.

DEMONSTRATION, Le processus (goet) est continu, Le lemme ne fait alors
que traduire un résultat bien connu sur les projections optionnelle
et prévisible d'un processus continu ( [3], V.T20, p.101 ).

COMMENTAIRE, On a souligné & plusieurs reprises le caractére artifi-
ciel de la topologie compacte sur Q, considérée dans 1'exposé précé-
dent ¥exception faite du cas des fonctions lipschitziemnesy . Choisis-
sons maintenant une suite (fn) dense dans U , et considérons 1'applica-
tion de Q dans

i o (£ () q

Puisque les fn engendrent E°, donc séparent Q, j est injective., Iden-
tifions Q & son image par j, munissons Q de la topologie induite par

; E° est alors la_tribu borélienne de Q, et comme Q est lusinien, Q
est borélien dans ﬁn([4], II1.21, p.76 ). Les f, étant bornées, 1
adhérence O de Q est compacte. Toute fn se prolonge par continuité a
0, il en est donc de méme de toute fonction g€U , et comme U est une
algébre qui contient les constantes, et que les prolongements des fn
séparent 00 , il résulte du théoréme de Stone-Weierstrass que U est
1'ensemble des restrictions a Q des fonctions de g(ﬁ). Le lemme 3 nous
dit alors que si l'on considére les Z” comme des mesures sur {1 por-
tées par Q, le processus (Z“) est p—lndistlnguable d'un processus
c3dlig. pour la convergence étroite des mesures sur 0, et que le
processus (ZH ) est p-indistinguable du processus des limites & gauche
de (Z“) Mals les mesures ZP sont portées par Q , donc ([4], III.58,

114 ), la convergence etroite des Z}‘L en tant que mesures sur a
est la méme que leur convergence etr01te en tant que mesures sur Q ,
i.e., pour p-presque tout w on peut affirmer que, quelle que soit g
€ Sy « , Z“(w,g) est continue & droite, avec limites & gauche égales

Zij,g) - et cela, bien que C, () ne soit pas séparable en général.,
Ce choix de topologie (non compacte ) sur Q est donc assez plaisant.
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Le second lemme est purement technique :

LEMME 4, Soit G(A,w) une fonction sur MxQ , mesurable par rapport &

la complétion universelle (M x §°)* de Mx F°, Alors pour tout temps
optionnel S de la famille (EP,) et toute loi p, on a p-p.s.

(6) EH[G(Zg(w),QSm)|£§+] = /Zg(m,dw)G(Zg(m),w)

DEMONSTRATION, Soit V(w,w) = G(25(w),w). L'application (w,w)w—>
(Z“(m) w) étant F° xF°Ame° -mesurable, elle est aussi (F° xF°) /

(mlx£°)*-mesurable, et V est’£§+x£°) -mesurable. Soit alors A la
mesure sur (OxQ2, image de p par wr>(w, Gsm) ¢ encadrant V entre deux
fonctions F§ xF°—mesurables égales A-p.p. et appliquant la formule
(18) de [7] = 4tendue aux t.d'a. - on obtient (6).

Voici enfin le résultat de décomposition des tribus qui joue un
role essentiel dans la démonstration, de manidre implicite ( 1'exten-
sion aux temps d'arrét du lemme 7 de [7] repose sur lui ). Nous con-
sacrerons le paragraphe II & la discussion de ce résultat.

THEOREME 1. - Soient S et T deux temps d'arrét de la famille (£2,), et

R le temps d'arrét S+ToGS e« Soit U une v.a. F§+-mesurable. 1l existe

alors une fonction U(w,w) sur OxQ, possédant les propriétés suivantes

a) U est F_xF°-mesurable, et U(m):U(w,OSw) identiquement .
b) Pour tout w fixé, U(w,.) est F§ -mesurable.

DEMONSTRATION, Nous vérifions d'abord que R est un temps d'arrét.
Nous écrirons que w=w' (t) pour exprimer que Xs(w)=Xs(w') pour tout
s<t. Le point 4 vérifier est le suivant ("test de Galmarino", cf. [5],

et [4], IV,99-101, p.233 ), ol € désigne un nombre >0 .
( R(w)=t, w=w' (t+e) ) => R(w')=t .

Or soit S(w)=u < t. Comme S est un temps d'arrét de (F la rela-

Ro.),

tion w=w' (t+e) entraine S(w')=u. Alors T(etw)-t-u , et 8, w=0, 0"

t t
(t=u+e), donc T(Gtw)=T(9tw'), et finalement on a bien R(w)=R(w').

Dans [4], cette démonstration repose sur l'emploi d'opérateurs
d'arrét a, » définis par Xt(au(w))=XtAu(w). *Sur l'espace des fonc-

tions lipschitziennes utilisé dans [7], avec les coordonnées Lt’ on
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peut utiliser les opérateurs a, tels que Lt°au=LtAu’ mais le mot

"opérateur d'arrét" est légérement impropre : la véritable trajec-
toire est en effet celle de la dérivée L% , définie presque partout,

et sur celle-ci l'effet de a, est un remplacement par O aprés u -
plutat donc un meurtre qu'un arrét.,

Posons maintenant V(w,w)= U(w/S(w)/w). Nous avons vérifié dans
1'exposé [7] que V(w,OSw)=U(w), et que V est £§_XE°—mesurable. Pour
tout h>0 nous posons

Vh(w,w) = V(w, 8 (y)+n¥ )

Comme WhiiaT(w)+h(W) est §° /E°-mesurable, Vv, est Fg xFR , -mesura-
ble. Vérifions que si U est FR+-mesurable, on a encore U(m):ﬁ{m,@sw).

Posons w=bquw , w'=aT(w)+hw ; nous avons par définition

U(w) = U(w/S(0)/w) ; Vy(0,6q0) = U(w/S(w)/w')
Soit S(w)=s , T(w)=t ; nous avons R(w):S(m)+T(Gsw)=S(m)+T(w)=s+t ,
et w=w/s/wsw/s/w' (s+t+h), donc comme U est Fg ~mesurable, U(w)=
U(w/s/w!)= V(w,w'):Vh(w,w).

Ce point étant établi, posons U(w,w)= lim inf V1/ (w,w). Cette
fonction est mesurable par rapport & la tribu ﬂ (F° VFT+1/ ), qui est
en général distincte de £§_V£%+ , mais elle satisfait & la propriété
b) de 1'énoncé. Quant 3 a), la relation U(m)=V1/n(m,GSw) passe bien &
la limite, et le théoréme est établi,

Nous démontrons maintenant le résultat principal de ce paragraphe.

THEOREME 2. Soit S un temps d'arrét de la famille (—t+) Alors pour
toute loi p les processus

2k (w)

(7 254 (w) et 2.0 (6gw)

sont p~-indistinguables sur [0,00[, et les processus
z5(w)

(8) Z%S+t)— (0) et 2,°  (8gw)

p-indistinguables sur ]O,w [.
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REMARQUE, Si S est prévisible, on a un énoncé analogue, en remplacant

25 (w) 2 ()
Z par Z . Nous laissons cela au lecteur : 1'idée de la

démonstration est la méme, mais il faut remplacer partout les formu-
les du type Ep[Y°eS|£§+]=Z§("Y) par des formules du type Ep[Y°gS'£§-]

1
=Z}§_( . 1Y) .

DEMONSTRATION, Nous commengons par invoquer le lemme 7 de [7], éten-
du aux temps d'arﬁét, pour obtenir que pour t fixé

(9) Zg+t = ZtS(QS‘) p-P.s. ( l'ensemble négligeable dépendant det)

Ce point étant acquis, démontrons par exemple 7). Il nous suf-

fit de prouver que pour toute v.a. geg ( lemme 1) et pour p-presque
tout w

i A
(7%) zg(m)+t(g) = Zts(m)(esm,g) identiquement en t .

La formule (9) nous dit que 1'égalité a lieu p-p.s. pour t fixé, donc
pp en (t,w) pour la mesure dtxdp donc (Fubini), que pour presque tout
w, que (7') a lieu presque partout pour la mesure dt. D'autre part,
d'aprés le lemme 3, le cdté gauche de (7') est, pour p-presque tout

w, une fonction continue & droite de t. Il nous suffit donc de prouver
la méme chose pour le cdté droit de (7'). Nous allons prouver un peu

plus, de maniére a obtenir (8) du méme coup.

Soit N 1l'ensemble des (A,w) pour lesquels la propriété suivante (1)
n'est pas satisfaite, et soit n(A,w) l'indicatrice de N,

(o) : l'application trq>Z¢(w,g) est continue & droite sur [0,m [,
et pourvue de limites & gauche sur ]0,00[ ,
1'application tne»Z%_(w,g) est continue & gauche sur ]0,m [
et pourvue de limites & droite sur [0,o [ ,
on a (2Mw,8)),_ = Z}_(0,8) et (2}_(u,8)),,=Z}(0,8) pour tost t.

Le lemme 3 nous dit que, pour toute loi A, 1l'ensemble NA={m:(A,w)GN}
est A-négligeable. D'aprés le théoréme 34, p.164 du chapitre IV de
[4], N est le complémentaire d'un ensemble (M X Fo)-analytique,
donc appartient 4 la complétion universelle de Mmx ko D'aprés le
lemme 4, nous avons alors

1. En particulier,_le processus (Z”_) est modérément markovien de semi-
groupe JE(A,A):A{ZA €A}, Aussi, si S est un t.4'a, prévisible, on a

pizBealEg | = J5(24_,4) p.s. (notations de [7], th.3 ).
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§+ b= E“[ n(Z}Sj‘(w), Os“’)lgg.,. ]

(@)

=/ Zg(w,dw)n(zg(w),W) =

car nous avons vu plus haut que /A(dw)n(A,w) 0 pour tout A. Mais
alors, le c6té gauche est nul aussi, et on a pour p-presque tout w

que 6w ¢ NZ“( ) , ce qui entraine que le coté droit de (7') est une
5(0

fonction continue & droite de t, d'ou (7), et de méme (8) par passa-
ge aux limites 3 gauche.

II., PREDICTION ET DECCMPOSITION DES TRIBUS

Supposons pour un instant que l'on puisse choisir, étant donné
t fixé, les opérateurs de prédiction Zg de telle maniére que

(10?) 1'application (A,w)—> Z%(w) soit mx£?+/ﬂ -mesurable ,

et tirons en quelques conséquences., Soit S un temps d'arrét de la
famille (g%+). Mors ( formule (4')), g%s+t)+ est engendrée aux en-

sembles p-négligeables prés par E?S+t)— et Zg+t . D'autre part,
nous avons ,
= FOo Vv @-'(Fo
Flsre)- = E& Vv &g (B}
d'aprés la formule (9), p.95 de [1] - nous pourrions la redémontrer
ici rapidement, mais comme tout ce qui suit est conditionnel modulo
?
(10°) qui sera fausse, c'est un peu inutile !} Enfin, la v.a. Z§+t

? . -
est égale p-p.s. ( si (10°) est vraie ) & une v.a. Fs+VGS1(F%+)-mes”
En effet, w+—> (Zg(w) Gsw) est F 8‘1(F§+)/m}>§%+-mesurable, donc par

( ) -1
8.w) est FO VO ' (F° )-mesurable, et
(8gu) est E3,ve5' (22 ) :

cette dernidre v.a. est égale p-p.s. & Z§+t d'aprés (7). En regroupant
les résultats obtenus, il vient, en notant ﬁ 1'égalité aux ensembles

composition avec (10 ) w—> Z 23

p-négligeables prés

vo(zg) = EQ v €5 (F

(11°) E(S+t)+ m g(s+t)- =3+

qui répond de maniére satisfaisante aux questions posées par Chung
dans [1]. De méme, si S est prévisible, en utilisant la remarque
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suivant 1'énoncé du théoréme 2, on a

? -1
(12°) F§_ Vv o3 (E2,) .

g?s+t)+ I =S-

° ° . .
Nous allons démontrer que (11°) et (12') peuvent éire fausses, méme

lorsque S est une constante, et que par conséquent (10?) est fausse
aussi.

Nous commengons par une remarque. Nous prendrons S=1 ou % . Soit
(Ct) un processus quelconque & trajectoires cadldg., défini sur un

espace probebilisé (W,G,P) complet. Posons

g% = c(csy Sét) ’ g% = o(C s ?

Soit ¢ l'application de W dans Q qui & weW associe sa trajectoire
C (w). Alors ¢ est mesurable, et l'on a
¢ o _ =1 o — =1/a-1 _ =11
gt =9 (Eg) ’ Et—‘ ¢ (91 (E%)) ’ 5% = ¢ (91/2(2%)) .

? ?
Si (11°) et (12°) sont vraies pour la loi p=¢(P), alors nous avons
aussi

'}
(137) g2, =G
=1+ p =1

o 0 1z95148), K2 = o(Cy , geaght)

Nous allons prendre un processus Cy défini sur W=[0,1[x[0,1[, muni de
sa tribu borélienne, et construit de la maniére suivante. Eiant donné
w=(u,v)€EW , nous posons R(w)=u/2, nous désignons par Yi(w) (ix1) 1la
i-iéme " décimale" du développement dyadique du nombre v, en excluant
pour les v rationnels dyadiques le développement admettant des 1 &
partir d'un certain rang. Puis nous posons

(14) Ct(w)= 1 pour O<t<R(w)
Ct(w)= 0 pour R(w)<t<!

) -i N 1
Ct(w)_ Zi>n 2 Yi(w) pour 1+ o <t< 1+ o (nio)

Le processus est défini pour tout t, cddldg, continu & 1'instant 1.
Comme R(w)§1/2 , on a G9 = ?/2+ = o(R), tribu que nous noterons E.

== =
D'gutre part, H?/n- = 53/2+1/n)_ = o(Yi, i>n), tribu que nous note-

rons ¥ . Alors

(15) 9, =0 BE) 5 GBS0/, Vo, = BV(GE,)
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Changeons légérement de notations, en désignant par gn la tribu sur
[0,1[ ( second facteur ) engendrée par les " décimales" dyadiques
de rang i>n, et par Eoo la tribu an . Notons aussi B la tribu boré-
lienne sur le premier facteur. Alors Evgn = BxE , EV(QEn)=§XEOO .

Nous allons achever 1l'exposé en trouvant une

loi P sur [0,1[x[0,1[ telle que BxF , soit égale 3 B aux ensembles

de mesure nulle prés, mais gue ceci soit faux pour g(gxgn).

La tribu ga)est la tribu asymptotique de la suite des " décimales™

dyadiques. Elle est dégénérée pour la mesure de Lebesgue A ( car dans
ce cas les"décimales" dyadiques sont indépendantes ) , mais il existe
aussi des lois*p pour lesquelles Eoo n'est pas dégénérée. Choisissons
une telle loi, et définissons la loi P sur [0,1[x[0,1[ par

J£(u,v)P(du,dv) = [ A(du)/ f(u,u+v)p(dv)

(o,1L [o,1[

ou + désigne 1l'addition mod.1. La projection de P sur le second
facteur est égale & A#p ( convolution sur [0,1[ identifié au tore),
elle est donc égale & A, et toute fonction de la forme (u,v)=>Db(v),
ou b est ga)-mesurable, est égale P-p.s. 4 une constante c. Donc toute
fonction de la forme (u,v)—> a(u)b(v) est égale P-p.s. & une fonction
(u,v)+> ca(u) B-mesurable, et un raisonnement de classes monotones
étend cela & toute fonction BxE  -mesurable.

D'autre part, une fonction borélienne f(u,v) est gxgn-mesurable
si et seulement si ses applications partielles ou " coupes® f(u,.)
sont périodiques ( sur le tore ) de période 2®, Donc f est mesurable
par rapport & g(gxgn) si et seulement si ses coupes admettent toutes
les périodes 271 , i,e., sont F -mesurables. Eu) n'étant pas p-dégéné-
rée, ch0131ssons une fonction h(v), =G)-mesurable bornée, non constante
P=p. s., et posons f(u,v)=h(v-u). Alors f est ﬂ(BxF )-mesurable et 1l'on
a, pour toute fonction B-mesurable a(u)

/If(u,v)—a(u)|P(du,dv):/h(du)/|h(v)—a(u)|p(dv) >0
de sorte que f n'est pas égale P-p.s. a une fonction E—mesurable.

Nous ne pensons pas que cet exemple soit nouveau : seule son in-
terprétation en termes de familles de tribus l'est peut étre. Notre
conclusion sera, en tout cas, que le théoréme 1 est le meilleur ré-
sultat de décomPOSition possible, et qu'il faut s'en contenter.

1*5 Par exemple le + —e

et h = indicatrice de l'ensemble des dyadiques.

2"1/3
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0?
REMARQUES, Bien entendu, si 1l'on a une relation (13 ) fausse aprés
ad jonction des ensembles de mesure nulle

67, # 95.VES,

on a aussi que G # G° VHO+ avant adjonction ( bien que les deux
tribus considérees alent les mémes atomes ). Cela semble un défi & 1!
intuition au premier abord, mais ensuite, en regardant 1'exemple, on
comprend trés bien ce qui se passe, Pour la loi P que l'on a construi-
te, la tribu HO+ qui représente le germe de trajectoire & l'instant 1,
est dégénérée, de sorte qu'ajouter §8+ a g?_ y c'est ne rien ajouter
du tout, Mais conditionnellement 8 R - c'est & dire & G2 _ - la tri-

1
bu des germes n'est pas dégénérée, de sorte que g$+ ne se réduit pas a

G° aux ensembles négligeables prés. Et pourquoi ne peut on pas conclu-
re de 1la dégénérescence de HO+ pour la loi absolue, i sa dégénerescence
pour les lois conditionnelles ? Parce que HO+ n'est pas séparable,

Nous verrons cela d'une autre maniére au paragraphe III,

Une autre remarque : on peut mgntrer que les énoncés (11° ) (12 )
(13 ) sont des conséquences de (10°) dcrite pour =0 seulement, c'est
a dire

(Ayw) > Ké(w) = Zé(w) est mugg+ﬂm - mesurable .

Mais nous ne prouverons pas cela - établir des implications entre
énoncés faux étant une activité réservée aux jours de gréve des cher-
cheurs. Sous cette forme, on rejoint aussi le probléme du g3.

III, ESPACES DE BLACKWELL ET MESURABILITE D!'ESPERANCES
CONDITIONNELLES

Nous supposons ici que (Q,£°) est un espace mesurable lusinien. Quit-
te & supposer que les atomes sont les points de Q, nous pouvons munir
Q d'une topologie compacte métrisable dont F° est la tribu borélienne,
et comme on 1l'a fait plus haut, munir 1l'ensemble M des mesures de pro-
babilité sur Q ( l'adjonction de la mesure O ne sert & rien ici ) de
sa tribu borélienne M naturelle ( associde par ex. & la convergence
étroite).

Le résultat suivant a été obtenu avec l'aide de G. Mokobodzki.

THEOREME 3 , Soit G une sous-tribu de £°. Alors les deux assertions
suivantes sont égquivalentes
1) I1 existe une application (A,w)—> Kx(w,.) de Mx? dans N,
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mkg/mhmesurable, telle que pour tout A€M (w,A) > KA(w,A) soit un
noyau d'espérance conditionnelle de A par rapport & g.

2) G est séparable.

DEMONSTRATION, 2)=>1) est classique ( Doob ) et fait 1l'objet du lem-
me 1 de [7]. Montrons que 1)=>2). L'application K étant TG/ T-me sura-
ble, il existe une suite de rectangles Aann ( Ane-ﬂ ,Bn €G ) telle
que K soit mesurable par rapport -4 la tribu qu'elle engendre. Soit

= c(B , n €N ) , Comme H est séparable, contenue dans G , il nous
sufflt de montrer que H = g , ou encore, 4' aprés le théoréme de Black-
well, que H et G ont les mémes atomes., Or soient x et y appartenant
au méme atome de H, et £ une fonction G-mesurable bornée, montrons
que f(x)=f(y). Si x=y, il n'y a rien a prouver, Slnon, soit A_ (e +€_).
Comme K est MxH-mesurable, on a KA(x)_Kx(y), donc K (x f)_K (y,f)
Comme f est G-mesurable, on a K=t A=p.s., donc xr (x,£)=f(x), K (y,f)
=f(y), et finalement f(x)=£(y).
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