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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1973/74

SURLOIS D'ENTREE

par Michel WEIL

1. INTRODUCTION.-
D'habitude on construit un processus markovien de foriction de transi-

t20 * Nous voulons suivant T, LEVIATAN
[2], faire une chose semblable mais a partir d'une surloi d'entrée (us)sZ 0 c'est-a-

tion (Pt) a partir d'une loi d'entrée ()‘t)

dire une famille de mesures finies telle que
us+t2p‘spt s20, t=20.

Naturellement on ne retrouve pas les processus markoviens classiques mais les pro-
cessus de HELMS [1] , processus auxquels on injecte de la masse au fur et a me-
sure, et dont 1'évolution est markovienne.

2, THEOREME DE T. LEVIATAN.

L'espace des états des processus est un espace localement compact &
base dénombrable E , muni de sa tribu borélienne € . A E nous adjoindrons deux
points :

- le point delta : 3 qui sera soit un point isolé si E estcompact, soit le
point a l'infini dans le cas contraire.

- le point atled : 6 , point isolé différent de 3.
Nous poserons

E=EU {6} U {3}

Ey- EU (3} ,
et les tribus boréliennes correspondantes seront notées € , Ca .
Sur E nous nous donnons un semi-groupe sous markovien (P, )

t’t2z0°’
rendu markovien au moyen du point 3 et de la maniére usuelle.
Introduisons les définitions :
SURLOI D'ENTREE.- C'est une famille (“t)tzo de mesures finies sur E_ et telle

<}
que

us+t2uspt s=20, t20 .

PROCESSUS A CREATION ET ANNIHILATION ( ou de HELMS).- C'est un pro-
cessus stochastique (Yt s 9‘t ,t20) sur un espace de mesure o-finie (Q, 9,, P),a
valeurs dans E et tel que
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la) 3 est un point cimetiére :

Yt(w)=a= Ys(w)=a poursZt,wéa.
1b) 6 est un point de maternité :

Y(m): 6= Y(w)=6 poursst,wGE.

2) L'évolution des processus est (P )-markovienne : pour toute fonc-
tion €- borélienne, nulle sur {6} on a

E[erS+t|§,t]=PSont P-p.s. sur {Y €E,}

Remarquons que si 1'on a un tel processus alors forcément la fa-
mille de mesures sur &, : A~ us(A) =P {YS € A}, s=0, estune surloi d'entrée.
En effet

Mo, (D =P{Y_, €-}2P{Y €E , Y €]

s+t s+t
- PLY, €| Y €E, jaP
(Y, €E,]
=“5Pt(.)

Inversement on a le trés beau théoréme de T. LEVIATAN :

THEOREME. - Soient (P )tZ o un semi-groupe sous markovien sur E et (u, )tZ o une

s

surloi d'entrée pour (Pt) . Alors il existe un processus a création et a annihilation

(X, ,F°,t=0) sur un espace de mesure o-finie (Q,%°, P) dont la fonction de tran-
t ¥t Sur un de de

sition est (Py), ¢ et tel que
E[f°Xt] =

pour toute fonction borélienne sur E , nulle sur {6} .

DEMONSTRATION. - La démonstration de T. Léviatan consiste en gros a suivre la

preuve classique de construction de processus de Markov. Elle introduit un systéme

projectif un peu plus compliqué et qui probabilistiquement, s'interpréte trés bien.
On désignera par J l'ensemble de suites

3:{(t1,...,t ):O<t1<...<t <e,nzl,t€R_, l1<isn}.

Notatlons : si T = (tl, ety JESY on posera Ty = (tk ) een y tn) . On notera E'
( resp. e ) l'espace produit El x vee X E ( resp. la tribu produit ).
On commencera par munir (E 8 ) d'une certaine mesure P'r et

1'on vérifiera ensuite gque le systéme de mesure (F’,r )'r €5 est projectif .

Pour notre propos il y a quatre sortes de rectangles privilégiés
dans &'
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1) Les rectangles qui " vivent " ou qui " ont vécu " , i.e. de
la forme

AIX...xA A.€¢e 1<sisn .
n i

3
Ils seront crées suivant la loi M, et évoluront ensuite suivant (Pt) , d'ou leurs me-
sures :

(¢))] PT(Alx...xAn) =j‘ ‘Y My (dyl) P, (yl,dyz)... Py oy dyn)
1 271 n n-1
A, A
1 n
2) Les rectangles quine "vivent" qu'a partir de l'instant t; i.e.:

{6}1x...x{6}k_1xAkx...xAn ol Aieea sik<i<n.

La mesure de ces rectan les, vaudra P {A XeooX A } moins, " ce " qui aura vécu
8 T] k n q
avant tk H

@ P {6l x..x {6}, _; x A x...xA_} = P (AKX A= B [ExAxxy)

3) Les rectangles qui " n'ont pas encore vécu " . Pour des rai -
sons analogues a celles de (2) on leur attribuera la valeur :

(©)] P {{ 6}1x...x {G}n} = hr: ut( EB) - utn{ Ea} .

( Cette limite existe vu la propriété des surlois ) .

4) Enfin il existe des rectangles " aberrants " , ol l'on vit avant
de naftre , et leur mesure sera trés simple :

% PT{"'AkX{G}X'"} =0 ol Akeea pour un k .

On vérifie grice aux propriétés des surlois d'entrée que P'r est
une fonction positive sur ces rectangles . D'autre part cette fonction s'étend facile-
ment & tous les rectangles élémentaires de ET , elle est 0 - additive .

(&) Par le théoréme de prolongementde Carathéodory P s'étendra,
alors, en une mesure o-additive sur la tribu e’ .

11 faut alors vérifier que le systéme ( E" , e’ , PT )1' €y est

projectif. Soitdonc T = (tl,tz, ,tn) € Jet (Alx...x An) un rectangle de ET . Sup -
posons A]. = E (ol j est un entier fixé ) et vérifions que le rectangle obtenu en sup-
primant Aj a méme mesure que le rectangle original. Trois cas sont & considérer
suivantque A]. estau début, au milieu, ou & la fin ; et dans chacun de ces cas il suf-
fit d'envisager les quatre sortes de rectangles vus plus haut .
casa: j=1,A1=E.

Si A/cE; , i22, on a en utilisant (2) , et en notant

To=(tyy e, tn) :
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P {ExAy..xA} = P_{EXAX..xA } + PT{{ 6}xA2x...xAn}

PT{EaxAzx ...xAn] + PT2{ A X ...xAn} - PT{EaxAzx ...xAn}

= PTZ{Azx...x Al

S'il existe un i 2 2 tel que A = {3} on aboutit & la méme
conclusion en utilisant les équations (3) et (4) .

casb: 1<j<n: c'est soit le cas classique de la construction des processus
de Markov , soit un cas tout a fait trivial .
casc j=n,An=E.

Alors ou bien An-l c Ea etle résultat est évident : soit grace aux
équations (2) , (3) et (4) , soit de la maniére classique grdce a la propriété de
semi-groupe de (Pt) y

ou bien An-l = {6} et dans ce cas :
PT{AIX...X{G}X E} = PT{Alx...x{G}x Ea}+ PT{Alx...x{G}x{G}} .

Deux choses peuvent se produire : ou tous les A; valent {6} , 1 s1i<n-1 et par (2)
et (3) on aura

P {Alx . x{6}x E}

P_{E.}-P {E.xE.} + lim w(E.)-u, (E.)
U M L e M vl S

utn(Ea) - utn (Ea) + lim p( Ea) - utn(Ea)

-1 tto

=P A,x..x{6}} ;
(tl,...,tn_l){ 1 } ’
ou bien il y aun i< n-1 tel que Ai c Ea et alors

P {Alx...x{ﬁ} xg} =0 = P(tl’ tm-l){i\lx...x Aix...x{S}} .

. \ =T 5
Ceci prouve quele systéme ( E' , e’

y P, TE 3 ) est pro-
jectif . Il reste & montrer que la limite projective des mesures (PT) existe et a les

bonnes propriétés .
EXISTENCE DE LA LIMITE PROJECTIVE.- Si l'on suppose que

6) lim “t( Ea) <o , alors les P'r sont des mesures finies sur un compact

tte R
. - L. =T T .
et 1'existence de la limite mesure projective sur E , notée P , est bien connue .

Lorsque l'hypothése (6) n'est pas vérifiée , on procéde
ainsi : soit ¢ 2 0 et (ptc )tZO la nouvelle surloi d'entrée

i <

uc . {“c si tsc
= Coes

t Mo Pt-c si t>c¢

( Elle correspond a une création de masse seulement jusqu'a l'instant ¢ ) .
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Cette surloi vérifie précisément (6) : en effet

lim S (E)-hmu P (E)Su (El))<w .
tte t tto 9 c 9

Notons alors par P: les mesures introduites en (5) et corres-
dant a la surloi d'entrée (ut) . La limite projective lim P$ = PS¢ existe sur

~R, <
h] = E . Or
PROPOSITION 1.- L_es mesures P sont E fonctions croissantes d_e c .

PREUVE de la proposition : C'est d'abord vrai pour les mesures de la surloi (pf) :
si t>0 et 0<<:1<c2 on a

C C
2
t=c¢y “t1=“t=“t
Cc Cc
1 2
e tscy My =“c1Pt-cls“t=“t
‘1 P P P c2
c <t b, = H =u sy P, =u
2 t S t-c1 <4 €p-¢yq t-c2 cy t-c2 t

C'est ensuite vrai pour les mesures P: : cela résulte de ce qui précéde immédiate -
ment et des équations de construction (1), (2), (3) et (4) .
Vérifions le par exemple sur 1'équation (2) . Avec les notations de (2) et en rem-

c
plagant u par 4~ on a

C C C
P {3x...x X Ay X.uuX An} = PTk{Akx...xAn} - PTk_l{EBXAkX'"X An}

Un simple calcul, utilisant (1) , montre que le 2° membre vaut

c ¢
v (M, - (dy)P Gy 5dyy  1)... P (v dy_)
jA IA( e tk-l te- k 1) k kel tk k’Vk+1 tn'tn-l n-1’"“n
kK 'n

qui est une fonction croissante de c d'aprés le lemme :

LEMME.- Pour s ett fixés , sst, la mesure positive sur (Ea

ea)

c_ c_ ,¢c
VoS My I"lspt-s

est une fonction croissante de c .

PREUVE du lemme. - D'abord remarquons que
0 si c<sst
c_ ¢ c B _ i
D Vo= Myt Mg Pt-s - He Ftoc " Ms Pt-:=; si s=sc<t
ut'uspt-s si ss<tsc

Soit alors ¢q < ¢, et montrons le lemme d'apreés les positions

de cy,¢y, s , t sur la droite réelle . c

1) Lorsque cpssst la mesure v 1 est nulle donc automatique -
c

ment v 1 Y 2
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c c
2) Pour s<ts< c<cy lesdeux mesures v 1 etv 2 sont égales .
3) Sisscy<cystona ucl < ucz , puis “clpt-cz < ucth_Cz s
d'ou u P P <su. P puisque P_ __ est markovien , donc
Cl t-c2 cz-c1 c2 t-c2 ) C1
® “clpt-cl = L‘lczpt-cz -
Or par l'équation (7) :
€1 €2
Vo= L‘lclpt-cl - Mg pt-s et v = L‘lczpt-cz- Mg P’t-s .
- 1. 2
Cela prouve, grdce 4 (8), que v "~ sv “ .,
4) Enfin si ss<cystscyona, par 1'équation (7)
c
v 2= “t'“spt-s
€1
v He Pt-cl “Hs Pt-s

et la propriété caractéristique des surlois (us) entraine la conclusion .

De ce qui précéde on conclut facilement la preuve de la propo-
sition 1 .
Par conséquent la mesure

P = lim P©
cte
~R,
est bien définie sur Ql = E , et on vérifie facilement que c'est effectivement la li-

mite projective du systéme (P_, E',e" ,1€3).
Enfin 1'on pose

0 ={weQ;:wt)=3=w(s)=3sztetwr)=6=wh)=6hsr)

)(t = application coordonnée d'indice t de Q

'}‘::I(XS, s<t)

T°=I(Xs, s20)
et il reste a prouver les propriétés annoncées :
La mesure P restreinte & Q est o-finie : En effet, notons [6] la trajectoire s~ {6} ;
on a d'une part

Q- U (X, €E;}U[6]

et d'autre part
P{X;€E } = (E)<=
P{(6)} = lim P°([6)} < lim lim P{X, - 6}
cto cto jtew

<lim lim { lim pS(E.) - pS(ED)} =0 .
ctmntw{ttw t 9 n a}
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Quant a la propriété de Markov elle résulte directement de la

construction en (1) , de la mesure P .

Ceci termine la preuve du théoréme de T. Léviatan .

3. RELATIONS AVEC LES TRAVAUX DE HELMS .
Dans [1]) Helms s'était donné un semi-groupe (Pt) markovien

sur Ea X ea et une mesure de création Qx(ds,dy) sur B+ ® 86 (ou 5+ estlatribu bo-
rélienne sur R_) telle que

1) I'application x ~ ¢ de E dans R est &, - mesurable .
2) siAEfLa alors Qx([O,t[ x A) <o pour tout t> 0
3 & ({0} x A)= 0

La deuxiéme condition est pour éviter une explosion prématurée
et @x(ds,dy) représente la masse créée , a partir de x € E , dans le temps ds au
volume dy .

Posons avec Helms

t
X =
WA =P A+ [ | P (y,A)8 (ds,dy) Ace
0 Ey

d

( la notation u: n'a pas de relation avec la notation uf du § précédent ) .

Alors 1l est facile de voir que

1) fug ¢ )}t est un semi-groupe sur-markovien sur Ey x &, .

2) pour x fixé (u: );» o @stune surloi d'entrée pour le semi-groupe
(Pt )tz 0 - En effet d'une part les mesures sont finies :

X
My (Eb) - P (x, Ea) +8 (]0,t[ x Ea) <o
et d'autre part, si f est une fonction borélienne bornée sur Ea ,ona

t
X X
WP f +j [ Pt e (ar,ap
0 E,
d'ou
x S
WP, (D=P P _G,+[ [ PP () & (dr,dy)
0 E
3
t
SPt(x,-)+j‘ j P (y,-)Qx(ds,dy)
0 E,

t-r

=up () .

Le théoréme de T. LEVIATAN entraine alors 1'existence d'une
famille de processus créateurset annihilateursassociéea (Pt) et & la création & .
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