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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1974/75

GENERATION D'UNE FAMILLE DE TRIBUS PAR UN PROCESSUS CROISSANT

par P,A. MEYER et YEN Kia-An

Soit (D,g) un espace mesurable, muni d'une filtration ( une fa-
mille croissante de tribus ) (gt)t>O . Nous conviendrons que Fn_
est la tribu dégénérée {¢,0}. Rapp:lons que la tribu optionnelle Q
sur B X0 est engendrée par les processus adaptés & (gt), a tra-
jectoires cé.dlég.1 » la tribu prévisible P engendrée par les proces-
sus adaptés a (Et-)’ & trajectoires continues a gauche sur ]0,m [.
Notre but dans cette note est de démontrer le théoréme suivant
et ( sous une condition supplémentaire ) le théoréme analogue pour
la tribu optionnelle.

THEOREME 1, 1) La tribu prévisible P est séparable si et seulement

si, pour chaque t, zt- est séparable.

2) Supposons g séparable. Alors il existe un processus croissant

(At) continu & droite ( ou continu & gauche ) engendrant la tribu P

sur B X0 ., (At) est strictement croissant, et on a ET_=Z(AT ) pour

tout temps d'arrét T . Il existe aussi un processus strictement crois-

sant continu (Bt) tel que 1'on ait pour tout t Et_=£(Bs, sgt).

DEMONSTRATION, 1) La tribu prévisible est engendrée par les ensem-
bles de la forme [r,w[xH ( ou Jr,oo[XH ) oi r est rationnel et

H appartient & Er— 3 i1 en résulte aisément que si chaque ¥ est
séparable, P est séparable. Inversement, une v.a. Z est gt_-mesura-
ble si et seulement s'il existe un processus prévisible (ZS) tel que

Z=Zt’ de sorte que si P est séparable, Et- l1'est pour tout t.

1 " continues 4 droite et pourvues de limites & gauche'.
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Passons & 2), Choisissons un systéme générateur de P de la for-
me Jn=]rn,oo[an ( les r, ne sont pas nécessairement distincts ),
et posons

=1
At(W) = g 3 IJn(tyw)

C'est un processus croissant continu a gauche et adapté, tel que
Ao=0, et il est bien connu, d'aprés l'unicité du développement en
base 3, que tous les ensembles Jn appartiennent & la tribu engendrée
par A - donc A engendre la tribu prévisible. Noter que ce processus
est purement discontinu, mais qu'il est continu hors de l'ensemble
dénombrable constitué par les points T,. I1 est d'autre part stric-
tement croissant : en effet, soient w€N , et s,t deux instants tels
que s<t ; (s,w) et (t,w) appartiennent & deux atomes différents de
P, donc on a As(w)iAt(w), ou encore As(w)<At(w) puisque A est crois-
sant,

: . -n ;
Posons A = llmt~a>At ; on a aussi A = g 3 IHn, et la tribu

engendrée sur §+x0 par le processus (At) est aussi engendrée

t<too
par les ensembles ]rn,a)]an : c'est la t;ibu prévisible sur ﬁ+x0.

Soit alors T un temps d'arrét ; montrons que ET- est engendrée
par la seule v.a. AT' Soit Z une v.a, ET_—mesurable. I1 est bien
connu qu'il existe un processus prévisible (Zt)t<xo tel que Z=Zg .
D'aprés un théoréme classique de Doob, le fait q;e la tribu prévisi-
ble sur §+x0 soit engendrée par (At)t<n3 entraine 1'existence d'une
fonction borélienne ¢ sur R telle que=ZB(w)=¢(As(w)) pour tout (s,w).
On a alors Z=ZT=w(AT).

Pour obtenir un processus croissant continu (Bt) satisfaisant &
1'énoncé, il suffit de poser Bt={)t ASds, de sorte que A  est la dé-
rivée a gauche de B, ( cette fois, on a ET— =£(BSAT’ ng), mais BT
n'engendre plus la tribu & elle toute seule ).

Enfin, en utilisant des générateurs de la forme [rn,ca[an , On
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aboutirait & un processus croissant (At)’ prévisible et continu 3

droite, engendrant la tribu prévisible,

Nous passons maintenant au résultat analogue pour la tribu
optionnelle, Plus précisément, nous énongons d'abord le résultat
analogue a la partie 2) du théoréme 1, en réservant pour un troi-
siéme énoncé un critére de séparabilité de la tribu optionnelle,

valable sur les espaces de Blackwell.

THEOREME 2. Supposons gque la tribu optionnelle g soit séparable.
3

Alors il existe un processus croissant continu droite (At) engen=-

drant la tribu O . Ce processus est strictement croissant, et pour

tout temps d'arrét T on a £T=g(AT). On peut supposer de plus que le

processus croigsant (At_) - avec la convention A, =0 - engendre P,

et que l'on a donc aussi ET_=£(AT_) pour tout temps d'arrét T.

DEMONSTRATION, La tribu optionnelle est engendrée par les interval-
les stochastiques [T,c0[[, o0 T est un temps d'arrét ( voir dans ce
volume l'exposé de Dellacherie-Meyer "un nouveau théoréme de sec-
tion et de projection" ), Soit (Gk) un systéme générateur dénombra-
ble de la tribu Q. Pour tout k, soit (Tkm) une suite de temps d'ar-
rét de (gt) telle que G, appartienne a4 la tribu engendrée par les
T, n + 8lors les intervalles stochastiques ﬂTkm,oo[[ engendrent 0 .
Rangeons les T, ~en une suite unique (Tn), et posons comme dans la
démonstration du théoréme 1

Jn=[I Tnyw 1 ’ At(w) = g 3_nIJn(t9w)

processus croissant continu a4 droite. On vérifie alors les propriétés
de (At) comme dans la démonstration précédente.

Si la tribu optiomnnelle est séparable, chaque tribu I="t 1'est aus-
s8i, donc encore chaque tribu zt- , €t finalement la tribu g. On peut
alors supposer que la suite (Tn) contient suffisamment de temps d4°

arrét pour que les intervalles ]| Tn,a>E engendrent P ., Alors le
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processus (At_) engendre P .

THEOREME 3, Supposons gue (Q,g) soit un espace de Blackwell, et

que (Zt) soit la filtration naturelle d'un processus (Xt)’ 4 va-

leurs dans un espace métrisable séparable E, et 3 trajectoires

cédldg, Alors la tribu optionnelle 0 est séparable, et tout pro-

cessus mesurable et adapté & (gt) est optionnel, De plus, la tri-

bu O est engendrée par la tribu P et le processus (Xt)'

DEMONSTRATION, Nous supposons que gt=g(xs, sgt). Considérons sur
B xQ les tribus suivantes
1)
2)

M= §(l+)x£ , qui est une tribu de Blackwell.
D , engendrée par la tribu prévisible P et par le processus
cadlag, (Xt) ; comme on peut plonger E dans le cube [O,1fN, les
tribus zt- sont séparables, P est séparable ( th.1 ), donec D 1'est
aussi,

3) O, la tribu optionnelle,

4) A , engendrée par les processus mesurables et adaptés & (gt)
( ce qui est une condition moins forte que la progressivité ).

On a évidemment D € 0 € A €M , Le théoréme sera établi si nous
prouvons que D=0=A, puisque D est séparable., Mais il nous suffit 4'
établir pour cela, d'aprés le théoréme de Blackwell, que toute fonc-
tion A-mesurable est constante sur les atomes de D,

Soient (s,w) et (8,w) deux éléments de B xQ qui appartiennent au
méme atome de D . Tout d'abord, D contient P, et 1'application (t,w)
+» t est prévisible, donc s=s et nous pouvons noter (s,w), (s,W)
les deux points. Ensuite, les ensembles [s,0 [xH , Hezs_ appartien-
nent & P, et il en résulte que w et W appartiennent au méme atome

de F__ . Enfin, (Xt) est D-mesurable, donc Xs(w)zxs(;), et comme F_

est engendrée par F__ et Xs , W et W appartiennent au méme atome de

S=—



470

Zs . Mais alors on a Zs(w)=Zs(?) pour tout processus adapté (Zt)'

donc pour tout processus é—mesurable.

REMARQUES. 1) Si (Q,F) est un espace de Blackwell, il est équivalent
de dire que la famille de tribus (Et) est la filtration naturelle 4!
un processus cadlig.,, ou que la tribu optionnelle correspondante

est séparable : cela résulte aussitot des théorémes 2 et 3, puisque
tout processus croissant continu & droite est cadlag.

2) Un argument proche de la démonstration précédente, mais plus
simple, montre que si (Q,F) est un espace de Blackwell, et si (Et)
est une filtration dont la tribu prévisible P est séparable, alors
tout processus mesurable adapté & la famille (gt_) est prévisible.

3) Soit Q l'ensemble de toutes les applications cadlag. de B,
dans l'espace métrisable séparable E, muni de ses applications coor-
données Xt’ et de la filtration(@t) correspondante. Dellacherie a
montré alors, par un raisonnement trés simple qui n'utilise pas le
théoréme de Blackwell, mais seulement les propriétés des opérateurs
d'arrét, que la tribu O est séparable, et que tout processus mesura-
ble adapté est optionnel., Sa démonstration figurera dans la nouvelle

édition du livre " probabilités et potentiel",



