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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1973/74

ENSEMBLES ANALYTIQUES ET TEMPS D' ARRET
par C.Dellacherie et P.A.Meyer

Nous reprenons dans cet exposé, a4 l'intention des lecteurs probabi-
listes ( qui doivent bien, aprés tout, former la majorité des lecteurs
d'un séminaire de probabilités )1'essentiel de la démonstration du se-
cond théoréme de séparation des ensembles analytiques., Celle-ci en ef-
fet, dans la rédaction de C.A. ROGERS, et dans 1'exposé de DELLACHERIE
figurant dans ce volume, se présente sous une forme peu suggestive pour
les probabilistes, alors que 1l'on peut tout interpréter comme une ana-
lyse de la structure des temps d'arrét sur l'espace mesurable Q=IN]N.
Non seulement alors le langage devient plus parlant, mais les détails
mémes de' la démonstration prennent un sens nouveau. Soulignons tout de
méme qu'il ne s'agit que d'un exercice de traduction : si 1'admirable
démonstration de ROGERS se laisse ainsi exprimer dans un langage ol
elle semble couler toute seule, c'est parce gqu'elle est extrémement
naturelle et profonde.

La forme que nous donnons ici & la démonstration de C.A,ROGERS sug-
gére des relations avec la logique ( fonctions récursives, hiérarchie
de KLEENE ) , évidentes par exemple & la lecture de H,ROGERS [4]: mais
que notre ignorance nous interdit de développer. Il existe aussi des
liens avec la théorie des jeux - qui elle méme n'est pas sans rapport
avec la logique ; en effet, BLACKWELL [1] a donné avant ROGERS une
démonstration du second théoréme de séparation ( sous la forme rela-
tive & un couple d'ensembles, non i une suite infinie ), assez proche
au fond de celle de ROGERS, mais faisant appel & un résultat difficile
de théorie des jeux lors de 1l'étape cruciale correspondant 3 notre lem-
me 6 ci-dessous.

1, L'ESPACE DES TEMPS D'ARRET

Nous désignons par Q & la fois le premier ordinal non dénombrable, et
1'ensemble EIEI— il n'y a évidemment aucun risque de confusion. Con-
trairement aux conventions habituelles,ﬁmﬁ§1,2...§ ne contient pas O.
Les applications coordonnées sur Q sont notées Xn’ la tribu borélienne
de Q s'appelle F, la tribu engendrée par X1""Xn s'appelle En. On
note & l'opérateur de translatlon par k¥ ( X (Q w)=X +k(w) ).

On note 0 1l'ensemble IN [ERETLY des sultes flnles de longueur n,
y compris O —{¢§ On pose 8 = % Qn . La projection naturelle de Q

1  bncore plus Trappant : J.R.SHOENFIELD [5], p. 179-185.
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sur Q est notée wr—> w|n , et de méme pour m>n la projection de Q
sur Q est notée sr—>s|n . Si seQ), , te ou teN, la relation s—t!n
'écrit s=|t (" t+ commence par s" )

Rappelons la définition traditionnelle des temps d'arrét en proba-
bilités :
DEFINITION 1, Une fonction T sur O, & valeurs dans TN-NU{+w |, est un
temps d'arrét si, pour tout n, l'ensemble {T<n| appartient 8 F .

On note T l'ensemble des temps d'arrét.

Avec la définition que nous prenons, O n'est pas un temps d'arreét.
La tribu gn est engendrée ici par une partition dénombrable : une fonc-
tion est gn-mesurable sl et seulement si elle est constante sur les
atomes de gn » ce qui donne la caractérisation suivante : T est un
temps d'arrét si et seulement si

(1) T(w)<n et win=w'|n => T(u')n (ou : <> T(w')xn )

qui équivaut a

(2) T(w)>n et w|n=w'|n => T(w')>n

et aussi a

(3) T(w)<n et win=w'|n => T(w')=T(w)

11 résulte aussitdt de (3) que la fonction wres T(w)A(n+1) ne dépend
que de w|n, et plus généralement que TAk ne dépend que de w|n pour
k<n+1, Nous désignerons par T[n] l'unique fonction sur O telle que
TZm)A(n+1) LnJ(u)]n) pour tout w .

LEMME 1., L'ensemble g des temps d'arrét est compact métrisable pour
la topologie de la convergence simple sur Q (jﬁ étant muni de sa
topologie compacte usuelle ) et l'application (T,w)—>T(w) est conti-

nue sur IxXQ . T est O—dlmens1onnel ("éparpillé" au sens de BOURBAKI ).
DEMONSTRATION, T est fermé dansIN d'aprés (1), donc compact. D'autre
part, pour se , la fonction T—> TL2J(g) est continue sur T, et ces

fonctions en 1nf1n1te dénombrable séparent I puisque T(w)—llm T n](wln)
Donc T est métrisable.

On vérifie aussitdét que les ensembles {(T,w) : T(m)gn}, {(T,w)
T(w)>n} sont fermés, d'ou la seconde assertion,

Enfin, le fait que les fonctions continues sur T & valeurs dans IN

séparent les points entralne que les ouverts fermés forment une base
de la topologie de I.

Soit E un ensemble muni d'un pavage E stable pour (Uf,Nf), contenant
g et E tout entier, et soit M la classe—monotone engendrée par E.
Dans les cas usuels, E sera métrique séparable, et E sera const;tué
par les fermés de E. Ce cas particulier suggére la terminologie sui-
vante :
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DEFINITION 2, Une application x~> T  de E dans T est dite semi-conti-
nue supérieurement (E—s.c.s., Oou S.C,S, ) si pour tout weQ et tout n
1'ensemble { x : Tx(w)gni appartient a Q . Elle est dite I;J—mesurable
sl ces ensembles appartiennant & M .

Une fonction E—s c.s,., est E-mesurable 7 si G est la tribu engendrée
par E, une fonction E-mesurable est mesurable au sens usuel de (E,G)
dans (2,2(2)) En effet la tribu borélienne sur T est engendrée par
les fonctions T3> T(w) (we), donc il suffit de vérifier que les
fonctions xr—>Tx(w) sont G-mesurables, ce qui est évident.

Lorsque E est un espace métrisable séparable éparpillé au sens de
Bourbaki, g étant le pavage des fermés ouverts de E, qui est une alge-
bre de Boole et une base de la topologie de E, toute fonction E—s.e.s.
xF4>T de E dans T est méme continue . En effet, les ensembles
{ x T (w)>n} , donc par différence { x : Tx(w)=n!, sont ouverts et
fermés dans E, et x>T (w) est continue & valeurs dans I pour tout
we), La topologie sur g étant celle de la convergence simple, X+=>T
est continue,

Chaque fois que l'on rencontrera dans la suite les mots s.c.S. ou
mesurable sans mention d'un pavage, il sera sous-entendu qu'ils sont
relatifs au pavage des fermés d'un espace métrisable séparable.

Nous donnons un exemple fondamental d'application s.c.s. 3

DEFINITION 3., Soit (A ) un schéma de Souslin sur E , ¢ 'est & dire une
application de & dans E telle gue A¢—E, et AtCA pour s—t. On appelle
application associée & (As) 1'application de E dans I gui fait corres-

pondre 3 xeE le temps d'arrét

(4) A (w) = inf {n: xéA

w|n %

L'ensemble {x : Ax(w)>n} est Awln 4 pour tout n>1, donc 1l'application
X —> Ax est E-s.c.s.. Inversement, toute application E-s.c.s, de E
dans T détermine un schéma de Souslin par la formule A ~{x A n](s)>~nl

pour seOn . On définit ainsi un couple de bijections naturelles,
réciproques l'une de l'autre, entre les schémas de Souslin sur E et
les applications E—s.c.s. de E dans I, 8i E est éparpillé, E le pavage
des fermés ouverts de E, on associe par ce procédé & tout schéma de
Souslin sur E une application continue de E dans I. ( Tout schéma de

En particulier, on peut écrire explicitement le schéma de Souslin
(I ), dit universel, associé d l'application identique de T : si seS
est de longueur n, on a

IS={T-T[n](s)>ni
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A quoi correspond maintenant le noyau A du schéma de Souslin (A ),
c'est a dire l'ensemble

=g s4w A

On a xeA si et seulement s'il existe un weQ tel que Ax(w):+a). Autre-

?

ment dit, A est 1'image réciprogque, par Xr—> A, , de 1l'ensemble P des
temps d'arrét non finis. Cet ensemble jouera un rdle fondamental dans

la suite. Noter qu'il est analytique dans I , en tant que noyau du sché-
ma de Souslin (IS), ou que projection sur I du fermé {(T,w):T(w)=+w }.

2. THEORIE DE L'INDICE

DEFINITION 4, Soit T un temps d'arrét., On désigne par T* l'applica-
tion de O dens W définie par
(5) T (w)>n <=> Ju', 0'|n=0|n et T(w')>n+1 (n>1)

( 8i w n'appartient 3 aucun des ensembles {T*>n}, n>1, on pose T*(w)

=1 ).

LEMME 2, &) T* est un temps d'arrét, et T*§T§T*+1 (T* est le plus
petit temps d'arrét >T-1 ). On a (T+1)*=T,

b) La relation S<T entraine S*gT* .

¢) Pour tout couple (S,T) de temps d'arrét, notons SiT le
temps d'arrét U défini par
(6) U(w)=S(w)+T(OS(m)w) si S(w)<tw , U(w)=too si S(w)=+ow
Alors (SuT)* = SuT* | sauf si T=1((5+1)* = S, non S+1),

d) Avec les notations de la définition 2, si xr—>T est B-

mesurable, il en est de méme de x1—> T . En particulier, l'applica—
tion T+>T* de T dans T est borellenne.

DEMONSTRATION, Nous commengons par les calculs immédiats : 1%=1, puis
n*=n-1 si n>1. D'autre part

(T+1)*(w)>n <=> Ju', w'|n=w|n, T(w')+1>n+1 <= T(w)>n
donc (T+1)*=T, La relation T*(w)>n entraine dans (5) T(w')>n+1, donc
T(w')>n, donc T(w)>n, de sorte que T*§T. La relation T(w)>n+1 entrai-
ne dans (5) T*(w)>n, donc T§T*+1. Si 8<T, la relation Slw)>n entraine
T*(w)>n, donc S*gT* .

Montrons que T* est un temps d'arrét : supposons T*(w)>n, w|n=p|n,
et comparons & (5) : nous avons aussi '|n=p|n, donc T*(p)>n. On con-
clut d'aprés (2)., Noter que cela n'exige pas que T soit un temps d'
arret |

'de tous les temps d'arrét >T-1 :

Soit S 1'enveloppe inférieure
c'est le plus petit temps d'arret 2T-1. Comme T ost un temps d'arret

1 I1 est évident sur (2) que 1'enveloppe supérieure ou inférieure d'une
famille quelconque de temps d'arrét est un temps d'arrét.
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>T-1, on a SI*, Comme T-1<S, on a T<S+1, donc T*<(S+1)*=S, et 1'
dgalité. - -

Démontrons c), Prouvons d'abord que U=SiT est un temps d'arrét,
c'est & dire que

U(w)>n , w|n=0'|n => U(w')>n

I1 n'y a rien & vérifier si S(w)>n. Si S(w)=kgn, on a d'abord S(w')=k,
Okwln—k=0kw'|n-k. T(Okm)>n-k entraine T(Okw')>n—k, d'ou U(w')>n.

Ensuite, supposons T#1, Alors la relation (5) est vraie aussi pour
n=0, Montrons que U*(w)>n <> S(m)+T*(Qs( )(w))>n . Tout d'abord, il
n'y a rien a vérifier si S(w)>n, car U>S+1, donc U >S Supposons donc
S(m)_kgn. La premidre condition équivaut &

Ju' : w'|p=w|n , U(w'):S(w')+T(OS(w,)w')> n+1

Mais comme w'|n=w|n, S(w')=k, et U(w')=k+T(Okw'), et la condition s!
écrit
I s pln—k = 6 w|n-k , T(p)>n+1-k

ou encore T (Okm)> n—k, le résultat cherché ( noter que la valeur k=n
est permise, il nous a fallu avoir (5) aussi pour n=0 ).

Démontrons enfin d). Il s'agit de démontrer que pour tout n>1 et
tout seQ , l'ensemble { x s T l:n](s)>n} appartient & M Or c'est
la réunion, sur les teQ ., tels que st , des ensembles { x 2 T[n+1](t)
>n+1 }, et M est stable par réunion dénombrable. La derniére phrase
s'obtient en prenant pour x> Tx 1l'application identique de I.

Nous définissons maintenant une notion auxiliaire, dont la motiva-
tion apparaitra plus tard :
DEFINITION 5, Un pliage est une famille f:(fn)n>0 d'applications fn H
Qn-> Qn telles que pour tout n -

(7) ¥ seq

On peut aussi considérer f comme une application unique de Q dans Q
telle que w|n=w'|n => f(w)|n = £(w')|n pour tout n . Nous appellerons
C 1'ensemble des pliages ( ceux-ci s'appelant aussi Codages ) 3 C est
fermé dans l'espace polonais II Qnén , et l'application (w,f)+—>

f(w) de OxC dans N est continue.

y £ (s|n)=f ., (s)[n

LEMME 3, Si f est un pliage, et T est un temps d'arrét, Tof est un
temps d'arrét, et on a (Tof)* < T¥%of .
DEMONSTRATION, Supposons que Tof(w)>n , w'|n=w|n ; alors f(w)|n =
f(w')|n, donc Tof(w')>n, et Tof est bien un temps d'arrét. Posons S=
Tof 3 S*(w)>n entraine 1l'existence d'un w' tel que S(w')>n+1, w'|n=
w|n , donec T(f(w'))>n+1, f(w)|n=f(w')|n, et finalement T*(f(w))>n, et
il en résulte que S*<I¥of .

On arrive maintenant & la définition cruciale. L'indice que nous
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définissons ici est 1ié & celui de 1l'autre exposé par la relation
J(T)+1=i(T),

DEFINITION 6, Pour tout temps d'arrét T, on définit par récurrence
transfinie les temps d'arrét ¥ suivants

(8) 20_p ; pat =(™)* ; 8i o est de seconde espéce, T"= inf 8
B<w
On _appelle alors indice de T, et on note j(T), le plus petit ordinal

o tel que Tu51, ou le premier ordinal non dénombrable Q s'il n'en exis-
te pas.

LEMME 4, a) L'indice de T est dénombrable si et seulement si T est fini.
b) 8i S et T sont deux temps d'arrét finis, et U=SiT (lemme 2, c)),
on a J(U)=3(8)+1+3(T) |
¢) Avec les notations de la définition 2, supposons gue x-€>T
Soit mesurable., Alors {x : j(T )>a} appartient a M pour tout ordinal
dénombrable @, En particuller, {T :+ j(T)>a} est borellen dans T. 2

DEMONSTRATION, a) Si T(w)=+w, on a T*(w)=+w, donc T¥(w)=+w pour tout
o dénombrable, et j(T)=N., Si T est partout fini, remarquons que les
fonctions T sur Qn forment une famille décroissante de fonctions
& valeurs entiéres sur un ensemble dénombrable ., Il existe donc un ordi-
nal o tel que @Qn)[n] (T n+1)[n] sur Q . Posons a = sup, @ , R_Ta
nous avons R* =R, et R est partout fini, Montrons que cela entraine R=1,
ce qui établira a).

Supposons en effet qu'il existe un w tel que R(w)>1. Comme R=R*

R*(w)>1 = §w1 , w1|1=m|1, R(w1)>2

R (wp)>1 = Ju, , w,|2=0,]2, R(w,)>3

R*(w2)>1 => 4ee
Si p est 1'élément de Q tel que p|n=wn|n pour tout n, on a R(p)>n pour
tout n, et R n'est pas fini,

L'assertion b) résulte aussitdét du lemme 2, c).

Passons a c¢). On vérifie aussitét, par récurrence transfinie, que
X +—> Ta est E-mesurable. L'ensemble { x @ J(T >} s'éerit aussi
{ X 2 Ta¥1} , c'est aussi la réunion sur tous les seQ1 des ensembles

{ x £1](s)>1}, qui appartiennent & M d'aprés la définition des
applications E-mesurables.

1 En posant z(T)=j(T) si j(T) est infini, j(T)+1 si j(T) est fini,

on a de plus jolies formules : t(n)=n au lieu de n-1, et ci-dessus

v (U)=2(8)+¢(T).

2 Les ensembles disjoints {T:j(T)sa}:(ﬂB<u{T:j(T)>BD\|T=j(T)>d} sont
boréliens, et leur réunion est P®, On les appelle les constituants de (24
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LEMME 5. Pour tout ordinal dénombrable.o , il existe un temps d'arret
d'indice « .

DEMONSTRATION . On a j(1)=0 . Si T est d'indice @ , T+1 est d'indice
a+1. Soit a un ordinal de seconde espéce, rangeons en une suite Bn

tous les ordinaux <@, et supposons que pour tout n il existe un temps
d'arrét T d'indice B, définissons

™(w) = Tn(01w) si w|1=n
Alors T est un temps d'arrét, et T*(w):T;(O1m) si w|1=n ., I1 en résulte
aussitdt que 1l'indice de T est a.

Bien que 1l'énoncé suivant s'appelle 'lemme", c'est la clef de tout
1l'exposé.
LEMME 6. Soient S et T deux temps d'arrét. Alors j(S)<j(T) si et seu-
lement s'il existe un pliage f tel gue S<Tof .,

DEMONSTRATION, Le relation S<Tof entraine j(S)<j(T) d'aprés le lemme 2,

b) et le lemme 3. C'est la réciproque qui est intéressante.

S8i j(T)=0, il existe w, avec T(w°)=+oo( lemme 4, a)), et le pliage

cherché est tout simplement donné par f(w):mo. Nous pouvons donc sup-

poser j(T)<, ou encore S et T partout finis. Avant d'aborder la dé-

monstration proprement dite , nous étudions une notion auxiliaire.
Pour tout seO , tout weQ, notons s.w 1'élément de O défini par

Xk(s w) = Xk(s) si ksn Xk(s—w)--Xk (w) si k>n

(on rappelle que les Xk sont les coordonnées sur Q ). Posons

T (0) = 1V(T(s.w)-n)
Je dis que T est un temps d'arrét. D'abord on a s.w|n = s, de sorte

que si T[n](s)<n on a T(s.w)<n , et T =1 , Supposons donc T[n](s)>n .
Alors T(s.w)>n pour tout w, et T (w) vaut simplement T(s.w)-n. La
relation T _(w)>k, w'|k=w|k entralne alors T(s.w)>n+k, s.w'|n+k=

s
s.w|n+k, donc T(s.w' )=T8(w )+n>n+k, et T, est bien un temps d'arrét.

Montrons ensuite que (Ts)*=(T*)s : pour tout p>1
(TS)*(w)>p <= Ju', w'|p=w|p et Ts(w')>p+1
<> Ju', w'|p=w|p et T(s.w')>n+p+1
<= Jw', wW|ntp=s.w|n+p et T(w')>n+p+1

(on passe de w' & w' par la formule W'=s.w')
<=> T*(s.0)>n+p

<> %) (w)>p
Désormais, nous écrirons s1mp1ement T . La notation Tg se comprend
alors bien pour tout,ordinal .
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Soient seQ " s'eQ 1 tel que s'|n=s. Le résultat technique qui
nous est nécessaire consiste a4 montrer que si T E1
(9) (1) = 3(T_,)+1
A cet effet, posons a=X ,,(s') et, pour tout weQ, soit w=a.w ( de
sorte que s'ww = 8,0 ), Je dis d'abord que
(9a) Ts,¥1 => T_,>1 identiquement => TS(E)>1 pour tout

En effet, soit un w tel que TS,(w)>1 . Alors T(s'.w)>n+2, et T(w')>n+t
pour tout w' tel que w'|n+l = s'.w|n+i=s', En particulier,
on a s.w|n+l = s', donc T(s.0)>n+1 et T (w)>1.
Ensulte, si T 1#1 ( hypothése plus forte que T ,#1 ) on a
(9v) T (w) 1+T*,(m)

En effet, on a pour tout p>0

T*(5)>p <> Jw, W|p=w|p et T*(w)>p+1
comme p>O, W commence par a, et on peut poser Wia.w, de sorte que
W|p=w|p <=> w|p-1=w|p-1. D'autre part T;(W)>p+1 <=> T(s.w)>n+p+1
<—>T(s'.w)>n+1+p <=>T (w)>p—1. Ainsi

T (w)>p <= Jw : w|p- =w|p-1 et Ts,(w)>p <> T;,(m)>p—1
pour p>1 cela résulte de (5), et pour p=1 du fait que 1'équivalence
(5) vaut aussi pour n=0 du fait que T;,¢1
De (9b) nous déduisons que, pour tout a<3(T +), et tout w
(9¢) g (w)_ 14+7¢% ,(w)

Si J(T ,)=B est de premlere espéce, posons R=7P~"

. Nous avons R JE1,
donc 11 existe w tel que RS,(w)>2, et la formule ci-dessus entralne
que R (m)>3, donc R (w)>2 T #1, et J(T )>B+1 . 31 B est de seconde
espece, la formule (90) vaut pour tous les a<f, et le passage a la
limite montre que T (w)>2 pour tout w, de sorte qu'ici aussi J(T )>B+1,
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Nous passons & la démonstration proprement dite. Nous construisons par
récurrence des applications £, t Q>0 telles que fn+1(t)|n=fn(t]n)
pour te0n+1, et que

(10) j(ss) = j(Tf (s)) pour SeQn
n

La premiére étape de la récurrence est immédiate : f0(¢)=¢ satisfait
bien a j(S¢)=j(S)§j(T)—j(T¢) . Supposons la construction faite au
rang n , soient seQ , t=f (s), s'eq .,
consiste & trouver t e tel que t'|n=t , j(ss')§j(Tt‘)' car on
pourra alors poser fn+1(s')=t'. Si j(Ss,)=0, n'importe quel t' tel que
t'|n=t convient. Si j(SS,)=a>O, S ,#1, et (9) nous dit que j(SS)éa+1.
D'aprés l'hypothése de recurrence, (T )ze+1, donc il existe w tel que

z+1(w)>1, on prend t'=t.w|n+1, et on a j(T )ga .

tel que s'|n=s ; le probléme

Voici la principale conséquence du lemme 6, En particulier, elle
entraine & nouveau le fait ( assez trivial, nous 1l'avons vu ) que
1'ensemble P des temps d'arrét non finis est analytique : prendre SO
non fini, alors P= { T : j(SO) < 3(1) }

LEMME 7. L'ensemble des (S,T)eIxT tels que j(S)§j(T) est analytique.
DEMONSTRATION, L'ensemble A des (U,V)eIxI tels que U<V est fermé.
L'ensemble B des triples (S,T,f)egxgxc tels que S<Tof est 1'image
réciproque de A par (8,T,f)+> (S,Tof) , il est fermé., Enfin, 1'
ensemble cherché est la projection de B sur IxT.

3, THEOREMES DE SEPARATION

Nous commengons par redonner, de maniére rapide, la démonstration
de ROGERS qui figure dans 1l'exposé précédent, afin d'illustrer la
meniére dont le langage des temps d'arrét simplifie les raisonnements.

THEOREME 1. Soit (Ah) une suive d'ensembles analytigques dans E métri-
sable séparable. Il existe alors des ensembles analytiques Aﬁ tels

que
(D ASA fARA . AUA -Esiod

DEMONSTRATION, Représentons chaque An comme noyau 4'un schéma de
Souslin (Ap), et soit (A ) 1l'epplication borélienne correspondante de
E dens T (4) Pour tout n, soit L  un temps d'arrét d'indice Y+n, ol
Y est un ordinal de seconde espéce. Posons B Ax*Ln y (%)= j(B )e
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Il est facile de voir que l'application T~q>TLLn de T dans T est boré-
lienne, de sorte que xXr—> B: est borélienne, de méme que x»—>(B§,B§)
pour tout couple (n,m). D'eprés le lemme 7, 1l'ensemble
{xe 3 (x)si(x) }
est analytique dans E, D'autre part,
si xeA , A; est non fini, B: est non fini, jn(x)=ﬂ

si xtAn , jn(x) est un ordinal dénombrable de la forme p+n,
ou p est de seconde espéce, On a donc jn(x)#jm(x) pour tout m#n, que
jm(x) soit égal & Q ou dénombrable ( car alors jm(x)=p'+m, p! de 2e
espéce ).
Les ensembles analytiques cherchés sont alors donnés par

A= {x:dofn, J (x)gi (x) ]

Pour les détails, voir 1'exposé précédent.

ENSEMBLES COANALYTIQUES NON ANALYTIQUES

I1 existe des exemples simples d'ensembles coanalytiques non boréliens,
construits par la méthode des " ensembles universels" - mais ils sont
relativement artificiels. Il existe aussi des exemples naturels : l'en-
semble des compacts dénombrables de [0,1], 1'ensemble des fonctions
continues partout dérivables sur [0,1] -~ mais il n'est pas facile de
prouver qu'ils ne sont pas boréliens, Le fait que tout ensemble analy-
tique dans E métrisable séparable soit image réciproque de P par une
application s.c.s8, de E dans 2 va nous donner immédiatement le théoréme
suivant . Nous avons déji dit que P est analytique.
THEOREME 2, L'ensemble coanalytique PC n'est pas analytique.
~ DEMONSTRATION, Supposons que PC soit analytique, Il existe alors une
application s.c.s. f de T dans T , telle que xePC<=> f(x)eP. Posons

alors g(x)=f(x)Ax ; c'est une fonction s.c.s. finie sur P puisque
f(x) est fini si xeP , et sur PC puisque x est alors fini., Pour tout
w, la fonction x+> gx(m) est s.c.s, & valeurs finies sur le compact
I , elle est donc bornée , et le temps d'arrét
Mw) = sup, gx(w)
est fini., Posons x=T+1 , Comme x>T§g(x)=f(x)Ax en tout point de £l, nous
avons f(x)Ax = f(x), donc f(x)<T . C'est absurde, car T est fini, x
aussi, donc f(x) n'est pas fini, et f(x)<T est impossible.
LE PREMIER THEOREME DE SEPARATION

Grace au théoréme 2, et a4 une admirable astuce que nous avons trouvée
dans le livre de KURATOWSKI, nous allons obtenir le théoréme suivant
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THEOREME 3, Sur tout ensemble analytique A de g, disjoint de P, 1'in-
dice est borné par un ordinal dénombrable.

DEMONSTRATION, Supposons le contraire, Alors

P°= {5 : dTeA , j(8)<i(T) |}
Donc PC est projection sur T de 1l'ensemble

{(s,T) TeAln{(s,T) : J(S)gJ(T)}
analytique d'aprés le lemme 7. PC est alors analytique, contrairement
au théoréme 2 .

Voici le premier théoréme de séparation. Nous 1'énongons dans un

espace métrisable compact, mais 1l'extension & deux sousliniens d'un
espace métrisable séparable est immédiate par plongement.

THEOREME 4, Soient A et B deux ensembles analytiques disjoints dans E

métrique compact. A et B sont alors séparables par deux ensembles boré-

liens disjoints.
DEMONSTRATION, Il nous suffit évidemment de construire un borélien

contenant A et disjoint de B ., Désignons par H une

application borélienne de E dans I, telle que B=H_1(P). D'aprés le th.
3, 1'indice est borné par un ordinal dénombrable a sur l'ensemble ana-~
lytique H(A) disjoint de P , et l'ensemble borélien cherché est ( lem~
me 4, ¢)) {x : j(H)zo} .

REMARQUE, Soit (Bs) un schéma de Souslin sur E, formé d'ensembles

boréliens , et soit x~4>TX 1l'application correspondante de E dans T.

Si le noyau B de (Bs) est borélien, l'indice j(Tx) est borné sur B¢

par un ordinal dénombrable «., Inversement, si cette propriété a lieu,

B={x: j(TX)>a} est borélien. On a donc un critére pour que le noyau

d'un schéma de Souslin borélien soit borélien. Nous ne donnerons pas

les détails, mais on peut utiliser cela pour montrer que 1l'image de
par une application borélienne injective est borélienne.

LE THEOREME DE NOVIKOV ( ESPACES COMPACTS )
Nous démontrons une variante du théoréme 3 :

THEOREME 5, Soit A une partie analytique de g:m possédant la proprié-
té suivante

(12) Pour tout (Tn)ndN eA , il existe n tel gue Tn goit fini.
Alors il existe un ordinal dénombrable o tel gue

(13) Pour tout (Tn)ndN eh , infn j(Tn) <a.

DEMONSTRATION, Supposons le contraire, Alors
PC = {8 : (T )er, ¥ j(8)g 3(T) |
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Comme dans la démonstration du théoréme 3, PC serait alors projection

ae {(5,()) + (T ek , ¥n  §(S)zi(T,) }
et serait donc analytique, contrairement au théoréme 2.

On en tire une démonstration d'une forme du théoréme de NOVIKOV,
qui entraine le théoréme 4, mais dont on ne peut déduire le théoréme 1
( i1 faudrait pour cela la forme générale de 1l'exposé précédent, ol E
est métrisable séparable, et les Bn sont bianalytiques ).

THEOREME 6, Soient A des ensembles analytiques dans E métrisable com-
act, tels que ﬂ A =@ . Il existe alors des boréliens B tels que
A < B, pour tout n, ﬂB _¢

DEMONSTRATION, Pour tout n soit x~i>T une application borélienne de

E dans T y telle que An {x 2 TneP} . Comme Q A —¢, 1l'un au moins des
: est fini quel que soit le point xeE, D'apres le théoréme 5, il
existe un ordinal « bornant infn j(T;) uniformément en x, Les boréliens

cherchés sont alors ( lemme 4, c))

B, = {x: j(T;) >+t |,
FORME ABSTRAITE DU RESULTAT PRECEDENT

On sait qu'il existe une forme du premier théoréme de séparation
relative aux ensembles analytiques par rapport & un pavage compact
E . I1 est naturel de se demander si 1'énoncé du th.6 reste valable
dans ces conditions, les boréliens étant remplacés par des éléments
du stabilisé de E pour les réunions et les intersections dénombrables.
Nous supposerons ici E stable pour (uf,Nf), ce qui ne restreint pas la
généralité ; le stabilisé est alors la classe monotone M engendrée par
E, et nous utilisons les notions introduites dans la définition 2,

Soient A des ensembles E-analytiques y X+—> T; les applications E-
SeCoeSe correspondantes. Supposons que N A = , et montrons qu'il
existe un ordinal o majorant inf J(T ? pour tout x . Ce point étant
établi, la démonstration du th.6 restera valable sans aucun changement,

Comme dans le th.5, supposons qu'il n'existe pas de tel a. Alors
nous aurons en revenant au lemme 6 ( et non au lemme 7 cette fois )

PC= { T : 3 xeE, JE™)ed, 1< inf 10" |

et nous pourrons en déduire l'analyticité de P°~ la contradiction
cherchée - si l'ensemble suivant, dont la projection sur T est PC

{(x,I(fD) : T inf T;‘ofn }

1 Appliqué 3 l'image de E par une application borélienne. Ici intervient
la compacité - ou plus généralement le caractére souslinien - de E,
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est ExB(T)xB(C )—analytique . En effet, sa projection sur gxéN sera
alors analythue d'aprés le th.III. 9 du livre " probabilités et
potentiel", et sa projection sur T le sera alors d'aprés des théorémes
classiques, IxXC" étant polonais. Or cet ensemble s'éerit

nn n {(x,T,(£1)) T[m](s) < T[m](fn(s)) }

n mse = X m
On se raméne é vérifier que pour seﬂm fixe, en omettant 1l'indice n

(x,2,8) = 28(e)g 2Pz (o))

appartient é(gxg(g)xg(C)G.Or c'est la réunion, pour tous les k<m+i,
les teom , des ensembles

{x s k§T£m](t)}x{T : b)) ix it £, (s)=t}

et le premier facteur du produit appartient & E , d'aprés la défini-
tion des applications E-s.c.s.. Nous avons donc prouvé une forme un
peu plus générale du théoréme 6 :

THEOREME 6', Soit E un pavage compact , et soit M le stabilisé de E

pour les réunions et intersections dénombrables. Pour toute suite (A )

d'ensembles E—analytiques d'intersection vide, il existe une suite

(Bn) d'éléments de g tels que Aﬁ:Bn pour tout n , g Bn =¢ .

4. TUNE REMARQUE SUR LA CAPACITABILITE

La premiére démonstration d'un théoréme de capacitabilité "abstrait"
a été celle de CHOQUET [1], écrite dans le langage des schémas de
Souslin. Nous allons récrire cette démonstration dans le langage des
temps d'arrét.

Etant donnés deux éléments w et w' de Q, nous écrirons w'sw pour
exprimer que X (w')<X (w) pour tout i. Q se trouve ainsi ordonné, et
pour tout w l'ensemble {w' o' <w% est compact. Nous allons associer a
tout temps d'arrét un temps d'arret croissant, de la maniére suivante

DEFINITION 7. Soit T un temps d'arrét. On pose

(14) f(w) = sup T(w')
w'<w

LEMME 8, a) T est un temps d'arrét, et T<T
b) Si T est fini, T est fini,
c) Si T est fini, on a (T) =(1% ) pour tout @ dénombrable.
En particulier, T et T ont méme indice.
d) Avec les notatlons de la déf.2, si x~—>T est E-s C.S., il en est

de méme de xr—a»T ( en particulier, T>T est borelienne )e
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DEMONSTRATION, a) Il est clair que Tgﬁ. Supposons que 1'on ait T(w)>n,
w'[n=w|n, Alors il existe p<w telle que T(w)>n. Définissons pu' par
X (p")=X (p) (kgn), L (p')=X (u') (izn). Alors p'|n=p|n, donc T(p')>n,
et p'<sw', donc T(w')>n, T est bien un temps d'arrét.

b) Un temps d'arrét est une fonction continue sur Q : si T est fini
sur Q, il est borné sur le compact {w' : w'<w }, donc @ est fini,

¢) Soit n>0 ., On a ( en définissant de maniére évidente la relation
< sur Q )

(T)*(0)>n <= Jw', '|n=0|n , T(w')>n+1 <> Ju', w'|n=win ,Juw"<w',

T(w")>n+1 <=> Ju", w"|n<w|n, T(w")>n+1 .
(M) (w)>n <= Juy, @ <, ™ (wy)>n <=> Juwr , 0 <w,Jwz 0z [n=w1 |n ,

T(we )>n+1.
Par conséquent, (T)*—(T ) . Pour vérifier par récurrence transfinie 1°'

assertion relative & 1% , 11 suffit de vérlfler que si des T finis
tendent en décroissant vers T, alors T tend vers T , Clest le lemme
de Dini ! Les fonctions continues Tn—T tendent vers O en décroissant,
elles convergent uniformément vers O sur le compact {w':w'gm}, autre-
ment dit il existe un n tel que T =T sur ce compact.

Pour conclure quant & 1'indice, on_remarque que T2 <> T=1,

d) Soit seQ) . L'ensemble {x : xn](s)>n } est la réunion, pour les
s'eq) , s'ss , des ensembles { x Tg D(g')>n } . Ces ensembles étant
en nombre fini et appartenant & E, 11 en est de méme de leur réunion,
donc Xr->T est E-s.c.s..

La conclusion de tout ceci est le fait que les temps d'arrét crois-
sants peuvent remplacer les temps d'arret dans toute la théorie des
paragraphes 1 4 3. Cela ne semble pas apporter de simplifications no-
tables, sauf pour la démonstration suivante.

LE THEOREME DE CAPACITABILITE

Soit I une capacité relative au pavage E ( I " descend" sur les
suites décroissantes d'éléments de E ), et soit A un ensemble E-analy-
tique de capacité >a . Représentons A comme { x : TxeP}, ol l'applica-
tion E-s.c.s, Xr4>T prend ses valeurs dans l'ensemble des temps d'ar-
rét croissants. Posons pour tout seQ.

A = {x:dw, wigs , T (w)—+oo} < {x: T[L](s)>i =B

L'inclusion tient au fait que les temps d'arrét Tx sont cr01ssants.

On a A:g An ( on identifie l'entier n & la suite de longueur 1 corres-
pondante ), la suite An est croissante, donc il existe n, tel que I(An)
>a o, On a An1=% An1n , donc il existe n, tel que I(An1n2)>a , et par
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récurrence on construit ainsi une suite W=N,Noeee telle que I(Amln)>a
pour tout n., A fortiori I(Bm|n)>a . Comme les B
et la capacité descend sur E , l'ensemble

(15)B=0 B

w|n appartiennent & E,

wln = { x Tx(m)=+m } ( qui appartient & E; )

a une capacité >& . C'est le théoréme de CHOQUET.

La méme démonstration donne le théoréme de SION : soit C une capa-
citance, c'est & dire un ensemble de sous-ensembles de E ( dits gros )
tel que

AeC , A°B => BeC , A 1A, AeC = <n , A eC

Le raisonnement précédent s'applique & la fonction d'ensemble I(A) va-
lant 1 si AeC , O sinon, et montre que " tout gros ensemble E-analyti-
que contient l'intersection d'une suite décroissante de gros éléments
de E",

Une variante & peine plus compliquée donne le théoréme plus raffiné
sur les capacitances scissipares. Rappelons ([3]p.23) que la capacitance
C est dite scissipare (ou dichotomique ) si

(16) Pour tout AeA(E)NC , il existe deux éléments disjoints Uy et U
de E tels que ANU, et AU, appartiennent & C.

1

L'axiome de choix nous autorise & notex & (A) &, (A) deux tels ensem-
bles. Soit @={0, 1FN Le théoréme 11,28 de [3], p.41, s'énonce ainsi

THEOREME 7, Supposons que C soit scissipare, et que AeA(E) appartienne
a € . Il existe alors Bely , contenu dans A, tel que B goit réunion

d'une famllle(Ke)e @ Q'ensembles disjoints, dont chacun est intersection
d'une suite décroissante d'éléments de gﬂg

Autrement dit, A porte non seulement un bébé normalement constitué (15),

mais une infinité non dénombrable d'iceux ( et dont la réunion esi gg)
DEMONSTRATION, Nous représentons A comme dans la démonstration préce—
dente : ={x: Txepi, ol chaque Tx est croissant. Nous définissons
As et BS comme précédemment., Nous construisons par récurrence, pour
toute suite dyadigue u de longueur p , un ensemble Kueg et un entier
n.p de telle sorte que

a) Les ensembles K. ue{0,1;11’--’P}

soient disjoints
b) la relation u4v entraine KG:Ku

c) Les ensembles An1.. nanu appartiennent & C

Nous commengons la récurrence en posant Kozéo(A), K1=Q1(A). Si 1la
construction a été faite au rang p, nous la faisons au rang p+1 de la
maniére suivante., Les suites dyadiques u de longueur p sont en nombre

fini, et les ensembles An1 ﬂKu appartiennent tous & CNA(E).
eoe p -
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Du fait que les Tx sont croissants, il existe un entier n tels que

les ensembles An n nnKu appartiennent tous a CﬂA(E) , et nous
prenons np+1=n . ! Puis nous posons
K =K Né (A nK ), K _K né ( NK_)
UeO u o n1..np+1 .1 An1..n B

La vérification des hypothéses de récurrence est immédiate, Posons
enfin, pour toute suite dyadique infinie Ke
Ky = N(Bn,...n NK
o = §Pny- iy )
Les Ky sont bien disjoints, et appartiennent & E; . Comme An n

n, n ? Ke est l'intersection d'une suite décroissante d!' lemgnts
sl

de ENC ., Comme N Bn © 4, onaK, <A, Enfin, soit B={fKy ; dési-

= = n 1|.lnp
gnons par @ _l'ensemble des suites dyadiques finies de longueur p .

Comme les Ku ’ ue@p , sont disjoints, on vérifie aussitdt que

=N U B NK

P ue@p n1...np u

et B appartient bien & E, .

5. ENSEMBLES COANALYTIQUES NON SﬁPARABLES

La théorie de 1l'indice nous a fourni un exemple naturel d'ensemble
coanalytique non analytique. Nous allons montrer maintenant comment
elle permet de construire deux ensembles coanalytiques disjoints, non
séparables par des boréliens disjoints.

THEOREME 8, Dans le compact I=IxT , les ensembles coanalytiques dis-
joints
(17) H1={(S,T) : J(S)<i(m)} |, H2={(S,T) : §(8)>3(?) } ( cf., lemme 7)

ne sont pas séparables par des bordliens disjoints.

DEMONSTRATION, Nous allons supposer qu'il existe un borélien H conte-
nant Hy et disjoint de Hp , et en déduire une contradiction.

Soit Q0 le compact TY , Montrons que tout borélien de O est image

réciprogue de H par une application continue f de O dans I=IxT. En ef-
fet, soit D borélien dans O . 0 est éparpilld, donc D® est analytique
par rapport au pavage E formé per les ouverts fermés de O, et il existe
une application B-s.c.s. - donc continue - xF+>S de 0 dans T telle

que DE{x : § ePl . D'aprés le th. 3, J(Sx) est borne sur D par un or-
dinal dénombrable @ , Soit T un temps d'arrét d'indice o+1, et soit
f(x) = (SX,T)eI. La coupe { S : (S,T)eH} contenant tous les temps



389

d'arrét d'indice <, et n'en contenant aucund'indice >e+1 ( en par-

ticulier, aucun élément de P ), on a D=f_1(H). I1 peut étre intéres-
sant de noter ici qu'on n'utilise pas le fait que H est disjoint de

H, , mais seulement de PxP°CH2.

Pour qui connait la théorie des classes de Baire , le théoréme est
établi : tout borélien de T a une classe au plus égale & celle de H,
ce qui est absurde. Pour la commodité du lecteur, nous allons traduire
dans notre langage actuel l'argument d'"ensembles universels" qui est,
en fait, la substance du raisonnement par les classes de Baire.

Nous remarquons que l'espace métrisable compact éparpillé I est
homéomorphe & un fermé de l'ensemble de Cantor {O'1§DJ’ donc de Q.
Considérons donc H comme sous-ensemble ( borélien ) de 0., Notons aussi
C 1'espace polonais des applications continues de 0 dans 0 , muni de
la topologie de la convergence uniforme ( pour une métrique convenable
sur Q ). L'application (f,x)w>f(x) de Cx0 dans O étant continue, H
étant borélien dans 03, 1l'ensemble L={(f,x)eCX] : f(x)eH} est borélien,
La coupe de L par f étant f'1(H), tous les boréliens de O figurent
parmi les coupes de L par les feC, Comme C est polonais, il est classi-
que qu'il existe une application borélienne de Q - donc de O - sur c.
Désignant par g une telle surjection de O , soit pour (u,v)elda@ m(u,v)
= IL(g(u),v) ; c'est une indicatrice borélienne, et toutes les indica-
trices d'ensembles boréliens de ) figurent parmi les fonctions m(u,.).
Or ceci est absurde : l'indicatrice 1-m(v,v) est borélienne, et il n!
existe aucun u tel que 1-m(v,v)=m(u,v).

REMARQUE. Pour qui connalt la classification de Baire, le raisonnement
précédent a une autre conséquence : tout borélien de 0 &tant image ré-

1]

ciproque de 1l'un des ensembles Ua {S : j(S)<a} par une application
continue, les Ua ont des ordres arbitrairement élevés dans la hiérar-
chie de Baire. I1 serait intéressant d'étudier directement la classe

de Baire de Ua‘
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