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Université de Strasbourg

Séminaire de Probabilités 1973/74

ENSEMBLES ANALYTIQUES : THEOREMES DE SEPARATIN
ET APPLICATI NS

par C, Dellacherie

Cet exposé a pour but principal de faire connaitre aux probabilistes et autres ana~-
lystes le deuxilme théordme de séparation dont C.A. Rogers [22] vient de publier une
démonstration lumineuse, et les belles applications de ce théor®me obtenues essentiel-
lement par l'école russe entre 193%9 et 1942, Ces derniers travaux sont trds peu connus
3 1'ouest : je pense que c'est parce qu'ils sont parus en russe pendant la guerre et
qu'ils ne figurent pas dans le traité classigue de Kuratowski. Pour ma part, j'en ai
pris connaissance dans un_article récent de Coban [4] - traduit en anglais - et j'ai
attribué un bon moment 3 Coban un théordme démontré par Arsenin en 1940. Ayant eu le
plaisir de faire une série de conférences 3 1'Université McGill de Montréal, sur 1l'in-
vitation de J. Taylor et C, Herz, j'ai pu avoir en mains - grice soit rendue 3 Brenda
MacGibbon-Taylor — une traduction allemande [1] de 1955 (venant de RDA) d'une série
d'articles d'exposition russes de 1950 parus dans la revue "Uspehi Matem. Nauk" ,
avant que cette dernilre ne soit traduite systématiquement en anglais sous le nom de
"Russian Math, Surveys™ , Cela m'a permis, entre autres, de corriger un certain nom-
bre de mes fantaisies historiques,

Disons, pour alldcher le lecteur, que l'un des points culminants de cet exposé sera

le théor2me suivant (Arsenin-Kunugui-Cegolkov-Coban) : "Soient E et F deux espaces
métrisables compacts, et soit H une partie borélienne de ExF telle que la coupe H(y)
de H suivant tout yeP soit une réunion dénombrable de compacts de E. Alors la projec—
tion w(H) de H sur F est borélienne et il existe une application borélienne g de

K (H) dans E telle que g(y) appartienne A H(y) pour tout y eW(H)™ . J'ai essayé de
faire un exposé assez complet sur ces questions, en étudiant notamment en détail les
ensembles analytiques et boréliens 3 coupes compactes., Certains théordmes me semblent
nouveaux (par ex th. 16 et 26). N'ayant lu, vues mes connaissances en allemand, au-
cune démonstration des théordmes tirés de tl], j'ose espérer que celles que je donne
sont correctes et intéressantes. En particulier, la démonstration du théordme d'Arse—
nin-Kunugui-fegolkov-Coban (th. 19, 31 et 32) est beaucoup plus courte que celle de [1].
Enfin, j'ai profité de 1l'occasion pour faire un bref résumé des traits principaux de
la théorie des ensembles analytiques, en utilisant pour cela une nouvelle rédaction
du chapitre III du livre de Meyer [16] faite par Meyer et moi.

Je me suis apergu, en cours de rédaction, que 1'énoncé du théor2me d'Arsenin est cité
avec référence dans l'excellent article de synth®se [23] de Sierpinski, ainsi qu'un
résultat intermédiaire dd A Kunugui, et, apr®s rédaction, que Larman [24,25] avait
publié récemment une extension de ce théordme aux ensembles analytiques "non-classi-
ques™ et des résultats satellites nouveaux. J'ai aussi appris dans Larman [24] que
Kunugui avait publié, en méme temps qu'Arsenin, une démonstration de ce théordme, Cela
aurait été trop fastidieux de transformer ma rédaction en tenant compte de ces infor—
mations, et dlautres contenues dans 1l'introduction des exposés "Ensembles analytiques
et temps d'arrét®™ et M"Jeux infinis et temps d'arrét™ de ce volume. De la rédaction
qui a circulé durant l'année 1974, celle—ci ne diffdre que par sa premidre page, les
deux premilres pages du paragraphe V et l'adjonction de quelques notes. de bas de page.
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I. GENERALITES

Je ne donnerai pratiquement pas de d€monstrations dans ce paragraphe. Pour la

partie "abstraite", on pourra se reporter au livre de Meyer [{6].

1. Parties analytiques d'un espace pav€ :

Etant donné un ensemhle E, un pavage E sur E est un ensemble de parties de E conte-
nant la partie vide; le couple (E,E) est appelé espace Eavé. Si (En,gn) est une

suite d'espaces pavés, on définit 1'espace pavé produit (TrEn,T(En), oﬁ'lT];:n est

le pavage sur1T'En constitué par les ensembles de la formeTT'An, Anegn; le produit

’ 7’
de deux espaces paves (El’gl) et (Ez,gz) est encore noté (EIXEZ’EIXEZ)'

Si E est un pavage, on désigne par E ES le plus petit pavage contenant E

o Eq» B
. I . . . . . ry .
et stable pour respectivement, les reéunions finies, les intersections finies, les

réunions dénombrables, les intersections dénombrables. On dit aussi que gs est le

stabilisé de E pour les réunions finies, etc, et on note E le pavage (Es)d’ etc

sd
s - ESS (resp Ec = Egd)'

DEFINITION 1. Soit (E,E) un espace pavé. Une partie A de E est dite E-analytique

SiE = Es (resp E = Ed)’ on sait que E

s'il existe un espace métrisable compact auxiliaire K, muni du pavage K de ses

parties compactes, et un élément B de (Exlg)06 tels que A soit &gal & la projection

de B sur E.

Une partie de E est dite E-coanalytique si son complémentaire est E—analytique

et E-bianalytique si elle est a la fois E-analytique et E-coanalytique. L'ensemble
des parties E-analytiques, E-coanalytiques, E-bianalytiques de E sera noté respecti-
vement A(E), CA(E), BA(E).

On obtiendrait les miémes ensembles analytiques en prenant un espace pavé compact
abstrait auxiliaire, ou en prenant toujours le méme espace métrisable compact
auxiliaire, pourvu qu'il soit suffisamment riche (par exemple, le segment [0,1] ou
1'espace produit ( NU{w}) N, NU{Jwf étant le compactifi€ d'Alexandrov de 1'ensemble
des entiers naturels). Enfin, on obtient aussi les mémes ensembles analytiques

en appliquant l'opération A de Souslin au pavage E.

L'intér&t des ensembles analytiques est double : d'une part, leur définition est
suffisamment générale pour que "1'analyticité" soit préservée par beaucoup d'opéra-
tions ensemblistes, d'autre part suffisamment restreinte pour que les ensembles
analytiques aient individuellement de bonnes propriétés. Nous allons illustrer

cela en énongant les théoremes de stabilité et le théortme de capacitabilité.
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THEOREME 1. Soit (E,E) un espace pavéi On a A(E) = A (E) = A_(E).
—_— = = = =g = =y =

On se gardera de croire que é(g) est stable pour le passage au compléhentaire.

En géhéfal, gé(g) (qui est une tribu) est strictement contenu dans A(E): lorsque

E est le pavage des parties compactes d'un espace métrisable compact E, Eé(g) n'est
autre que la tribu borélienne de E (ce n'est pas du tout &vident : c'est une consé-
quence du premier théoréme de séparation). D'autre part, en général, la tribu en-
gendréé par E n'est pas contenue dans A(E); elle est contenue si et seulement si

tout élément de E est E-bianalytique (évidemment, tout élément de E est E-analytique).

THEOREME 2. Soient (En,gn) une suite d'espaces pavés, et, pour chaque n, soit An

un ensemble gn-analythge. AlorsTU An ggE‘T‘En-analztlgu .

. . 7z S . . . .
Voici un théoréme d'image directe; nous verrons mieux, plus loin, dans un cadre

topologique

THEOREME 3. Soit (E,E) un espace pav€ et soit K un espace compact métrisable muni

du pavage K de ses parties compactes. La projection sur E d'un ensemble (ExK)-ana-

lytique est un ensemble E-analytique.

Et, pour finir, le théoréme d'image réciproque et, en particulier, d'idempotence

de l'opé}ation A de Souslin

THEOREME 4. Soient (E,E) et (F,E) deux espaces pavés et f une application de E

dans F. Si f_l(A) est E-analytique pour tout AcF, alors f-l(A) est encore E-ana-

lytique pour tout Aeé(g). En particulier, on a é(é(g)) = é(g).

Voici quelques exemples classiques d'ensembles analytiques qui ne sont pas boréliens

les ensembles analytiques &tant définis ici & partir du pavage des boréliens)
ytiq p

1) Soit ¢([0,1)] 1'ensemble des fonctions continues sur [0,1], muni de la topologie
de la convergence uniforme : c'est un espace polonais (i.e. homébmorphe a un espace
métrique sébarable complet). L'ensemble des fonctions dérivables partout sur [0,1]

est une partie coanalytique, non borélienne, de cet espace (Mazurkiewicz).

2) Soit E([O,l]) l'ensemble des parties compactes de [0,1] muni de la topologie
définie par la distance de Hausdorff : c'est un espace métrisable compact. L'ensemble
des compacts non dénombrables est une partie analytique, non borélienne, de cet
espace (Hurewicz) et 1'ensemble des compacts contenus dans les rationnels de [0,1]

est une partie coanalytique, non borélienne, de cet espace (Kuratowski-Marczewski).

Passons maintenant au théoréme de capacitabilit€
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DEFINITION 2. Soit (E,E) un espace pavé. Une application I, définie sur toutes les

parties de E, & valeurs dans la droite achevée R, est une E-capacité (de Choquet)

si elle satisfait aux conditions suivantes :

a) I est monotone croissante (i.e. ACB => I(A) < 1(B))

b) I monte sur l'ernsemble des parties de E : si (A_) est une suite croissante,
P — “'n

de limite A, alors I(A) = sup_ I(An)

c) I descend sur E_. : si (An) est une suite décroissante d'éléments de E,

o) 8’

de limite A, alors I(A) = infn I(An)

Si I est une E-capacit€, une partie A de E est dite I-capacitable si 1l'on a

I(A) = sup I(B), BCA, stE:)s8

THEOREME 5. Tout ensemble E-analytique est I-capacitable pour toute g-capacité I.

Supposons que E soit une tribu et soit P une mesure de probabilite sur (E,E)
la probabilité extérieure P* définie pour toute partie A par
P*(A) = inf P(B), BDA, BeE
est alors une E-capacité. 11 résulte du théor&me précédent que tout ensemble E-ana-
lytique (et donc, tout ensemble E;coanalytique) appartient a la tribu complétéde

de E pour P.

2. Parties analytiques d'un espace métrisable séharable

Soit E un espace métrisable séparable. Nous de€signerons par K, F, G, B (K(E), F(E),
etc s'il y a risque de confusion) le pavage sur E constitué respectivement par les
parties compactes, fermées, ouvertes, boréliennes de E. Tout é1&ment de F appartient

a Gy (on dit, plus communément, est un 98)’ tout élément de G est un F ; la tribu B
Z 2 =g =

est le stabilis€ de E (ou g) pour les réunions et intersections dénombrables
B = =
( = Eo&cﬁ... g&cﬁa... ]
que l'on a é(g) = é(g) = §(2)3 nous ébrironslsimplement A, CA, BA (A(E), etc s'il

transfiniment). Il résulte alors des théorémes 1 et &

y a risque de confusion) au lieu de é(g), gé(g), Eé(g). Lorsque E est un espace
localement compact & base dénombrable (ou, plus généralement, est métrisable et
réunion dénombrable de compacty), les ensembles analytiques sont aussi les ensembles

K-analytiques.

Soit maintenant F un sous-espace de 1l'espace métrisable séparable E. On sait que
les pavages E(F), g(F), Q(F) sont les pavages traces sur F des pavages E(E), Q(E),
E(E). De méme, les pavages é(F) et gé(F) sont les pavages traces sur F des pavages

A(E) et CA(E). Par contre, en géné}al, le pavage gé(F) n'est pas le pavage trace

sur F du pavage EQ(E) : il est en général strictement plus grand; il y a égalité

si F est une partie analytique de E (ce n'est pas du tout évident : c' est une

1 1les é1éments de A sont dits simplement analytiques, etoc.
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7 : 4 .
conséquence du deuxiéme théoréme de séparation).

Nous verronslque 1'étude "fine" des propriétés des parties analytiques d'un espace
métrisable quelconque se raméne 4 1'étude "trds fine" des propriétds des parties
analytiques d'un espace métrisable compact. L'étude "fine" des propriétés des
parties analytiques d'un espace métrisable compact est plus simple, et, jusqu'ici,
plus intéressante pour 1'analyste. Enfin, nous verrons aussi au paragraphe VI que
1'étude "fine" des ensembles E-analytiques pour un pavage abstrait E se raméne
simplement & celle des parties analytiques d'un espace métrisable séparable si tout

élément de E est E—bianalytique.

3. Parties analytiques d'un espace métrisable compact

Jusqu'ici, la notion d'ensemble analytique était relative : doublement relative dans

le cas abstrait (&tre analytique par rapport a E dans E), simplement relative dans

le cas métrisable séparable (8tre analytique dans E). Les notionszque nous allons

introduire maintenant sont intrinséques.

DEFINITION 3. Un espace métrisable E est dit souslinien (resp cosouslinien, lusinien)

. 4. .
s'il est homéomorphe a un sous-espace d'un espace compact métrisable, qui est

analytique (resp coanalytique, borélien) dans cet espace compact métrisable.

I1 est clair qu'un tel espace est sébarable. Nous verrons bient®t que la propriéte’

d'étre analytique,..., ne débend pas du plongement.

Les définitions d'espaces métrisables sousliniens et lusiniens que nous venons

Tout espace polonais est homébmorphe a un §6 d'un espace métrisable compact, et donc

est lusinien. D'une maniére générale, on a

THEOREME 6. Soit E un espace métrisable souslinien (resp cosouslinien, lusinien).

Toute partie analytique (resp coanalytique, boréliennqgg E est un sous-espace

souslinien (resp cosouslinien, lusinien) de E.

> .
Nous verrons bientdt une réciproque. Comme la plupart des théoremes qui suivent,
. -
on démontre ce théoréme en plongeant les espaces considéres dans des espaces

7 .
metrisables compacts.

b . )
C'est seulement dans ce cadre que l'on a un théoreme général d'images directes

1 & la fin du paragraphe VI.
2 afin d'éviter des confusions, le vocabulaire introduit dans la définition 3
apparaitra trés peu dans la suite.
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THEOREME 7. Soient E un espace métrisable souslinien, F un espace métrisable sépa-

rable et f une application borélienne de E dans F. Alors f(E) est un sous-espace

souslinien et une partie analytique de F.

En particulier, tout sous-espace souslinien d'un espace métrisable séparable est
une partie analytique de cet espace. Nous allons voir maintenant le théoréme de
plongement pour les lusiniens et cosousliniens : en fait, nous aurons un théoréme
de plongement "borélien". Nous dirons qu'une application f d'un espace topologique

. : 212 n ry . . "1
dans un autre est un isomorphisme borélien si f est bijective et si f et £ "sont

boréliennes.

THEOREME 8. Soit E un espace métrisable lusinien (resp cosouslinien, souslinien).

Soient F un espace métrisable séparable et f une application de E dans F. Si f est

un isomorphisme borélien de E sur f(E), alors f(E) est un sous-espace lusinien

(resp cosouslinien, souslinien) et une partie borélienne (resp coanalytique, ana-

lytique) de F. En particulier, tout sous-espace lusinien (resp cosouslinien, sous-

linien) d'un espace métrisable séparable est une partie borélienne (resp coana-

lytique, analytique) de cet espace.

DEMONSTRATION. Nous n'en donnerons que les grandes lignes. On €tablit d'abord un

lemme, ayant son intérét propre

Lemme. Soient (Q,F) un espace mesurable, E une partie de Q2 munie de la tribu trace ElE
—— =
et £ une appliocatién mesurable de (E'F|E) dans un espace métrisable compact K'. Alors

f est larestriction % E d'une application mesurable g de (n,g) dans X',

Démonstration. On dé€montre d'abord le lemme lorsque f ne prend qu'un nombre fini de
valeurs. Puis, on passe au cas général en approchant f par des applications mesura-
bles ne prenant qu'un nombre fini de valeurs. On utilise pour ce faire le fait que
1'ensemble de convergence d'une suite de fonctions mesurables & valeurs dans un

espace métrisable compact est mesurable,

On plonge alors 1l'espace E de 1'énonc€ dans un espace compact métrisable K dans
lequel il est borélien (resp ...), et l'espace F dans un autre compact métrisable K'.
D'aprés le lemme, 1l'application £, considérée & valeurs dans K', est la restriction
a E d'une application borflienne g de K dans K'. De méme, 1'application inverse f'

de f, considérée comme application de f(E) dans K, est la restriction a f(E) d'une
application borélienne g' de K' dans K. Mais alors, la restriction de g & 1'ensemble
borélien B = {xeK : g'(g(x)) = x} de K est un isomorphisme borélien sur 1'ensemble
borélien B'= {x'eK' : g(g'(x')) = x'} de K', dont 1'inverse est la restriction de g'
a B'. Comme B contient E et B' contient f(E), on en déduit que f(E) est borélien

(resp ...) dans B', donc dans K' - c'est donc un sous-espace lusinien (resp ...) -
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et finalement dans F (pavages traces).
II. LE PREMIER THEOREME DE SEPARATION

A partir de maintenant, nous donnerons des démonstrations complétes.

THEOREME 9. Soient El"" ,En une suite finie de parties_analytiques d'un

espace méirisable compact F. Si on a ('\Ek = @, alors il existe une suite

finie B,,...,B de boréliens de F telle que B
et que 1'on ait ﬂBk = Q. 1
DEMONSTRATION, Le cas 6u 1'un des En est vide étant trivial, nous supposerons

K contienne Ek pour k = 1,...,n

qu'aucun des En n'est vide, Soient alors Flo eeey Fn n copies de l'espace F

T'IEk est une partie analytique de TTFk' Congidérons dansT]'Fk 1'ensemble R des
rectangles boréliens (i.e. des ensembles de la forme TTBk, BkEE(Fk)) qui ne rencon-
trent pas la diagonale de [ Fk' Posons, pour toute partie A de —lTFk, I(A) =0 si

A est contenu dans un &lément de R et I(A) =1 sinon. On définit ainsi une capacité I
surTrFk, pour le pavage des parties compactes : pour &tablir cela, nous devons
vérifier que, si (Am) est une suite croissante de parties de'lTFk telle que I(Am) =0
pour tout m, alors I(UAm) =0 et que, si (Km) est une suite d€croissante de compacts
deTrFk telle que I(Km) = 1 pour tout m, alors I(('\Km) = 1. Or, d'une part, si R"
est pour tout m un €1€ment de R qui contient Am, alors lim 1'.nfm R" est encore un

€1ément de R, et il contient UA™ : donc I(UA™ = 0. D'autre part, si n, désigne

k
la projection de TF, sur Flf-l;r“k(Km) est le plus petit rectangle borélien contenant

k
K" et 1'on aTJ:rk({\Km) = ﬂ(ﬂ'ark(l(m)) : il est alors clair que I(('\Km) = 1.
hial m g
Enfin, si on a ﬂEk =@, on a €videmment I(K) = O pour tout compact K contenu dans
ﬂEk. Comme T"Ek est I-capacitable, on a aussi I(TrEk) = 0 et donc il existe un

&1ément R de R qui contient-lTEk : il suffit alors de poser B, = ﬂk(R), k=1,...,n.

k
COROLLAIRE. Soit E un espace métrisable souslinien. Une partie B de E est bianalytique

si et seulement si elle est borélienne.

DEMONSTRATION, La condition suffisante est triviale, Pour démontrer la nécessité,
plongeons E dans un espace métrisable compact F 3 si B est bianalytique dans E,

B et E~B sont analytiques dans F. Comme ils sont disjoints, en peut les "séparer™
par des boréliens disjoints de F, dont les traces sur E ne peuvent qu'Stre égales

A Bet A E-B.,

Ce corollaire est faux si 1'espace est seulement métrisable séparable, ou méme
cosouslinien métrisable : il peut alors exister des partie bianalytiques qui ne

o : : .
sont pas boréliennes. Plus précis€ment, Novikov H#A a prouve 1'existence dans

1 Ce théoréme s'étend -avec la méme démonstration — au cas d'un espace pavé abstrait
(E,E) oi E est un pavage "semi-compact™ (pour la terminologie, voir Meyer [4g]).
= =
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[0,1]x[0,1] de deux coanalytiques disjoints C1 et C2 qu'on ne peut séparer par
des boréliens disjoints : le sous-espace E = C
C, et C

1 2
du théoréme 9 reste valable si on remplace " métrisable compact™ par "métrisable

f) C2 est cosouslinien, et, dans E,

sont des bianalytiques qui ne sont pas boréliens. Par contre, la conclusion

séparable ™ & condition de remplacer "boréliens" par "bianalytiques" : c'est une
forme du deuxiéme théoréme de sébaration. Noter que le théoreme, ainsi modifiéz
n'entraine pas la forme originale : il faudrait, pour cela, savoir que tout biana-
lytique d'un compact métrisable est borélien, et la maniére la plus simple d'établir

cela est de démontrer le théoréme sous sa forme originale.

Une conséquence importante du premier théoréme de séparation : le théoreme

d'isomorphisme de Souslin-Lusin

THEOREME 10. Soient E un espace métrisable souslinien et f une application borélienne

de E dans un espace métrisable séparable F. Si f est injective, alors c'est un

isomorphisme borélien de E sur f(E).

DEMONSTRATION. L'image directe f£(B) d'un borélien B de E est une partie bianaly-

tique du sous-espace souslinien f(E) : c'est donc un borélien.

On peut d'autre part montrer que chacun des énoncés du théoréme 9, du corollaire

et du théoreéme 10 entraine les deux autres.

Voici, comme corollaire du théoréme 10, le théoréme sur 1'image injective d'un
espace lusinien métrisable. Nous ne comprenons pas pourquoi on trouve toujours
ce théoréme déduit "difficilement" du th€oréme 10 dans la littérature classique
(voir, par exemple, le traité de topologie de Kuratowski, ol 1l'on trouve par
ailleurs des théorémesde prolongement d'isomorphismes boréliens beaucoup plus

précis que celui que nous avons utilis€ dans la démonstration du théoréme 8.)

COROLLAIRE. Soient E un espace métrisable lusinien et f une application borélienne

de E dans un espace métrisable séparable F. Si f est injective, alors f(E) est

un borélien de F.

DEMONSTRATION. D'aprés le théordme 10, f est un isomorphisme borélien de E sur f(E),

et, d'apres le théoreme 8, £f(E) est alors un borélien de F.

Ainsi, un théoreme ""purement borélien" : "1'image injective d'un borélien d'un
compact métrisable par une application borélienne est un borélien" trouve sa
démonstration "naturelle" par un détour par la théorie des ensembles analytiques.
C'est un principe assez géhé}al, auquel il faut penser (voir, par exemple, comment

. . -, I
Preiss [Rd a résolu récemment un probléme sur les convexes boréliens).
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Nous terminerons ce paragraphe en citant le théoréme de séparation de Novikov,
plus général que le théoréme 9. Nous le démontrerons plus loin, quand nous
étudierons le deuxiéme théoréme de séparation. Quoique nous ne sachions pas
démontrer ce théoréme sans utiliser le deuxicme th€oréme de séparation, nous le
plagons ici pour deux raisons : d'abord, il va nous permettre d'étudier les
boréliens a coupes compactes, ce qui incitera peut-étre le lecteur a poursuivre
la lecture de 1'exposé€ jusqu'a sa fin; ensuite, parce que je suis convaincu qu'on
doit pouvoir démontrer la forme que nous donnons ci-dessous sans faire appel

au deuxiéme théoréme de séparation (c'est ainsi que j'en ai d€j& fourni deux

démonstrations - fausses - dont 1'une dans [6]).

THEOREME 11. Soit (En) une suite (finie ou infinie) de parties analytiques

d'un espace métrisable compact F. Si l'on a {\En = @, alors il existe une suite

(Bn) de boréliens de F telle que Bn contienne En pour tout n et que l'on ait

{\Bn = Q.

Pour voir que ce n'est pas une simple conséquence du théoréme 9, il faut penser au
cas ou (En) est une suite décroissante, dont aucun &lément n'est vide. Et la démons-
tration du théoréme 9 ne s'adapte pas au cas de suites infinies, car, dans un produit
infini dénombrable, la réunion d'une suite croissante de "rectangles'" n'est plus

7
forcément un rectangle.

Le corollaire suivant, presque immédiat, nous sera bien utile par la suite

COROLLAIRE. a) Soit (En) une suite de parties analytiques d'un espace métrisable

. _ 41 N
compact F. Si E = f\En est un borélien de F (resp est contenu dans un coanalytique C

de F), alors il existe une suite (Bn) de boréliens (resp de coanalytiques) de F

telle que Bn contienne En pour chaque n et que r\Bn soit &gal 3 E (resp contenu dans C).

b) Soit (En) une suite de parties coanalytiques d'un espace métrisable compact F.

SiE = \)En est un borélien de F (resp contient un analytique A de F), alors il

existe une suite (Bn) de boréliens (resp d'analytiques) de F telle que Brl soit

/ N
it égal a E (resp contienne A).
contenu dans En pour tout n et que \)Bn soit eg ( P )

DEMONSTRATION. b) se déduit de a) par passage au complémentaire, et a) du théoréme 11

appliqué a la suite (En- E) (resp(En— C)), qui a une intersection vide.
I1I. BORELIENS A COUPES COMPACTES

Dans tout ce paragraphe, on designe par E (resp F) un espace métrisable compact et
par x (resp y) un point géné}ique de E (resp F). La projection de ExF sur F est
notée x. On appelle coupe de la partie H de ExF selon y 1'ensemble ﬁ(y) égal a
la projection sur E de 1'ensemble HN(Ex{y}); on dit que H est un graphe si la
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coupe H(y) est ou vide ou réduite & un point pour tout y : H est alors le graphe

d'une application de x(H) dans E.

Notre propos est de trouver des conditions suffisantes pour que la projection n(H)

d'un borélien H de ExF sur F soit borélienne. On a ainsi les résultats suivants :

(S-L) : si H est un graphe borélien, n(H) est borélien

En effet, H est un espace lusinien, et la restriction de x a2 H est borélienne et

injective. On conclut par le corollaire du théoréme 10.

(L) plus géneralement : soit H une partie borélienne de ExF. Si H(y) est dénombrable

(i.e. vide, fini, ou infini dénombrable) pour tout y, alors x(H) est borélien.

C'est un théordme de Lusin® , plus difficile que le précédent. Le théordme (L)

admet une extension triviale : " Soit H une partie borélienne de ExF, Si 1l'ensemble
{y : H(y) n'est pas dénombrable} est dénombrable, alors TT(H) est borélien, et

aussi TC(H'), pour toute partie borélienne H' de H ™ , Cette extension est intéres-
sante, parce qu'elle est maximale : 8i E = F = [0,1] (par exemple) et si H, boré-
lien de ExFP, ne vérifie pas la propriété indiquée dans 1'énoncé, il existe toujours
une partie borélienne H' de H telle que T((H') ne soit pas borélien (cf Purves [24]).

Voici maintenant le théordme d'Arsenin, qui enmtraine évidemmemt le théordme (L)

(A) : soit H une partie borélienne de ExF. Si H(y) est un Ku pour tout y, alors

(H) est borélien.

Le théordme (A) a aussi un caractdre de maximalité : si 1'on remplace "Ea_”
par le degré de complexité suivant, soit "qu", alors T (H) peut &tre n'importe
quelle partie analytique de F si, par exemple E = F = [0,1].2

Nous allons démontrer, dans ce paragraphe, un cas particulier de (A), généralisant

(S-L), qui a éte établi par Novikov avant qu'Arsenin ne démontre (A)
q

(N) : soit H une partie borélienne de ExF. Si H(y) est compact pour tout y, alors

(d) est borélien.

Et nous éluciderons completement, a 1'aide de ce théoréme, la structure des boréliens
a coupes compactes (alors que le probléme amalogue pour les boréliens a coupes K
=0

.
est ouvert, a ma connaissance).

1 L'énoncé de Lusin est beaucoup plus précis : tout borélien & coupes dénombrables
est la réunion d'une suite de graphes boréliens.

2 On sait que tout analytique de [0,1] est projectiom d'un Gg de [0,1]x[0,1].
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Nous allons d'abord nous intéresser aux analytiques a coupes compactes, dont nous
ferons une étude un peu éparpillée dans 1'expos€é. Rappelons au passage que, si

E et F sont deux pavages stables pour les intersections finies, alors (Exg)s est
stable (pour les réunions et) pour les intersections finies, et que tout élément

de (@xg)s8 est alors la limite d'une suite décroissante d'éléments de (Exg)s.

THEOREME 12. Soit H une partie de ExF. Les assertions suivantes sont équivalentes.

a) H est analytique et H(y) est compact pour tout y
b) H appartient a (R(EYXA(F)) o

DEMONSTRATION. Il est clair que b) entraine a). Montrons que a) entraine b).
Soit (Un) une base dénombrable d'ouverts de la topologie de E et posons, pour tout n,
c, = {y : Hc(y) contient Un]
L'ensemble Cn est le complémentaire de 1'ensemble analytique n(Hf\(Uan)), et on a
c c c
H = (“_‘)(Unxcn) \ H = Q((Uan)U(Ean))
D'ol la conclusion.
Nous allons voir que le théoréme est encore vrai si on remplace "analytique" par
"borélien" et A(F) par E(F). I1 nous faut, pour cela, démontrer d'abord le théoreme

de Novikov :

THEOREME 13. Soit H une partie borélienne de ExF. Si H(y) est compact pour tout vy,

alors x(H) est borélien.

DEMONSTRATION. Reprenons la repré%entation de H® de 1a démonstration précédente :
c
H = \d(Unan), U €G(E), C_eCA(F)

Le borélien H® est alors la réunion d'une suite de coanalytiques. D'aprés le

corollaire du théoréme 11, il existe une suite (Bn) de boréliens de ExF telle

que Bn soit contenu dans Unan pour tout n et que B = L)Bn. Posons alors, pour

tout n, A = x(B ): A est analytique et U xA est compris entre B_ et U xC . On a
n n n nn n n n

donc aussi H = L}(UnxAn). Par passage au complementaire, on en déduit que H appar-

tient & (E(E)xgé(F))ss. I1 résulte alors du lemme ci-dessous que w(H) est coanalyti-

que, et donc borélien d'aprés le corollaire du théoreme 9.

Voici le lemme utilis€’, dont la démonstration est laissée au lecteur

LEMME. Soit (Hn) une suite decroissante de parties de ExF. Si, pour tout n,
la coupe Hn(y) est compacte pour tout y, alors on a n(r\un) = f\n(Hn).

On sait que Lebesgue, ayant omis 1'hypothése de compacite des coupes dans ce lemme,
avait cru pouvoir démontrer que la projection de tout borélien est borélienne.
C'est Souslin qui releva 1l'erreur de Lebesgue, et inaugura la théorie des ensembles

analytiques.
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THEOREME 14.1Soit H une partie de ExF. Les assertions suivantes sont équivalentes.

a) H est borélien et H(y) est compact pour tout y

b) H appartient a (lé(E)xl;(F))85

DEMONSTRATION. Il est clair que b) entraine a). D'autre part, la conclusion du
theoréme 13 est incluse dans b) d'aprés le lemme. Montrons que a) entraine b).

Reprenons la démonstration du théordme 12 : il suffit de montrer que, si H est

borelien, les ensembles Cn ={y : H® contient Un] sont boréliens, soit encore que
c

Cn = n(H(\(Uan)) est bor€lien pour tout n. Ce qui résulte imm&édiatement du th. 13

car Un est la réunion d'une suite de compacts et r¢ commute avec les réunions,

Oon a évidemment aussi &lucid€ la structure des coanalytiques & coupes ouvertes :

ce sont les &léments de (g(E)xgé(F))c , et celle des boréliens & coupes ouvertes :
ce sont les éléments de (Q(E)XE(F))G‘ En particulier, la projection d'un borélien

& coupes ouvertes est borélienne, résultat qui peut s'établir trés simplement, sans
utiliser la théorie des ensembles analytiques. Notons au passage qu'il est faux

que tout analytique & coupes ouvertes soit un &1€ment de (g(E)xé(F))U. Nous verrons
apparaitre, au paragraphe suivant, les complémentaires des é1éments de (g(E)xé(F))a
qui sont des coanalytiques a coupes compactes spébiaux, jouant un role important

dans les problémes de section boréelienne.

Nous allons donner maintenant quelques applications intéressantes de ce qui précéde
A
a 1'étude des fonctions de F dans K(E). Nous aurons besoin pour cela d'une bonne

topologie sur E(E). On appelle topologie exponentielle (ou de Vietoris) sur §(E)

la moins fine des topologies sur K(E) pour lesquelles un ensemble de la forme
(KeE(E) : K est inclus dans L} soit ferme (resp ouvert) si L est compact (resp
ouv;rt) dans E. Le compact vide est isolé dans cette topologie, et une base d'ouverts
sur E(E)- {@)} est constituée par les ensembles de la forme

(R : REUJIA(K : RAU; # 0} ... (K : KAU # 0}

ou UO’ U Un sont des ouverts de E; lorsque ces ouverts parcourent une base

1
de E stable pour les réunions finies, on obtient une base dénombrable de K(E) - {0).

Cette topologie est métrisable compacte. De plus, elle coincide avec d'autres topo-

logies usuelles induites par des distances. Ainsi, si d est une distance sur E

compatible avec sa topologie, on définit la distance de Hausdorff entre deux

compacts non vides K et L par ®(K,L) = sup ( sg d(x,L) , suE d(x,K) ), ou encore,

la distance ''sans nom'" B(K,L) = sugld(x L) - d(x,K)| . Les distances ainsi définies sont
en fait égales, et induisent la topologie exponentielle (ce qui n'est pas vrai

pour les topologies analogues définies sur l'ensemble des fermes d'un espace polonais;

pour une discussion de cette situation, voir Kuratowski [5] et Christemsen [3])

1 Jje me suis apergu, aprés rédaction, que ce théordme se trouve déja dans Kunugui [41/]
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Cela dit, il existe une bijection canonique entre les parties H de ExF i coupes com-
pactes et les applications y de F dans S(E), définie par 1'égalité y(y) = H(y).
Nous désignerons par Y (resp HY) 1'application de F danms E(E) (resp la partie de
ExF 3 coupes compactes) ainsi associée 3 H (resp y ).

Si 1'application y est borélienne, 1'ensemble x-l({ f}) est borélien. Comme il est
égal au complémentaire de T( (HY) dans F, 1'implication a) => b) du théordme suivamt
n'est nullement évidente,

THEOREME 16, Soit H une partie de ExF dont les coupes H(y) somt compactes pour tout y.
les assertions suivantes sont équivalentes

a) H est borélien

b) 1l'application Y = Yy &8t _borélienne

DEMONSTRATION. Montrons que b) entraine 2). Posons G = {(x,y,K) : xeK et K = y(y)]}.
On vérifie aisément que G est un borélien de ExFxK(E), car {(x,K) : xeK] est

fermé dans ExK(E) et {(y,K) : K = y(y)}, qui est le graphe de y, est bor&lien

dans Fxg(E). D'autre part, pour tout (x,y), la coupe G(x,y) a au plus un point :

il résulte alors du théoréme (S-L) que H, projection de G sur ExF, est borélien.
L'implication a) => b) est évidente si H appartient a (E(E)xg(}?))s Ty est alors
une application borélienne &tagée. D'autre part, on sait, d'aprés le théoréme 15,
que, dans le cas général, H est la limite d'une suite décroissante d'éléments de
(§(E)XE(F))S' Comme une suite decroissante de compacts converge vers son inter-
section au sens de la topologie exponentielle, on en déduit que y, limite de

. . - s
fonctions boréliennes étagées, est borélienne.

11 résulte de ce theoréme que si H est un borélien a coupes compactes et si on
compose 1'application vy avee une application borélienne f de I_{(E) dans lui-méme,

f

l'ensemble H oy (avec y = YH) est un borélien de ExF,
Voici quelques exemples intéressants de fonctions f

a) f est 1'application qui a K associe sa frontiére

b) f est l'application qui a K associe son derivé (i.e. 1'ensemble de ses points
d'accumulation)

c) f est l'application qui 3 K associe son voisinage fermé d'erdre £ pour une
distance d sur E compatible avec sa topologie.
De méme, si f est une fonction borélienne de K(E) dans un espace topologique,
1'application y —> f(H(y)) est borélienne : c’est le cas si f est par exemple

la restriction a K(E) d'une Ié-capac’ite'( f est alors s.c.s.).

. - .
Nous verrons encore un exemple, trés intéressant, au début du paragraphe suivant
. : 2. .
qui nous permettra d'affirmer que tout borélien & coupes compactes a une section

par un graphe borélien.

1 Voir aussi l'article récent d'Ostaszewski [26].
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Nous terminerons ce paragraphe en jetant un coup d'oeil sur ce qu'on peut dire

de la fonction y lorsque H est un analytique ou un eoanalytique & coupes compactes.
Soient donc H une partie de ExF & coupes compactes et Y= 3’H' On appelle sous—graphe
ferme (resp ouvert) de y 1l'ensemble {(y,K) : KCH(y)} (resp {(y,K) : KcH(y) et K

# H(y)} et sur-graphe fermé (resp ouvert) de y l'ensemble {(y,K) : KDH(y)} (resp

{(y,K) : KoH(y) et K # H(y)). Contrairement au cas ou y est a valeur dans R, il
n'y a pas ici de relation de complémentarite€ entre sous-graphes et sur-graphes.

Il est facile de voir que H est analytique si et seulement si le sous-graphe ferme
de y est analytique; alors les deux sous-graphes sont analytiques et les deux
sur-graphes sont coanalytiques. De méme, il est facile de voir que H est coanaly-
tique si et seulement si le sous-graphe fermé de y est coanalytique; mais on ne
peut dire alors que le sous-graphe ouvert est coanalytique et les deux sur-graphes
analytiques que si H est coanalytique "spécial”. Si H est borélien, on montre
facilement, & 1'aide du théoréme 16, que les sous-graphes et sur-graphes sont
boréliens. Il serait donc naturel de dire qu'une fonction y de F dans E(E) est
analytique (resp coanalytique) si 1'ensemble H correspondant est analytique

(resp coanalytique), soit encore si le sous-graphe fermé de y est analytique

(resp coanalytique), définition qui serait analogue 3 celle, classique, de fonction

analytique (resp coanalytique) a valeur dans R.

REMARQUE. Supposons que E soit égal a [0,1]. Les probabilistes sont alors trés
intéressés par les boréliens a coupes fermées pour la topologie droite (i.e.

la topologie dont une base d'ouverts est constituee par les traces sur [0,1] des
intervalles de la forme [u,v[). Aussi serait-il intéressant de savoir si la pro-
jection d'un borélien & coupes fermées pour la topologie droite est borélienne
(les coupes sont des pour la topologie habituelle, mais ne sont pas en géneral

des K ).
k)

g

IV. SECTIONS PAR GRAPHES BORELIENS

Nous gardons les hypothéses, notations et conventions du paragraphe préééaent.

Soit H une partie de ExF; nous dirons qu'une partie S de ExF est une section de H
si S est inclus dans H et si on a n(S) = x(H). Nous nous intéressons aux sections
qui sont des graphes (nous dirons sections par des graphes, etc) et, plus particu-
lierement des graphes boréliens. Il résulte immédiatement de 1'axiome de choix
que toute partie de ExF admet une section par un graphe, mais on n'a alors aucun
contrdle sur la'mesurabilité'de ce graphe. Un théoréme - trds difficile - de

Kond8 [43] assure que tout coanalytique de ExF (et, en particulier, tout borélien)
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admet une section par un graphe coanalytique. Mais ce résultat n'est pas satisfaisant
pour les probabilisteilcar, sous les axiomes usuels de la théorie des ensembles, on
ne peut montrer qu'un tel graphe est toujours le graphe d'une fonction universellement
mesurable 2 J'ai trouvé, dans le livre [44] d'Hoffmann-Jgrgensen, un joli théor2me de
section, avec une démonstration simple, qui semble peu conmu et qu'Hoffmann-Jg¢rgensen

a sans doute découvert tout aeul.3

Mais ce théoréme, que nous allons €noncer maintenant, se trouve dans 1'article

russe [4], ol il est attribu€ a Jankov (1941) : pour toute partie analytique H de

ExF, il existe une section par un graphe G telle que 1l'application correspondante

de 5(G) dans E soit mesurable lorsque E est muni de la tribu borélienne et 7(G)

de la tribu engendréé par ses parties analytiques. Si H est borélien, on peut

supposer de plus que le graphe G est coanalytique. Une telle application est uni-

versellement mesurable puisque tout analytique est universellement mesurable.

Revenons maintenant aux sections par des graphes boréliens : €tant donne” le th€oréme
(S-L), une condition n€cessaire pour qu'une partie H de ExF ait une section par

un graphe borélien est que g(H) soit borélien. Par conséquent, en général, on n'a
pas de telle section, méme si H est borélien. Nous allons d'abord montrer que tout
borélien & coupes compactes a une section par un graphe borélien. Ce sera un corol-

laire immédiat du théoréme 16 et du théoréme suivant

THEOREME 17. Il existe une application borélienne f de g(E)-—{[ﬂ dans E telle que

1'on ait f(K)eK pour tout compact non vide K de E.

DEMONSTRATION. Lorsque E = [0,1], il suffit de poser f(K) = inf K (ou sup K).
Dans le cas général, plongeons E dans le cube [0,1]jN et munissons [0,1] N ge
1'ordre lexicographique : toute partie fermée non vide a alors un plus petit
é1lément. Pour tout compact non vide K de E, prenons pour f(K) le plus petit
elément de K : nous laissons au lecteur le soin de vérifier que 1l'application f

ainsi définie est borélienne.

COROLLAIRE. Soit H une partie borélienne de ExF telle que H(y) soit compact pour

tout y. Alors H a une section par un graphe borélien (et, si E = [0,1], le“début?

des probabilistes définit une telle section).

1 Les probabilistes utilisent un théor2me de section des boréliens par un graphe
borélien "3 un ensemble de mesure nulle prds™ . Voir [5].

2 Un tel graphe peut ne pas étre mesurable si on admet l'axiome de constructibilité
de Godel, mais est toujours mesurable si on admet 1l'axiome de détermination projec—
tive, Voir 1l'exposé "Jeux infinis et temps d'arrét" .

3 Hoffmann-Jgrgensen m'a appris qu'il avait trouvé ce théoreme dans le livre russe
-traduit en anglais- "Normed Rings" de Naimark. D'autre part, en 1960, Sion [27]
en a donné une version, dans un cadre plus géréral, avec une autre démonstration.
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Nous alloms voir bientdt qu'un borélien de ExF a une section par un graphe borélien
dés qu'il a une section par un analytique & coupes compactes. Pour démontrer cela, nous

aurons besoin de la classe spéciale de coanalytiques annoncée plus haut.

DEFINITION 4. Soit H une partie coanalytique de ExF, Nous dirons que H est spéciale

8i la projection de HN(UxF) sur F est coanalytique pour tout ouvert U de E,

Comme tout ouvert est un §°, et que Y commute avec les réunions, il suffit évidemment
de vérifier que T (HN(KxF)) est coanalytique pour tout compact K de E (mais cette

condition n'est sans doute pas nécessaire).

THEOREME 18, Soit H une partie de ExF, Les assertions suivantes sont équivalentes
a) H est coanalytique spécial, et H(y) est compact pour tout y
b) H appartient 3 (E(E) xgg(F))Hs

En particulier, tout borélien de ExF 3 coupes compactes est coanalytique spécial.

DEMONSTRATION, L'implication b)=>a) résulte de la remarque suivant la définition et

du lemme suivant le th, 13, Montrons que a) entraine b). Soit (Un) une base dénombrable
d'ouverts de la topologie de E et posons, pour tout n, A = {y : B(y) contient Un}'
L'ensemble A est le complémentaire de ﬂ(Hn(Uan)), et donc est analytique, H étanmt
spécial. On a H® = \'_\)(UnxAn), d'ol b) par passage au complémentaire, Enfin, un borélien
3 coupes compactes est spécial d'aprds le théordme 14 (ou 13).

Voici le théordme de section par un graphe borélien. L'implication b) => d) est due

a Gegolkov [1] et Soban [4], qui a rectifié une erreur de Cegolkov et a inmtroduit,

en précisant une définition de Eegolkov, les coanalytiques spéciaux & coupes compactes
sous le nom de "coanalytiques normaux™ , ce que j'ai trouvé choquant puisque c'est

plutdt l'exception que la rdgle.

THEOREME 19. Soit H une partie borélienne (ou, plus généralement, coanalytique)

de ExF. Les assertions suivanies sont équivalentes

a) H a une section par une partie analytique A 3 coupes compactes

b) H a une section par une partie coanalytique C spéciale & coupes compactes
(Bi H est seulement coanalytique, il faut ajouter que w(H) est analytique)

c) H a une section par une partie boréliemne B 3 coupes compactes

d) H a une section par un graphe borélien

DEMONSTRATION, Il est clair que 1'on a d) => ¢) => a) et d) => ¢) => b); 1l'implication
¢) => d) résulte du corollaire du théordme 17. Nous allons montrer que a) => b) => c),
ce qui achdvera la démonstration du théordme. Supposons que a) soit vérifiée. D'aprds
le théor2me 12, l'ensemble A° a une représentation de la forme A° = %(Unx Cn) ’
Uneg(E), Cnegﬁ(F) . Comme A® contient H® , qui est analytique, il existe, d'aprds

le corollaire du théor2me 11, une suite (Dn) de parties ... (suite page suivante)



352

a.naly'tiques de ExF telle que D soit contenu dans U xc pour tout n et que UD
contienne H®, Posons, pour tout n, A -'ﬂ(D ) s A est a,naly't:.que et U xA est
compris entre Dn et Unan. Donc D = U(UnxAn) contient H® et est contenu da.nB A
Mais alors, C = 2% est un coanalytique spécial & coupes compactes et est une section
de H, et T(H), égal & W(A) est analytique. Supposons maintenant que b) soit véri-
fiée. Comme TC(H) est analytique et T (C) coanalytique, W (H) = T (C) est borélien,
D'aprds le théordme 18, C est l'intersection d'une suite (cn) d'éléments de
(l=(‘(E)x£'!:}(‘r"))B y que l'on peut supposer décroissante. D'autre part, quitte 3 remplacer
chaque C_ par Cn(\(Ex W(H)), on peut supposer que ﬂ(Cn) est contenu dans TC(H).
Nous allons d'abord construire, pour chaque n, une section de C par un borélien Bn
a coupes compactes, L'ensemble C a une représentation de la forme

Cﬁ(x"xc ), KneK(E), fon eCA(F)
et T0(H) = T\’(C ) est égal 3 1a réunion des C- i» 1= 1,00eym o D'aprds le corollaire
du théordme 11, 11 existe des boréliens B ) i= 1,...,m y tels que C contienne Bi
pour tout i et que ‘lt(H) soit égal 3 la réunion des B> 50 i= 1,...,mn s il suffit
alors de poser B = U(Kan )« Pour tout n, d681g'non.s maintenant par D la partie
de ExF dont la coupe Dn(y) est égale, pour tout y, & 1l'adhérence de UB (y)
Supposons démontré que 1'ensemble D ainsi défini soit borélien : comme la suite (C )
est décroissante, chaque Dn est une section de Cn par un borélien & coupes compactes
et la suite (Dn) est évidemment décroissante. Il ne reste plus qu'i poser B =D
pour obtenir une section de H par un borélien & coupes compactes, La démonstration

du théordme sera donc achevée par la démonstration du lemme suivant

Lemme. Soit B un élément de (K(E)xB(F)), et soit D la partie de ExF dont la coupe
D(y) est égale, pour chaque y, 3 1l'adhérence de la coupe B(y) de B. Alors D est

borélien dans ExF,

Démonstration. Soit d une distance sur E compatible avec sa topologie, et, pour
tout €> 0, soit (Ufl) une base dénombrable de la topologie de E constituée par des
boules ouvertes de rayon < €. Posons, pour tout >0,

© = U(Cx[(0F)N B))
Comme B est réunion dénombrable d'éléments de K(E)xB(F), et que 7t commute avec les
reunlons, il est facile de voir que rt[(stF)r\B] est borélien, pour tout n,e, Donc
B® est borélien, ainsi que D qui est égal & 1l'intersection des B
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V. LE DEUXIEME THEOREME DE SEPARATION

Dans tout ce paragraphe, on désigne par E un espace métrisable séparable, Nous allons

d'abord énoncer plusieurs versions de ce théordme et les comparer,

Le premier, historiquement, est le deuxi®me principe de Lusin s si A1 et A2 sont des

parties analytiques de E, on peut séparer A=A, et A,=A, par deux parties coanaly-

tiques disjointes. En fait, quitte & regarder les choses dans E' = E-(Alf\Az), cet
énoncé est équivalent au suivant : si Ai et Aé sont_des parties analytiques disjoin-
tes de E', on peut les séparer par des parties coanalytiques disjointes de E'. Il

résultera du théordme de Novikov (th. 20) qu'on peut remplacer "coanalytiques™ par
"bianalvtiques™ dans cet énoncé, ce qui l'améliore notablement et lui donne une

forme vraiment analogue & celle du premier théor2me de séparation, Mais Mokobodzki

m'a indiqué une méthode trds astucieuse pour dériver simplement 1'énoncé amélioré
de 1'énoncé initial. Voici cette méthode, qui peut s'appliquer 3 d'autres situations.
Soient A et A' deux analytiques disjoints dans E. D'aprds le deuxidme primocipe, il
existe deux coanalytiques disjoints 02 et C' tels que AC 02 et A'c(C', Posons
Cl = A et Al = C'c. On peut alors reformuler ce qui précdde sous la forme d'un
legi.(E), il existe 4, et C,
tels qu'on ait ACCZCAlc'cl avec Aleﬁ(E), Czegﬁ.(E). On peut alors recommencer i
interpoler entre A et 02 et construire, par récurrence, une suite (An) d'éléments de
Q(E) et une suite (Cn) d'éléments de gé(E) telles que

AC...CCm_ CAnCCnC....CA ce

1 1571
Mais alors B = QAn = an est bianalytique et on a ACBCC

lemme d'interpolation ¢ si on a Accl, avec Ae A(E), C

1 et donc A et A' sont

séparés par les ensembles bianalytiques disjoints B et B°.

L'énoncé amélioré du deuxidme principe est encore équivalent au suivant (poser

A= 1!.1LJA2 ol Al et A2 sont disjoints et bianalytiques dans A) : soit A une partie

analytique de E, La tribu EQ(A) est alors la tribu trace de g_f,(n) sur A, Il est aussi

équivalent, comme nous le verrons un peu plus loin, au théordme de réduction de

. hd .
Kuratowski pour deux ensembles coanalytiques.,

Voici le théordme de séparation de Novikov [18] (cf théordme 11) :

THEOREME 20. Soit (En) une suite (finie ou infinie) de parties analytiques d'un es-

pace métrisable séparable F. Si on a ()E = p, alors il existe une suite (Bn) de par-

ties bianalytiques de F telle que Bn contienne En pour tout n et qu'on ait QBn = }5.

Nous allons voir que cet énoncé est équivalent au suivant, que nous établirons plus

loin en suivant la démonstration de C.A. Rogers [22]

THUOREME 21, Soit (An) une suite de parties analytiques d'un espace métrisable sépa-—

rable E, I1 existe alors une suite (Ar'x) de parties analytiques de E vérifiant les

conditions suivantes
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a) A} contient A pour tout n

b) on a Ax;luAr'x = E pour tout couple m,n tel que m £ n
'
c) on a QAn ..QAn

Par passage au complémentaire, on obtient un énoncé plus clair, appelé théordme de

réduction de Kuratowski [15], dont celui-ci a sans doute éxagéré l'originalité par

rapport & 1'énoncé de Novikov. Il reste cependant que c'est le "bon" énoncé général,

THEOREME 22, Soit (Cn) une suites de parties coanalytiques d'un espace métrisable

séparable E, 11 existe alors une suite (C;l) de parties coanalytiques de E vérifiant

les conditions suivantes

a) C;l est contenu dans C, pour tout n

b) les C;l sont deux 3 deux disjoints

c) on a L”JC;I = \:{Cn

DEMONSTRATION IE L'EQUIVALENCE DES ENONCES 20, 21 ET 21 AFFAIBLI :
Nous désignerons par (21 bis) 1'énoncé 21 modifié, apparemment plus faible, ol E

est supposé métrisable compact.

(20) => (21) : Soit (An) une suite de parties analytiques de 1'espace métrisable
séparable E, d'intersection A. Les ensembles En = An-A forment une suite de
partiec analytiques de 1l'espace métrisable séparable F = E-A, d'intersection vide.
Soit (Bn) une suite de parties bianalytiques de F, d'intersection vide, telle que
B, contienne B pour tout n. Les ensembles A] = AUB), A} = AUB,U(F-B ),...,

A = AUB U(F f\B ),... forment alors une suite de parties a,nalythues de E

verlflant les condltlons de 1'énoncé 21,

(21 bis) => (20) : Soit (En) une suite de parties analytiques d'un espace métrisable
séparable F, d'intersection vide. Plongeons F dans un espace métrisable compact E
et, pour tout n, soit A une partie analytique de E telle que 1l'on ait E = A f\F.
Soit alors (A ) une sulte de parties analytiques de E vérifiant les condltlons

de 1'énoncé 21 et posons Bn = An/\F pour tout n : Bn contient En et on a QBn = p.
D'autre part, Bn est analytique dans F et il ne reste plus qu'd montrer que F—Bn
est analytique dans F. £t cela résulte simplement du fait que les ensembles F-Bn,

coanalytiques dans F, sont deux i deux disjoints et de réunion égale & F.

Nous passons maintenant & la démonstration de 1'énoncé 21, démonstration que

nous découperons par des rubriques pour en faciliter la lecture,

1. Schémas de Souslin

Nous désignerons par S l'ensemble des suites finies d'entiers naturels (y compris
la suite vide §) et par T 1l'ensemble des suites infinies. La notation s<t, ou s est
élément de S et t est élément de S ou de L, signifie que t "commence™ par s et en
est distinct (exemple : s = 3,1,4 t = 3,1,4,1,6). Pour tout s élément de S ou de I,
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on désigne par 1(s) la "longueur™ de la suite s et, pour tout n<1(s), par s|n la

suite finie de longueur n commengant s,

Soit E un espace métrisable séparable, ou, plus généralement, (E,E) un espace pavé

(rappelons que nous avons pris E = B(E) dans le cas topologique). Un schéma de Souslin
= =

régulier sur (E, Ed) (now dirons, plus bridvement, un schéma de Souslin) est
une application s -> E de S dans EdU{E} vérifiant les conditions suivantes
a) E4=E, E eEy pour tout s#£P
b) on a EDE, si on as<t
On appelle noyau du schéma de Souslin s —>E 1'ensemble

A=J Mg f'\EI

el s<o s
On sait qu'un ensemble A est @_—a.nalytique si et seulement s'il est le noyau d'un
schéma de Souslin, Nous n'aurons besoin pour la suite que de la condition nécessaire,

qui est treés facile 3 démontrer :

LEMME, Soit (E,@) un espace pavé, ol E est stable pour les intersections finies.

Tout ensemble E-analytique est le noyau d'un schéma de Souslin sur (E,E).

DEMONSTRATION, Soit A un ensemble E-analytique., Par définition, il existe un espace
métrisable compact auxiliaire K et un élément B de (gxg)‘ré tels que A soit égal &
la projection TT(B) de B sur E. L'ensemble B a une représentation de la forme

= rr-n\ kn/ B" , oh les B appartiennent 3 ExK En tenant compte de la distributivité

entre réunion et 1ntersectlon, on a alors B = o (B f\B /\...f\B f\...) ol 01,55,...,
0‘1'(, «se désignent les termes successifs de la suite 1nf1n1e0‘ Posons, pour toute
1(s)

suite finie non vide s, Bs = B;f\Bzf\...f\B ¢ pour tout G'e L, les ensembles

B nelN, forment une suite decrmssante( ) et ont leurs coupes compactes
<r|n ! '
dans ¥, On a donc, en désignant par Y la projection de ExK sur E,
- LJM LM
A =(B) = cor s<e TV (Bg) = Gen T((Bc'l )
et A est alors le noyau du schéma de Souslin s—>T['(BS).

2, L'indice de Lusin-Sierpinski

Désormais, E est un espace métrisable séparable, A une partie analytique de E et

s —> A un schéma de Souslin sur E, de noyau égal & A.

Nous allons maintenant paraphraser l'article de Rogers, en le condensant, ce qui
nous obligera & omettre une foule de remarques intéressantes sur l'indice pour les-

s

quelles nous engageons vivement le lecteur i se reporter & l'article original.

Suivant le mot de Rogers, l'indice i(.) sera une application de E dans l'ensemble

des ordinaux qui mesurera la difficulté qu'on a & prouver que x n'appartient pas 3 A.
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L'indice i(x) sera un élément de 1l'ensemble I des ordinaux dénombrables si x n'appar-
tient pas 3 A, et sera égal 4 Q (i.e. le plus petit ordinal non dénombrable) si x
appartient 3 A, Par ailleurs, 1l'indice dépendra non seulement de A, mais de la

"représentation combinatoire™ définissant 4, ici le schéma de Souslin (As)' En

particulier, la théorie de 1l'indice n'est nullement triviale si A est 1l'ensemble

vide; au contraire, on peut dire que c'est le cas '"crucial" .

Voici d'abord 1l'interprétation graphique de la définition de l'indice, d'aprés

R.0. Davies, Considérons le graphe suivant : les somme:s sont les points de S;

deux sommets s et t, dans cet ordre, sont joints par un arc si et seulement si

l'on a s<t et 1(t) = 1(s)+ 1. On obtient un arbre, que nous noterons encore S,

Cela dit, fixons xeE et regardons le sous—arbre A(x) de S, défini par 1'ensemble
de ses sommets : on a se A(x) si et seulement si on a xe A (en particulier, la
suite P est toujours un sommet de A(x), et ce peut &tre le seul)., Les faits suivants
sont clairs :

a) si x appartient & A, il existe un chemin de longueur infini dans A(x) issu de f
b) si x n'appartient pas 4 A, tout chemin dans A(x) issu de f est de longueur finie
N'empéche que, dans le cas b), on peut avoir énormément de ramifications et l'indice

va mesurer, en quelque sorte, la complexité de ces ramifications,

Nous dirons qu'un sommet d'un arbre est pendant s'il n'est extrémité initiale d'aucun
arc . Ainsi, s est pendant dans A(x) si et seulement si on a xe A, mais xg A

pour tout t>s,

Définissons, pour x fixé, une suite transfinie (Ai(x))ieI de sous—arbres de S
(analogue % la suite transfinie des dérivés successifs d'un fermé), par leurs
sommets, de la manidre suivante :

2%x) = A(x)
si Ai(x) est défini,

Ai+1(x) = Ai(x) moins les sommets pendants de Ai(x)
si j est un ordinal de 22me esptce, et si Ai(x) est défini pour tout i<j,

(=) = ) 44(x) .
Comme S est dénombrable et que la suite transfinie (A(x)) est décroissante, celle-ci

S

est stationnaire & partir d'un certain ordinal dénombrable j(x) (que Rogers appelle

1'indice de Hausdorff). Il est clair, intuitivement, que AJ(X)(x) est vide si et
seulement si x n'appartient pas & A. L'indice de Lusin-Sierpinski est alors égal
3 j(x) si AJ(x)(x) est vide et 2 Q si AJ(X)(x) n'est pas vide : autrement dit, on a

i(x) = inf {iel : Ai(x) = f}, avec la convention que inf f = Q dans I,

Nous allons voir les choses maintenant plus analytiquement, en regardant les chemins,
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Nous allons donner une autre définition de la suite transfinie (Ai(x)) (équivalente
% la premidre, c'est facile & voir); c'est celle que nous utiliserons par la suite.
Nous poserons
A?(x) = A(x) = {sesS : xeAs}
si A*(x) est défini,
Ai+1(x) = {ses: ateAi(x) tel que s <t}
si j est un ordinal de 22me espdce et si Ai(x) est défini pour tout i< j,
B(x) = L A4 (x)
I1 est clair que la suite transfinie ainsi déterminée est décroissante. Nous poserons
i(x) = inf {ieI : aA*(x) = g1
avec la convention que inf f = Q dans I et nous dirons que i(x) est l'indice de

Lusin-Sierpinski du point x.

PROPOSITION 1. On a i(x) = Q si et seulement si on a x¢€ A.

DEMONSTRATION, La condition suffisante est & peu pr2s triviale. Réciproquement,
supposons que A (x) soit non vide pour tout ielI, soit encore que A (x) f\ A (x)
soit non vide (pulsque chacun des A contient alors au moins la suite p) Sort alors
s un élément de A (x) : je dis qu'il existe te A (x) tel que s<t. En effet, sinon,
il existerait, pour tout t>s, un ordinal dénombrable j(t) tel gue t n'appartienne
as & Aj(t)(x), et, comme l'ensemble des t>s est dénombrable, il existerait un
ordinal dénombrable j tel que 1'on ait t yﬁAj(x) pour tout t>s, et donc tel que s
Aj+1

n'appartienne pas 3 (x). I1 est alors clair que 1l'on a xe A si on a i(x) = Q.

PROPOSITION 2. Si on a i(x) <, alors i(x) est un ordinal de premidre espice.

DuMONSTRATION, En effet, la suite @ appartient alors & tous les AY(x), pour j<i(x).

La proposition suivante montre en particulier que i(x), pour x;‘, A, peut prendre
des valeurs & peu prds arbitraires parmi les ordinaux de ldre esptce. Cette propo-—
sition, donb 1'idée, dans un cadre différent, remonte i Novikov, sera essentielle
dans la démonstration du deuxidme théor2me de séparation : plus précisément, c'est
elle qui permet d'améliorer le "éeuxiéme principe®™ de Lusin dans la direction

indiquée plus haut.

PROPOSITION 3. Pour tout entier k>1, il existe un schéma de Souslin s -> Aé, de
noyau égal 3 A, tel que 1'indice i'(.) associé soit relié 3 1'ancien indice i(.)

associé 3 s —> Ay par la formule, vraie pour tout x,
iY(x) = inf (@ ,inf{ jeI : j>i(x) et j est de 2e espdce} + k )
soit encore, si w est le premier ordinal de 2&me espdce,

i'(x) =inf (@, i(x) + 0+ k)

1 "a" désigne l'ensemble vide et non le mot vide !
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DENMONSTRATION, Quelques notations : n est un entier variable; on désigne par (X)
(resp (N)) la suite finie 1,1,1,...,1, de longueur k=1 (resp n-1); pour s et s'eS$,
on note s,s' la suite finie dont les 1(s) premiers termes sont ceux de s et les
1(s') suivants ceux de s'; si on a posé Al = P pour une suite s, il est implicitement
entendu que l'on a alors Aé,s' = ;6 pour tout s8', Voici alors comment on définit
le schéma (Aé) :

Ay =By A} =E, A

Al = f pour seS de longueur <k, contenant un terme # 1

=B, se0 A(K) = B

A(K),l = E, A(K),s = As pour tout seS

A =E, A =E, A =B, eee s A )
l)yn = B M)ymy1 = 0 Mi)yng2,0 = % * Hx),n,(x) = E
A(K)'n’s = P pour seS de longueur<n, contenant un terme £ 1
A(K)yn,(N),s = As pour tout seS

Pour x fixé, désignons schématiquement par o<) 1'arbre A(x); on peut alor: représenter

A'(x) par le dessin suivant, ol k = (K) et n = (N), )
ceeessecsecsessrsssessscsce s O€
Kn k,n,1 k,n,1,1 k,n,n

’ Q=== Oseees0€

...0€)

On en déduit aisément que le noyau de (A;) est égal & A, et que l'indice i' vérifie

la formule de 1'énoncé,

REMARQUE, La théorie de 1'indice présentée ici permet de démontrer le deuxidme
théordme de séparation 3 1l'aide des schémas de Souslin, alors que les démonstrations
connues jusqu'd l'article de Rogers, utilisaient les cribles de Lusin, Le lecteur
qui connait bien la théorie des ensembles analytiques, se convaincra sans doute
rapidement que l'on peut aussi faire, 3 1l'aide de cet indice, la théorie des cons-—
tituants faite jusqu'ici, aussi, 3 1'aide des cribles de Lusin. Nous n'avons pas

eu le courage de le faire iei, On pourra cependant se reporter 3 un exposé de Meyer
et moi, dans ce volume, ol l'on a traduit la démonstration de Rogers dans un langage
"canonique"™, qui permet de retrouver ce que nous avons exposé ici et de faire aussi,
d'une manidre trds agréable, la théorie des constituants. Voir aussi la remarque

suivant la démonstration du théordme 24,
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3, Comparaison des indices

On se donne maintenant un deuxi®me ensemble analytique B, noyau d'un schéma de
Souslin (Bs) auquel on associe, pour tout xeE, l'arbre B(x), la suite transfinie
(B%(x)), etc On notera désormais i, 1'indice de Lusin-Sierpinski associé (As),

et iy celui associé & (Bs).

Nous allons démontrer le théoréme fondamental suivant
THEOREME 23, L'ensemble {xeE s iA(x)EiB(x)} est analytique.

Voyons tout de suite 1'intérét de ce théordme : les ensembles coanalytiques

A' = {x iB(x)<iA(x)} et B' = {x : iA(x)<iB(x)} sont disjoints; A' contient A-B
et B' contient B=A. On a ainsi démontré le deuxidme principe de Lusin.

Pour démontrer ce théordme, nous allons d'abord établir un critdre pour savoir si

on a iA(x) <iB(x) en xeE, Nous aurons besoin pour cela d'une notion nouvelle
=

DEFINITION 5. Une application f de S dans S est un pliage si_elle satisfait aux

conditions suivantes

a) f conserve la longueur : on a 1(f(s)) = 1(s) pour tout seS

b) f est compatible avec la structure d'ordre : on a f(s)<f(t) pour tout

couple (s,t) tel que s<+t.

La notion de pliage est une bonne notion d'homomorphisme de 1l'arbre S. La condition
b) s'écrit encore : pour tout s,t, on a 1'implication (s|n = t|n) => (f(s)|n =
£(t)|n) pour tout n<inf (1(s),1(t)).

REMARQUE. Le mot pliage est l'une de mes contributions personnelles & la théorie

de 1l'indice, l'arbre S m'évoquant irrésistiblement les baleines d'un parapluie.

THEOREME 24. Soit X un élément de E. On a iA(x)fiB(x) si et seulement s'il existe

un pliage f tel que f(s) appartienne i B(x) pour tout se A(x).

DEMONSTRATION, La condition suffisante est & peu prés triviale. Nous allons établir
la condition nécessaire. Nous affinerons d'abord un peu la définition de 1l'indice.
Pour tout s €S, nous poserons

iA(s;x) =inf {iel : s¢Ai(x)}
(avec toujours la convention que inf § = Q). On a évidemment iA(x) = iA([S;x) et
se A(x) si et seulement si iA(s;x) > 1. Il est clair, d'autre part, que iA(s;x) est,
pour tout s, un ordinal dénombrable de ldre espdce s'il n'est pas égal 3 Q (cf 1la
proposition 2). On définit de méme iB(s;x) pour tout seS, Si l'on a iB(x) =Q, il
existe, d'aprds la proposition 1, une suite infinie o telle que O’In appartienne 3

B(x) pour tout n : il suffit alors de poser f(s) = o |1(s). Supposons maintenant
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que 1l'on ait iA(x) < iB(x) < Q. Nous allons construire, par récurrence sur la lon-
gueur des suites, un pliage f tel que 1l'on ait iA(s;x):iB(f(s);x) pour tout seS,

ce qui achévera la démonstration de la nécessité, On doit évidemment poser f(P) = .
Supposons construit f(s) pour les suites s de longueur < n, de sorte que l'on ait
iA(s;x)giB(t‘(s);x). Soient s' une suite de longueur n+l et 8 = s'|n. Tout revient
3 montrer qu'il existe %/, de longueur n+l, telle que l'on ait tn = f(s) et
iA(s';x):iB(t';x). or, i = iA(s';x) étant un ordinal dénombrable de l2re espice,

la suite s' appartient 3 Al"l(x), et donc s appartient % Al(x). Comme on a
iA(s;x):iB(f(s);x), f(s) appartient & B'(x) et donc il existe t'>f(s) appartenant
3 Bl—l(x) : a fortiori, il existe un tel t’de longueur n+l.

REMARQUE, En prenant les notations familidres aux probabilistes, désignons par Q
1l'ensemble ]Nm(qu'on ne confondra pas avec un ordinal !), par Xn les applications
coordonnées, par (l_i"n) la famille croissante de tribus associée, I1 y a alors une bijece
tion canonique d'une part entre les sous-arbres de S et les temps d'arrét de (En) et
d'autre part entre les pliages et les applications f de Q dans Q telles que Tof soit
un t.d'a, (= temps d'arrét) pour tous t.d'a. T. Le théordme 24 peut alors s'inter-
préter ainsi t étant donnés deux t.d'a, S et T, il existe toujours un pliage f tel que
1'on ait Sof : T ou Tof : 8. C'est ce point de vue qui est développé dans 1'exposé

de Meyer et moi évoqué plus haut.

DEMONSTRATION DU THEOREME 23, Munissons S de la topologie discrdte : il est facile
de voir que l'ensemble F des pliages est un fermé de l'espace polonais SS. D'aprds
le théordme 24, on a l'équivalence logique
1A(x)§1B(x) <=> J4feF ¥seS (xe A, => xe Bf(s))

ce qui signifie que 1l'ensemble {xeE : iA(x)SiB(x)} est la projection sur E de

H = {(x,f)eExSS : feF et ¥seS x¢AS ou xer(s)}
Comme H est l'intersection, dénombrable, de l'ensemble {(x,f) : feF} et des ensembles

3

H = {(x,f)eBx8" 3 x,éAs ou xer(s)}

il suffit de montrer que chacun des Hs est borélien. Ce qui résulte du fait que

1'indicatrice d'un Hs est séparément borélienne en x et continue en f,

La démonstration que mous venons de donner est un peu plus simple que celle de Rogers,

qui construit un schéma de Souslin, de noyau égal & {x s iA(x)fiB(x)} .

Nous terminons ce paragraphe par la démonstration du théorgme 21, que nous allons
reformuler pour simplifier la lecture, et celle d'une ‘dernidre version du deuxidme
théordme de séparation, qui, quoique plus faible que celle du théordme 21, nous

sera trés utile par la suite.
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4. Le deuxi®me théordme de séparation

THEOREME,. Soit (An) une suite de parties analytiques.-de E, Il existe une suite

(Arll) de parties analytiques de E vérifiant les conditions suivantes

a) Al contient A pour tout n

b) on a Ar:xUAr'x = E pour tout couple m,n tel que m;én
M =
c) on a QAn QAn

DEMONSTRATION. D'aprds la proposition 3, il existe, pour chaque n, un schéma de
Souslin, de noyau An’ tel que l'indice in associé prenne comme valeurs Q sur An
et un ordinal de ldre espdce sur A;, variable, mais toujours égal au n-i2me suc-
cesseur d'un ordinal de 2%me espice. On a alors, pour tout couple m,n tel que m#n,
{x: im(x): in(x) <Q} = {x: im(x) <in(x) <0}
Cela dit, posons, pour tout entier n,
A = {xeE : dm#n im(x)iin(x)}
Les ensembles Al"l sont analytiques d'aprés le théoréme 23, et Ar'1 contient An pour
tout n. Vérifions la condition b) ¢ si x n'appartient pas & Ar'l, alors on a
in(x) < im(x) pour tout m#n et donc x appartient & A‘;l pour tout m#n. Vérifions
enfin la condition c¢) : si x n'appartient pas & QAn, 1'ensemble
{iel : Im i=im(x)} = {iel : 9m i=im(x) et im(x)<Q}
n'est pas vide et admet donc un plus petit élément iéx). Mais alors, x n'appartient
pas & Ar'lo et donc & QAr'l. °
Le théordme suivant, dont on comparera 1l'énoncé & celui du théordme 21, ne me
semble pas classique. Il permet cependant, comme nous verrons par la suite, de
simplifier notablement les Gémonstrations des théordmes '"sur les coupes™

faisant intervenir le deuxi®me théordme de séparation.

THEOREME 25, Soit (An)n<k une suite finie de parties analytiques de E. Il existe une

suite finie (AY'1 de parties analytiques de E vérifiant les conditions suivantes

>
a) A} contient™A pour tout n<k

b) on a A' = E
—=ngk “n

c) on a A'NA! = A NA pour tout couple m,n(__<_k)te] que m # n.

TisMONSTRATION. La notation in gardant la signification qu'elle avait dans la démons—
tration précédente, posons cette fois, pour tout n<k,

Al = {xeE : ¥m#n im(x):in(x)}
Les ensembles Ar'1 sont analytiques d'aprés le théordme 23, et A'n contient An pour
tout n, Vérifions la condition b) : si x n'appartient pas & UAn, 1'ensemble
{iel : dm i=im(x)} est fini, non vide et admet donc un plus grand élément i,

. . N £ i s . . [~
Mais alors, x appartient & A;} . Vérifions la condition c) : si x n'appartient "pas
[¢)
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a ANA , avec mfn, on a im(x) <Q ou in(x)<Q et donc im(x) # in(x). Par consé-

quent, x n'appartient pas 3 Al:lnAI'l.

REMARQUES. a) Pour une suite réduite 4 deux éléments, les énoncés 21 et 25 sont
identiques., Par ailleurs, il est assez facile de voir que 1l'énoncé 21 entraine
1'énoncé 25,

b) Je ne pense pas que 1'énoncé 25 soit valide, en toute généralité, pour les
suites infinies, Il 1l'est pour une suite infinie (An) décroissante (prendre Al = E
et Ax'x = An pour n>1), mais 1'énoncé est alors trivial, ce qui n'est pas le cas

de 1'énoncé 21 !
VI. QUELQUES APPLICATIONS DU DEUXIEME THZOREME DE SEPARATION
Nous reprenons désormais, sauf mention du contraire, les notations et conventions des

paragraphes III et IV. En particulisr, E et F sont des espacés métrisables compacts,

Soit A une partie de E xF, Nous dirons qu'une partie B de ExF est une extension
de A si B contient A et si on a A(y) = B(y) pour tout yeM(A). L'extension B de A
sera dite compldte si on a T (B) = F.

Voici 1l'application du théor2me 25 qui va nous simplifier beaucoup la vie

THEZOREME 26, Toute partie analytique A de ExF, telle que A(y) soit cempact pour

tout y, a une extension compldte analytique B telle que B(y) soit compact pour tout y.

DEMONSTRATION., Nous aurons besoin, ici et plus loin, du petit lemme classique suivant

Lemme : Soit H une partie analytique de ExF. La partie L de ExF définie par
L(y) = H(y) pour tout y, est encore analytique.

Démonstration. Nous recopions la démonstration d'un lemme antérieur. Soit d une
distance sur E compatible avec sa topologie, et, pour tout €> 0, soit (U:) une

base dénombrable de la topologie de E constituée par des boules ouvertes de rayon<e.
Posons, pour tout £>0, H® = U(Ure1 xr(‘[(UixF)ﬂH]). I1 est clair que HS est analy-
tique, et L =QH1/n est aussi analytique.

Passons & la démonstration du théor2me. D'aprds le théordme 12 (dont la démonstra-
tion, trds simple, ne fait intervenir en aucune manidre un théor2me de séparation),
1'ensemble A appartient 3 (E(E) xé(F‘))s8 . I1 est donc l'intersection d'une suite
(A™) d'éléments de (E(E) XQ(F))S’ que 1l'on peut supposer décroissante. Supposons
construit, pour chaque n, une extension compldte B" de A" en un analytique & coupes
compactes, Posons alors, pour tout n, ¢ = %51)1 " s les c® sont analytiques et

forment une suite décroissante. Comme (An) est décroissante et que les B” sont des
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extensions des A", C"N(E xT(A")) est égal & A" pour tout n : ainsi, C" est une
extension, compléte et analytique, de An, et aussi D" défini par Dn(y) = m pour
tout y. Comme chaque D® est analytique & coupes compactes et que les Dn forment une
suite décroissante, il ne reste plus qu'a poser B = f\Dn. Nous sommes donc ramené

3 démontrer le théordme lorsque A appartient 3 (K(n.) x A(F)) { A a alors une
représentation de la forme A = u (K x A ), K eK(E), A eA(F) Considérons alors
une suite ‘A‘l""’Ak d'éléments de 1=&(F) associée ?i la sulte Al"”'An par le théo~
rdme 25. L'ensemble B = }!1 (Knx Ax'n) est alors une extension compldte de A appar—
tenant & (K(E) x A(F)),.

REMARQUE, D'apres le théordme 13, il est clair qu'un borélien & coupes compactes

a une extension compldte en un borélien 3 coupes compactes, Par contre, il n'est
pas vrai, en général, qu'un analytique & coupes compactes a une extension compldte
en un borélien i coupes compactes, méme s'il est de la forme ({xl} xA.l)U({x2} er),
Xyy%, €E et Al’A2e£(F)' Cependant, tout graphe analytique a une extension complite
en un graphe borélien. in effet, si G est un graphe analytique, l'application g

de 7 (G) dans E définie par G est borélienne d'aprds le premier théor2me de sépa-
tion, et admet donc une extensien boréliemnne h de F dans E (cf le lemme de la démons—
tration du théordme 8) : le graphe de h est alors une extension compldte borélienne
de G. J'étais tout fier d'avoir trouvé cela il y a deux ans (cf [#]), mais ce résul-
tat est consigné dans l'article russe [4], sous le nom de Glivenko, avec, cependant,

une démonstration plus compliquée,

Le théordme suivant est dfi & Kumugui [4]. Il est plus fort que le théortme 13 de
Novikov, moins fort que le théordme 31 d'Arsenin (la date de publication est aussi

intermédiaire !). Mais je pense que Kunugui a travaillé indépendamment des deux autres,

THEOREME 27. Soit B une partie borélienne de ExF. L'ensemble
¢ ={y : B(y) est compact, non vide}

est coanalytique dans F.

DEMONSTRATION. Soit H la partie de ExF définie par H(y) = B(y) pour tout y 3

H est analytique 3 coupes compactes. D'aprés le théoréme 26, H a une extension
analytique compldte L, & coupes compactes, et C est égal au complémentaire de
1'ensemble TC(L=-B).

COROLLAIRE, Soit B une partie borélienne de ExF. Si B(y) est compact pour tout y,
alors TC((B) est borélien dans F.

REMARQUE. Il est clair, suivant la démonstration du théorime 27, qu'une partie
borélienne B de ExF dont la projection ¥t (B), analytique, n'est pas borélienne,
ne peut avoir une extension compldte boréliemne, ou, méme, analytique. Elle en a

par oontre trivialement une si 1<(B) est borélien,
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Le théordme suivant, dfi & Lusin, est, historiquement, le premier du genre : c'est

pour démontrer ce théordme que, je crois, Lusin a "inventé™ le deuxid®me principe.

THEOREME 28, Soit B une partie borélienne de ExF. L'ensemble
¢ ={y : B(y) a un point et un seul}

est coanalytique dans F,

DEMONSTRATION, D'aprds le théordme 27, il suffit de montrer que l'ensemble
D ={y : B(y) a au plus un point}
est coanalytique., Et cela résulte de 1'égalité suivante
p° = A\ [N(BN(U,F))N (B AU <F))]
m,n)elk m n

ol (Un) est une bas'se dénombrable d'ouverts de la topologie de E et L est 1l'ensemble
des couples (m,n) tels que UNU = p.

COROLLAIRE, Soit B un graphe borélien. Alors T((B) est borélien dans F,

Arrivé ici, je voudrais faire une remarque importante, mais que j'omettrai plus

loin, dans des situations analogues : les énoncés 26, 27, 28 et leurs corollaires

sont encore vrais lorsque F est seulement métrisable séparable, & condition de

remplacer "borélien dans F™ par "bianalytique dans F " (on peut aussi remplacer

"phorélien de ExF " par M"bianalytique de ExF " et obtenir ainsi des énoncés
plus généraux). Cela résulte facilement du théor2me 3 et du fait que le deuxidme
théordme de séparation, contrairement au premier, ne nécessite pas d'hypothdse de
compacité, Mais, de méme que le théordme 21, apparemment affaibli avec 1thypothése
"E métrisable compact ", entraine facilement les théor&mes 20 et 21 avec 1'hypo-

thdse "E métrisable séparable ", de méme on peut récupérer ici facilement les

énoncés élargis avec ceux que nous avons donnés Mais les corollaires élargis

résultent alors du deuxi®me théoréme de séparation.

Traitons, & titre d'exemple, le dernier corollaire cité, qui, sous sa forme étroite,

avait été appelé "théordme (S-L) " :

THEOREME, Soient E un espace métrisable compact et F un espace métrisable séparable.

Si G est un graphe bianalytique de ExF, alors T((G) est bianalytique dans F et la

restriction deT{ 4 G est un isomorphisme bianalytique de G sur w(G),

DEMONSTRATION, Plongeons F dans un espace métrisable compact F', Considérons d'abord
le cas particulier ol G est borélien : il existe alors un borélien B de ExF! tel que
G = BA(EXF). L'ensemble 1((G) est alors la trace sur F de l'ensemble

{y'eF*: B(y') a un point et un seul}
Il est donc coanalytique dans F d'aprds le théordme 28, et finalement bianalytique
d'aprds le théordme 3. Pour le cas général, ol G est bianalytique dans ExF, il nous

faudra remonter jusqu'au théordme 26. I1 existe alors une partie analytique A de ExF!
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et une partie coanalytique C de ExF' telles que G = AN(ExF) = CN(ExF). Soient H

la partie analytique de ExF' définie par H(y') = m pour tout y'eF'et L une
extension analytique compldte de H dans ExF', La projection D de L~C sur F' est
analytique dans F' et T((G) = F~-D est coanalytique dans F. Finalement, d'aprds le
théoréme 3, rt(G) est bianalytique dans F. Démontrons enfin que la restriction de

4 G est un isomorphisme bianalytique de G sur TC(G), i.e. une bijeetion bimesurable
entre les espaces mesurables (E,EQ(G)) et (T((G),Eé(r((G)). Si U est bianalytique
dans G, il est bianalytique dans ExF et donc TC(U) est bianalytique dans F (U étant
un graphe) et finalement dans Tt(G). Réciproquement, si V est bianalytique dans TC(G),
il 1'est dans F et donc GN(ExV) est bianalytique dams G.

Inversement, de méme que le théordme 20 entrainait 1'énoncé le plus général du

deuxidme théordme de séparation, de méme 1'énoncé précédent entraine le théordme 28 :

COROLLAIRE, Soient E un espace métrisable compact et F un espace métrisable séparable.

Si B est une partie bianalytique de ExF, 1l'ensemble

€ ={y ¢ B(y) a un point et un seul}
est coanalytique dans F,

DEMONSTRATION, Soit F' = {y H B(y) a au plus un point} : on démontre facilement,
comme plus haut, que F' est coanalytique dans F, D'autre part, d'apré¢s le théoréme

précédent, C est bianalytique dans F', Finalement, C est coanalytique dans F.

Nous terminerons par une extension naturelle de la remarque précédentes on peut
non seulement supposer que E et F, dans le paragraphe précédent, et F (pas E) dans
celui~ci sont seulement métrisables séparables, mais encore qu'ils sont dépourvus

de topologie et munis d'un pavage formé d'ensembles bianalytiques. Cela résultera

simplement des deux propositions suivantes.,

PROPOSITION 4. Soient (E,E) un_espace pavé et (An) une suite d'ensembles E-analytiques.

Il existe un sous-pavage dénombrable E'de E tel que les An soient E'-analytiques,
= = =
DEMONSTRATION, Immédiate & partir de la définitiom 1,

Le principe de la démonstration de la seconde proposition est dfi, je pense, &

Szpilrajn-Marczewski

PROPOSITION 5. Soit (E,E) un espace pavé, ol E est dénombrable, tel que tout élément

de "i:. soit E—bianalytique. Il existe alors une application f de E dans [0,1] induisant

un_isomorphisme entre la tribu I(Eg) engendrée par E et la tribu borélienne B(f(E))

du_sous-espace métrisable séparable f(E) de [0,1], et, plus généralement, induisant
un_isomorphisme entre Q(E) et ﬁ(f(E)) et _entre Eé(g) et BA(f(E)).
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DEMONSTRATION, Comme le complémentaire de tout élément de E est E—a.nalytique, il
résulte du théordme 4 que les ensembles E-analytiques (resp E-bianalytiques) et les
ensembles Z(E)—a.na]ytiques (resp 2(5)-bianalytiques) coincident, I1 est alors clair
que f définit un isomorphisme entre ﬁ(E) (resp Bé(g)) et é(f(E)) (resp ___B;g(f(E))) si
elle définit un isomorphisme entre g(g) et E(f(E)). Cela dit, soit (E.) une énuméra-
tion de E et posons, pour tout xelk, f(x) =L 370 1 (x). L'application f ainsi
définie est évidemment mesurable pour les tribus g(g?,g(f(ﬂ)) et il est facile de
voir que Z(E) est 1'image réciproque de E(f(E)) par f. On en déduit aisément que f
induit un isomorphisme entre E(E) et B(f(E)) : en effet, deux éléments x et x' de E
appartiennent au méme atome de ?a tribu Z(E) (i.e. lA(x) = 1A(x') pour tout Ae‘_I'J(F_J))

si et seulement si on a f(x) = f(x').

Démontrons maintenant, par exemple, le théordme suivant : "si (E,E) est un espace pavé
=
tel que §C§£(§)v et si Al et A2 sont deux ensembles ].!:'—analytique disjoints, on peut
séparer Al et A2 par des ensembles E-bianalytiques disjoints ", D'abord, comme on a
E c]}é@)c&(g), on peut, quitte i remplacer E par Eé(g), supposer que E est une tribu.
' s . . - '
D'aprds la proposition 4, il existe alors une sous-tribu séparable E de E telle que
Al et A2 soient E'—a.nalytiques; d'aprds la proposition 5, (E,E') est alors "isomor~
-
phe " 4 un espace métrisable séparable, muni de sa tribu borélienne., On peut donc
séparer Al et A2 par des ensembles E'-bia.naly'tiques disjoints, lesquels sont a forti-
ori §—bia.na1ytiquea.

VII., BORELIENS A COUPES K4

Nous allons démontrer dans ce paragraphe le théordme d'Arsenin, dont 1'énoncé

général est le suivant ¢ Soit B une partie borélienne de ExF, L'ensemble

C={y s B(y) est un Kq- non vide} est coanalytique dans F,

La démonstration se fera en deux étapes. "indépendantes"™ , comme celle du théor2me 28,
Plus précisément, on démontrera les deux lemmes suivants

a) l'ensemble ¢, = {y 2 B(y) est un Kg-» éventuellement vide} est coanalytique .

b) 1l'ensemble C est contenu dans un ensemble coanalytique 02 contenu dans TC(B)

On pourra conclure alors, grice 4 1'égalité C = le\ 02.

Comme dans la démonstration du théordme 28, 1l'étape b) sera la seule & faire inter—
venir un théordme de séparation (le deuxidme). Mais alors que, précédemment, 1'étape
a) était relativement simple, ce n'est plus le cas ici. La raison n'est pas mystéri-
euse 3 il est aisé d'écrire "utilement" qu'un ensemble est compact ou ouvert,
difficile d'écrire qu'il est un Eo— ou un SS‘ Nous verrons que l'idée essentielle

34 mettre en jeu est la propriété de Baire.
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Pour 1'étape a), Arsenin met en jeu la propriété de Baire par l'intermédiaire du
théordme - difficile - suivant, dfi & Hurewics [1 :

THEOREME, a) Soit H un espace métrisable cosousliniem. Alors H n'est pas homéomorphe

3 un Gg d'un espace métrisable compact (i.e. n'est pas polonais) si et seulement s'il

contient un parfait homéomorphe % 1l'ensemble des rationnels de [0,1].

b) Soit H un espace métrisable souslinien, Alors H n'est pas homéomorphe 34 un 50’

d'un espace métrisable compact (i.e. n'est pas un I,(.r) 8i et seulement s'il contiemt

un parfait homéomorphe 3 1'ensemble des irrationnels de [0,1].

En fait, nous n'utiliserons pas le théor2me d'Hurewicz, Je le cite parce que c'est
encore un exemple de beau théor2me "oublié™ (il n'est ni dans Hahm [9], ni dans
Kuratowski [45], qui cite cependant l'article [42] pour une des conséquences de ce
théordme; il se trouve cité en partie et en appendice dans Hausdorff [4d]). C'est
ainsi que Preiss [49] a retrouvé une partie de a) ("... contient un Gg eed! au lien
de ",..contient un parfait...") puis que Saint—Raymond [?] a retrouvé a)(le fait
qu'un espace métrisable, dénombrable et dense en soi, soit homéomorphe 3 1l'ensemble

des rationnels est un vieux résultat de Sierpinski),

Ceci dit, avant de rentrer dans le vif du sujet, il nous faut savoir qu'un borélien
de fixF est projection d'un G8 de ExFxG, ol G est un espace métrisable compact
auxiliaire, Comme ¢4 ne cofite pas beaucoup plus cher, nous allons repremdre la

a

définition -8 combien classique- suivante des ensembles analytiques

THEOREME 29. Un espace métrisable S est souslinien s8i et seulement s'il existe une

application continue f de lN]N(= L) sur S.

DEMONSTRATION, Comme le est polonais, la condition suffisante résulte immédiatement
du théor®me 7. Passons & la condition nécessaire. Plongeons S dans un compact métri-
sable K, Par définition, il existe un compact métrisable L et un élément H de
EfS(KxL) tel que S soit la projection de H sur K. H a une représentation de la

forme H = fr} \nJ H': ’ H:eli(KxL) et, quitte, pour cheque m, & "concasser" les Hz,

on peut supposer que le diamdtre de H::, nelN, est < l/m pour une distance sur KxL
compatible avec sa topologie. On en déduit (cf‘ un lemme plus haut) que S est le
noyau d'un schéma de Souslin s-->K_ sur (K,Ié) ot fn\ Kiin
4 un point pour tout UeXL. Il ne reste plus qu'd poser f!cr) = l'unique point de
A KeIn
COROLLAIRE, Soit S une partie analytique d'un compact métrisable K. Il existe un

est soit vide, soit réduit

s'il existe, et £(0) = x sinon, ok x est un point choisi dans S.

compact métrisable auxiliaire L et un élément P de gs(KXL) tels que S soit égal &

la projection de P sur K,

DEMONSTRATION. Prendre L = (INu{ad ):IN et P = le graphe de f,
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La propriété de Baire interviendra dans les deux étapes, Voici comment elle inter-

viendra dans 1'étape a)

PROPOSITION 6. Soient P un espace polonais, S un espace Souslinien métrisable et f

une application continue de P sur S, Alors S est un Sa' 8i et seulement si, pour tout

fermé non vide Q de P, il existe un ouvert U non vide de Q tel que f(U) soit rela-

tivement compact dans S,

DEMONSTRATION, Soient V 1'ensemble des ouverts V de P tels que f(V) soit contenu dans
un 50. de S et W la réunion des éléments de Z : W est aussi la réunion des éléments
de ! appartenant 3 une base dénombrable, et donc est le plus grand élément de !.

Si S n'est pas un Kys Q= P=W est un fermé non vide, et il résulte de la maximalité
de W que f(U) ne peut &tre relativement compact dans S, pour tout ouvert U non vide
de Q. Réciproquement, supposons que S soit un Kq., S = UK n? K compact et soit Q un
fermé non vide de P, Désignons par g la restnctlon de £ h Q: Q= UG l(K )e Comme
Q est un espace de Baire, l'un des fermés g (K ) est d'intérieur non vide, et il

existe donc un ouvert non vide U de Q tel que f(U) soit relativement compact dans S.
Nous aurons aussi besoin du résultat suivant, dfi essentiellement & Effros [ ]

THEOREME 30, Scient L un espace méirisable compact et P un sous—espace polonais

(resp souslinien) de L. Le sous—espace 1_?(P) de X_('(L) constitué par les compacts K
de L tels que KNP =K est polonais (resp souslinien),

DEMONSTRATION, Soient (un) une base dénombrable d'ouverts de la topologie de L.
On a les équivalences logiques suivantes :

KeF(P) <=> KCKAP <=> ¥n UNK = f ou UNPNAK £ §

<=> ¥n UNK = p ou Jtel teU et teP et tek

I1 résulte alors aisément de la troisidme (resp quatridme) proposition logique
que F(P) est un Gg de K(L) (resp un analytique) si P est ouvert (resp analytique)
dans L, Si P est un Gy de L, soit P = ('\V ar V, ouvert, il résulte du théordme de
Baire que KNP est dense dans K Sl et seulement si Knvn est dense dans K pour tout n.
Donc E(P) est alors l'intersection des I:(Vn) : Z(P) est un Gy de E(E).

REMARQUE, I1 existe une bijection canonique entre les fermés de P et les compacts K
de L tels que KNP = K. On peut donc identifier E(P) 3 1l'ensemble des fermés de P,
qui se trouve ainsi muni d'une bonne topologie, Cette topologie dépend du plongement

de P dans le compact métrisable L, mais on peut montrer que la tribu borélienne sur

E(P) engendrée par cette topologie ne dépend pas du plongement. Pour plus de détails,
voir Christensen [3].
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THEOREME 31, Soit B une partie borélienne de ExF, L'ensemble

C=1{y : B(y) est un Kg-non vide}
est coanalytique dans F.

DEMONSTRATION, Soient G un espace métrisable compact auxiliaire, H un 25 de ExF'xG
de projection sur ExF égale 4 B et (Vn) une base dénombrable d'ouverts de la topo-
logie de H, Nous noterons f la projection de ExFxG sur ExF et 7< la projection de
ExFxG et de ExF sur F, Pour tout y, H(y) est un Gg de ExG, B(y) est 1'image de H(y)
par £ et les Vn(y) forment une base dénombrable d'ouverts de la topologie de H(y).
Nous ferons 1l'abus de langage comsistant 3 identifier une partie A de ExFxG (resp
ExF) contenue dans Ex{y}xG (resp (Ex{y}) avec sa coupe A(y) qui est une partie de
ExG (resp E).

Lemme. L'ensemble C* = {y ¢ B(y) est un 1.{.0"} est coanalytique dans F.

Démonstration. D'aprds la proposition 6, y n'appartient pas & cl si et seulement
8'il existe un fermé non vide de H, soit KNH, KeE(ExeG) tel que KNE = K, contenu
dans Ex{y}xG, tel que, pour tout n, la relation v .NK # P entraine que l'adhérence de
f(Vn/\ K) dans E ne soit pas contenue dams B(y). Soit d une distance sur E compatible
avec sa topologie, En reprenant les notations du théordme 30 (avec L = ExFxG et P = H),
on a donc l'équivalence logique suivante
y# ' <a> JKeK(ExPxG) K £ f et KeF(H) et KCEx{y}xG et ¥a [ VAK = f ou

dx'eE (x',y)¢B et ¥m Jx,z) eExG d(x,x')<1l/m et (x,y)eB et

(xy3,2) cVn('\K ]
Le lecteur qui connait bien le calcul symbolique de Kuratowski-Tarski concluera
aisément que le complémentaire de ¢! est analytique., En effet {(y,K) : K # f et
KcE(H) et KcEx{y}xG} est un G.:S de FxE(ExeG) d'aprds le théor2me 30; pour n fixé,
(ks V.r')K = f} n'est méme pas analytique, en général, mais {K : KeE(H) et VNK = )]
est un G¢ d'aprds le théordme 30, puisqu'il est égal 3 {K : KeI:(H) et KCW}
(adhérence dans ExFxG); {(x',y) : (x',y) £ B} est borélien; pour m fixé, {(x,x') :
d(x,x') <1/m} est ouvert; {(x,y) : (x,y)eB} est borélien ; {(x,y,2) : (x,y,z)evn}
est un G5, puisque V  est ouvert dans Hj enfin, {(x,y,2,K) ¢ (x,y,2) €K} est compact.

Lemme. L'ensemble ¢?- {y:dn f(Vn)(y);éﬁ et fiVniiyicB(y)} est coanalytique dans F.

Démonstration. Pour n fixé, posons A = f(Vn) : A est analytique dans ExF. Soient
alors D la partie analytique de ExF définie par D (y) = W pour tout y, et E_
une extension analytique compldte de Dn dans ExF (cf théordme 26). L'ensemble

c, = {y En(y)CB(y)}, complémentaire de T((En-B), est coanalytique dans F, et

aussi 02 qui est la réunion des Cn.

Pour achever la démonstration du théor®me, il ne reste plus qu'a montrer que, si B(y)
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est un Kg-non vide, il existe un entiér n tel que f(Vn)(y) so0it non vide et que
£ Vnuy; soit contemu dams B(y). Ceci résulte immédiatement de la propriété de Baire ¢
H(y) est un espace polonaiz et les Vn(y) forment une base de la topologie de H(y).

COROLLAIRE, Soit B une partie boréliemne de ExF. Si B(y) est un 50. pour tout y,
alors T((B) est borélien dans F, De plus, 1l'ensemble L défini par L(y) = B(y) pour

tout y est borélien dans ExF,

DEMONSTRATION, La premidre partie résultel immédiatement du théor2me 31 et du premier
théor2me de séparation (corollaire du théor2me 9). La démonstration de la seconde
partie est semblable & celle de deux lemmes vus plus haut. Soit d une distance sur E
compatible avec sa topologie et, pour tout entier m, soit (U:) une base dénombrable
de la topologie de E constituée par des boules ouvertes de rayon < 1/-. Posons,

pour tout m, L™ = &vj(u: x]'([(u:xF)f\B]). Comme (U:xF)nB est un borélien 3 coupes Kpy

sa projection sur F est borélienne., Donc L" est borélien, ainsi que L = _QLm.
Voici maintenant le théor2me de section de (\:egolkov—éoban

THEOREME 32. Soit B une partie borélienne de ExF. Si B(y) est un K pour tout y,

alors B a une section par un graphe borélien.

DEMONSTRATION, Nous reprenons les notations de la démonstration du théordme 31,

et plus particulidrement, celles du deuxidme lemme, Les ensembles cn sont coanaly-
tiques dans F et leur réunion est égale & 1((B), qui est borélien d'aprds le corol-
laire. Il existe alors une suite (B‘) de boréliens de F telle que 1l'on ait B cC/
pour tout n et que T((B) soit égal & la réunion des B, (ef le corollaire du théor, 11)
On peut évidemment Supposer les B disjoints. Posons alors D = %[(ExBn)r\Dn] :

D est une section de B par un analytique 3 coupes compactes, et on conclut par le
théordme 19,

Du corollaire du théor2me 31, on déduit immédiat®ment 1'énoncé "incomplet™ du
théortme (L) du début du paragraphe III : un borélien de ExF 3 coupes dénombrables
(i.e. vides, finies ou infinies dénombrables) a une projection borélienne sur F,

Nous allons démontrer un théordme plus-général, dii i Mle Braun

THEOREME 33, Soit B une partie borélienne de ExF. L'ensemble
C = {y s B(y) est dénombrable, non vide}

est coanalytique dans F,

DEMONSTRATION, Toujours en deux étapes, L'étape b) est déji faite : C est conmtemm
dans {y ¢ B(y) est un Kq- non vide}, qui est coanalytique d'aprds le théoréme 31,
L'étape a) résulte du théordme suivant, dfi & Mazurkiewicz-Sierpinski.

1 ele résulte méme du deuxidme lemme de la démonstration du théordme 31, qui est in-
dépendant, et plus facile (modulo le 22me théoréme de séparation) que le premier,
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THEOREME 34. Soit A une partie analytique de ExF, L'ensemble
D = {y ¢ A(y) n'est pas dénombrable}

est analytique dans F.

DEMONSTRATION, Nous établirons d'abord un crit®re pour qu'un ensemble analytique soit
dénombrable. Son énoncé et sa démonstration (que nous omettrons) est en tout point

analogue 2 ceux de la proposition 6 3 il suffit de remplacer 'compact" par "fini" .

Lemme, Soient P un espace polonais, S un espace souslinien métrisable et f une appli-
cation continue de P sur S, Alors S est dénombrable si et seulement si, pour tout

fermé non vide Q de P, il existe un ouvert U non vide de Q tel que f(U) soit fini,

Nous reprenons maintenant les notations du début de la démonstration du théordme 31 s
G est un compact métrisable, H un C'S de ExFxG de projection sur ExF égale 3 A, (Vn)
une base dénombrable de H, En symboles logiques, on a
yeD <=> -}KeI’S(ExeG) K#p et KeF(H) et KCEx{y}xG et ¥n | VOK = p ou
-]((xm),(zm))e(ExG) ¥(p,q) p=q ou x_#x_ et ¥m (x ,y,z )eV NK ]
N P LA n n n
Comme E est métrisable compact et que les éléments (xn) de E tels que xp,éxq

pour tout p,éq forment un 58' on en déduit aisément que D est analytique.

REMARQUE. De méme 1l'ensemble {y : A(y) a au moins 2 points} est analytique (cf la
démonstration du théordme 28) etc, Par contre l'ensemble {y : A(y) n'est pas compact
(resp un 1,50')} n'est pas, en général, analytique, ni coanalytique, si A n'est pas
borélien. En effet, soit G un graphe coanalytique de ExF (avec E = F = [0,1]) tel
que T((G) ne soit ni analytique, ni coanalytique (cela existe d'aprés le théorime
de Kondd). Alors on a T((G) = {y : A(y) n'est pas compact} si A = ¢%, et m(c) =

{y ¢ A(y) n'est pas un I=(n,} si A = {(x,y) ¢ ¥r rationnel, x+r et x-r £ G(y)}.
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