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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1972/73

LES METHODES D'A.GARSIA EN THEORIE DES MARTINGALES

EXTENSIONS AU CAS CONTINU

par CHOU Ching-Sung

A.GARSIA vient d'écrire un livre sur la théorie des martingales
discrétes dans lequel certains des résultats considérés comme les
plus difficiles ( les inégalités de BURKHOLDER, DAVIS et GUNDY, les
résultats sur les espaces HP ) sont établis par de nouvelles méthodes,
extrémement rapides et élégantes. Nous nous proposons ici d'étendre
les démonstrations de GARSIA au cas continu. La plupart du temps , il
s'agit d'un simple exercice de traduction, mais on rencontre parfois
une difficulté intéressante., Dang tous les cas, la comparaison entre
le cas discret et le cas continu permet de mieux comprendre la signi-
fication des démonstrations, les notations étant plus compactes,

Les références au livre de GARSIA figurent sous le renvoi [G] & la
bibliographie. Les autres références sont numérotées.

1, UN LEMME ELEMENTAIRE ET SES CONSEQUENCES

1. NOTATIONS
a) (Q,E,P) est un espace probabilisé complet, muni d'une famille crois-
sante (gt)t>0 de tribus satisfaisant aux conditions habituelles de
continuité & droite et de complétion dans E.

Nous aurons besoin d'étendre un peu la théorie usuelle de la re-
présentation des surmartingales, de la maniére suivante : soit (Xt)
une surmartingale positive continue & droite, qui appartient & la clas-
se (D) mais n'est pas nécessairement un potentiel., Soit Xt = X% +
E[Xa)|£t] sa décomposition de Riesz, et soit (A%) le processus crois-—
sant intégrable prévisible engendrant (X%) au sens usuel., Nous posons

=At — 1]
(1) A =A{ pour O<t<co y A= AL+ X
et nous avons alors pour tout temps d'arrét T
(2) Xy = Bl ~Ag| By

représentation de (Xt) au moyen d'un processus croissant prévisible

qui présente un saut & 1'infini, Il est trés facile de voir que (At)
est unique, et nous l'appellerons le processus croigsant prévisible
engendrant (Xt)’ comme lorsque (Xt) est un potentiel,

Une autre notion qui intervient dans cet exposé est la suivante.

Considérons un processus croissant intégrable (Bt)’ continu & droite,
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non nécessairement adapté, ne satisfaisant pas nécessairement 3 la
condition BO_O ( nous conviendrons que BO =0, de sorte que dB peut
présenter un saut en O égal & BO ) et pouvant aussi presenter un saut

& 1'infini, Considérons le processus (Xt)’ projection bien-mesurable

du processus (BOO—Bt_) : pour tout temps d'arrét T

(3) Xp= B[By, -By_|Fp]

Ce processus est une surmartingale forte ( si S<T, XS§E[XT|£S] ), en
général non continue & droite, appartenant & la classe (D), et régulid-
re : pour tout temps d'arrét T et toute suite T L E[X ]IE[X J. In-
versement on peut montrer que toute surmartlngale forte regullere de

la classe (D) est ainsi engendrée par un processus croissant (Bt) adap-
1€ unique. Ces résultats de représentation ne sont pas tout & fait clas-
siques : ils sont dus & MERTENS dans le cas des surmartingales fortes

quelconques, la notion de surmartingale forte réguliére ayant été déga-
gée par AZEMA [1].

b) Nous désignerons par ¢ , dans tout 1l'exposé, une fonction positive
croissante sur R+ ( & valeurs finies ), et par & la fonction crois-
sante convexe

(4) 3(t) = (f)t‘P(s)ds

% ne change pas si l'on remplace ¢ par sa limite & gauche : nous suppo-
serons donc ¢ continue 4 gauche, en convenant que ¢(0)=0, Nous aurons
besoin de 1l'inégalité

(5) 3(tx) < te(x) si <!

qui exprime simplement que & est convexe et que &(0)=0.
Soit ¥ la fonction inverse de ¢
¥(t) = inf { s : 9(s)>t |
croissante et continue & gauche, et soit Y la fonction convexe conjuguée
de @&

(6) ¥(t) = / ¥(s)ds
L'inégalité d'YOUNG est alors classique :
(7) uv < #(u)+¥(v)

On dit que la fonction & est & croissance modérée si ¢ n'est pas bor-
née ( i.e. si. &(t)/t n'est pas bornée : le cas de &(t)=t demande tou-

jours une étude spéciale ) et s'il existe une constante c telle que
8(2t)<c?(t) - cela revient 3 exiger la méme chose pour ¢, avec une
autre constante., Posons dans ce cas
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_ ug(u
(8) p = sup, ‘%%E%

On a alors les propriétés suivantes, si & est i croissance modérée

(9) 1<p<c-1<w
(10) #(tu) < tPe(u) si t21 ([6], indgalités III.4,15 )
(11) ¥(v) < (p-1)2(¥(v))

A 1'aide de ces inégalités, nous démontrerons un lemme':

LEMME 1, Soient A et Y deux v.a. positives telles que

(12) E[&(A) )< , E[2(a)]< E[Yo(a)]

On a alors si & est & croissance modérée

(13) E[#(a)] < PP B[ &(Y)]

Si 3(t)=t? - y compris pour p=1 - on a 1'inégalité plus précise
(131) E[AP] < pPE[YP] ([6],cf. th.III,4.3,

démonstration)
DEMONSTRATION, Nous appliquons l'inégalité d'YOUNG (7)

P(A)Y < 8(pY) + ¥(39(4))

puis 8(pY) < pP&(Y) d'aprés (10), Y(%(¢(A)) < %Y(¢(A)) d'aprés (5),
et (11) nous donne
()Y < pPe(D)+ Ela(y(9(h)) < pPo(D)+ Ela(a)

On intégre et on utilise (12), et on obtient
B(8(8)] < pPEL#(1)] + E2L Ble(a)]

dtod (13) puisque E[2(A)]<oco . Le cas 8(t)=t? est évident pour p=1
(9=1), et sinon on fait un calcul direct en utilisant 1'inégalité de
HOLDER

¢c) On utilise fréquemment la norme d'ORLICZ associée & &

l£ll § < 1 si et seulement si E[%o|f| 1< 1
Pour ces normes, consulter le livre de NEVEU [2], p.196-197.

2. LE LEMME DE GARSIA

La clef des méthodes de GARSIA est le lemme élémentaire suivant
([6¢], théoréme III 4,2 ) , que nous appellerons simplement le " lemme
de GARSIAM™ dans la suite. I1 faut remarquer que, si l'on se borne &
1l'écrire pour une fonction ¢ de la forme I]O NSE de sorte que &(t)=
(t-A)" - ce qui suffit pour déduire le cas general ~ le lemme de GAR-
SIA est un lemme maximal identique & celui de NEVEU ([2], p.174), aussi

donné dans MEYER [3], p.53. La nouveauté consiste en 1'emploi systé-
matique de ce lemme, avec toutes sortes de martingales (Yt) différen-
tes. I1 faut remarquer aussi la disparition des temps d'arréet.

1 Ce lemme est complété plus loin. Voir prop.4, fin de la démonstr.
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LEMME 2. Soit (Xt) une surmartingale positive continue & droite, majo-
rée par une martingale Yt=E[Y|£t] , YeLl o Soit (At) le processus

croissant prévisible engendrant (Xt)‘ On a alors

(14) B[e(A, )] < Ble(a )Y]

DEMONSTRATION, Nous pouvons supposer ¢ bornée, de sorte que toutes les
= infis : As>t]. On sait

intégrales envisagées sont finies, Soit Ct

que pour toute fonction positive(g)sur B,
/ f(s)dA_(w) = /7 "flc_(w))ds .
] S 0 S

0,00
Appliquons cela avec f(s)=¢(Ag(w)). Comme ¢ est croissante et A, 2 s,

on a Ay Ay s
Hap)= ] Tale)ds < / Wk, s = /O'oo ]qa(AS)dAs

intégrons par parties en posant Bt=¢(At), processus croissant prévisi-
ble admettant l1a masse 9(0) en O :
E[2(A )]sEEf (A_-A__)dB_ ] = E[{ X _dB_ ]
@ = 0,0)1 (o o] S S ‘O,m] S-S

car le processus (Bt) est prévisible, et la projection prévisible du
processus (Aa)-AS_) est le processus (XS_), avec Xy =X,. Nous majorons
XB_ par Ys— y Temarquons que (YS_) est projection prévisible du proces-
sus constant égal 34 Y, et que E[{ Yst]=E[YBGJ]=E[¢(AOO)Y]. Le lem-

me est établi, 0,00

VARIANTE DU LEMME, (Xt) est une surmartingale forte résuliére, engen-
drée par le processus croisgsant continu & droite adapté (At), et majo-

rée par (Yt)‘ On a alors la méme conclusion (14).
La démonstration est la méme, la projection bien-mesurable remplagant

la projection prévisible,

COROLLAIRE, Sous les mémes hypothéses ( ou celles de la variante ),

nous avons si & est & croissance modérée

(15) Ble(a, )] < pPM'EL8(D)]
et si 8(t)=tP? - y compris pour p=1
(15") E[AY 1 < pPE[YP] .

DEMONSTRATION, On tronque le processus (At) a4 une constante n ; le
"potentiel" correspondant reste majoré par Y, et on applique le lemme 2
et le lemme 1 - la condition d'intégrabilité (12) étant satisfaite.
Puis on fait tendre n vers +ow .

Ces résultats unifient. plusieurs propositions établies indépendam-
ment les unes des autres dans le fascicule [ ] de MEYER
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PROPOSITION 1, Avec les notations ci-dessus, supposons (Xt) ma jorée

par une constante ¢ . Alors , pour p=1
116) E[Agj] < cpE[Ag;1] et E[eAOO] < 1/(1=¢) si c<1 .

DEMONSTRATION, Pour la premiére formule, prendre Y=c, w(t):tp-1. Pour
la seconde prendre Y=c, w(t)zet. ¢f. (3], p.49, th.45-46

PROPOSITION 2, Soit (Bt) un processus croissant intégrable non néces-
sairement adapté tel gue B,=0, Xt=E[BG)-Bt|£t]- Alors (A ayant le méme

anJ (A__-A) 4P B 4P sens que ci-dessus )
(A >A} @ {a_ >\l ®

On a la méme inégalité avec X¥ au lieu de By .

A

DEMONSTRATION. Dans le lemme de GARSIA, nous prenons 9(s)=1 si s2A,
0 si s<A, de sorte que Q(s):(s-k)+, et Y=X* ou Boo’ ct. [ ], p.53,
th.49.

Nous déduisons maintenant du lemme de GARSIA le théoréme de BURKHOL-
DER, DAVIS et GUNDY sur les processus croissants . Cf. [ ], p.56-57.

PROPOSITION 3, Supposons & & croissance modérée

Soit (Xt) = (E[Ba>-BtI£t]) , ol (Bt) est un processus croissant inté-
grable continu & droite non nécessairement adzpté, et soit (At) le

processus croissant prévisible engendrant (Xt) ( (At) est projection

duale prévisible de (Bt))' On a alors

(18) Ble(a )] £ pP ' BL2(B )]
et aussi
(19) Ble(a, )] = oMM E[2(X"))

On a aussi des résultats analogues pour les projections duales bien-

mesurables et les surmartingales fortes réguliéres. ([G], th.IILi.4.3)

( On n'a pas écrit les formules (18'),(19') relatives & 3()=tP ).
DEMONSTRATION, Prendre Y=B_  ou x*, dans le corollaire du lemme de
GARSIA,



218

2. APPLICATIONS A LA THEORIE DES MARTINGALES'

1. NOTATIONS, DEFINITION DES DIVERSES NORMES.

Soit (Mt) une martingale continue & droite. Contrairement & 1l'ha-
bitude, nous ne supposerons pas gque MO=O, et nous modifierons la défi-
nition usuelle du processus croissant associé é(Mt) de la maniére sui-
vante : soit M{ = M -M, . Alors

3 2
(20) [M,M],c = Mg + [M',M'],c pour t>0 , [M,M]O_ =0
On rappelle que ( cf. [4]/)
B 1/2
(21) ||M||Hp = | Oa,m] "LP pour 1<p<co

tandis que la norme [M|lgy, est définie comme le plus petit nombre cgtw
tel que ¢ majore la surmartingale forte réguliére

M
(22) TlT = E[[M’M]m _[M'M]T—'ET]

Nous n'aurons pas besoin dans cet exposé des résultats de [4] sur les
normes HP et BMO : nous définirons d'aprés GARSIA de nouvelles normes
équivalentes a celles-ci, que nous étudierons directement.

GARSIA introduit en fait deux idées nouvelles et importantes
a) Un moyen d'étendre aux processus (Xt) une semi-norme - notons
la n - sur l'espace L1(O) ¢ on pose
(23) I X, =infy n(Y)
ol Y parcourt l'ensemble des variables aléatoires intégrables positives
telles que le processus (Xt) so0it majoré par la martingale continue &
droite E[Y|zt] ( s'il n'existe pas de telles Y, on pose HXHn = +00 ).
Cas particuliers : "X"p (1sp<w ) “XI}Q .
b) Un moyen d'associer & n une seconde semi-norme, cette fols sur

1l'espace des martingales : soit M une martingale telle que [M,M];O2
soit intégrable ( i.e., MeH1 )e On introduit la surmartingale forte

réguliére .
(24) & - B[ YIHNT,, ~TH,M],_|E,]
(25) Bl gy = 1",

+N M
I1 est facile de vérifier que EtM=|t|éﬂ y gl g +§N, de sorte que

I “(n) est bien une semi-norme sur H'.

Le processus e est majoré par la martingale E[[M,M];{2|£t] , d'ou 1!
on déduit que

(26) Ml gy < 1081321,

1 Plusieurs résultats de ce paragraphe ne fig&rent pas dans [G], et
sont des 'private communications® de M, GARSIA.
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Les cas particuliers les plus importants sont ceux des normes HMH(Q)
correspondant & la norme d'ORLICZ n = | || , et particulier les
normes |M|( y » 1sp<® , et d'autre part la norme ﬁMH(m ) correspondant

& n=|]l,

Nous démontrons d'abord deux résultats d'équivalence de normes : HMH(Q)
est équivalente & la norme |[M, M]1 2"@ si ¢ est & croissance modérée,
et en particulier HMH(p) est equlvalente a v p bour p fini, En re-

vanche, HMH(G)) n'est pas équivalente a ﬂ[M,M]éfznoo, mais & |Mlgyo »
Ceci suggére que les normes "MH(Q) méritent aussi d'étre étudides lors-
que ¥ n'est pas & croissance modérée - mais pour l'instant,on ne va

donner de résultats que sur les normes | "(p) et || |l

PROPOSITION 4, 81 ¢ est a croissance modérée, les normes HM" (8) et
||, M]1 2L§ sont équivalentes. Cela vaut aussi pour &(t)=t .

DEMONSTRATION. (26) nous donne une inégalité dans un sens. Inversement,
nous allons montrer que "MH(¢)<1 entraine E[@([M,M];{2)]§Pp+1. Nous
avons un résultat plus précis pour “lkp) , p>1 fini, que nous n'énon-
gons pas.

Nous introduisons la troisidéme surmartingale forte réguliére

(27) CT EL V[m Ml ~ VT, M | Ep )

qui est majorée par e | Dire que |M|| 3)<! revient 3 dire qu'il existe

une martingale Y _E[Y]F ] majorant §I, avec E[2(Y)]<1. Elle majore
alors CM et la varlante du lemme de GARSIA pour les surmartingales

fortes nous dit que
(28) h[@([l\f 1\,1]1/2)] < E[‘P([M ]1/2)Y]

mais nous ne pouvons pas appliquer directement le lemme 1, car nous
ignorons si le premier membre est fini, Soit wn la fonction croissante
wA¢(n), soit ¢ la fonction convexe correspondante, et soit J  la v.a.
(M, M] °An Appliquons (28) a ¢, et Q

E[8(5 )] = B2 (3 )] < ELe (DM, 1‘/1]1/2)] < Ble_([m,11)/2)1]
= Ele(d)Y]

Nous appllquons le lemme 1 & ¢ et & J bornée, obtenant que E[é(J )]
< pp+ Blg(Y)] < pp 1, et enfin nous falsonS'tendre n vers +0o .

Nous passons 3 IH ®) * o0 comparant d'abord les processus § (24)
et ﬂ (22) . Pour 1a simplicité des notations, nous posons [M, M]t =

4.
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LEMME 3, Soit(Yt)dE[Y|£t]) une martingale positive. Supposons que l'on
ait pour tout temps d'arrét T

(29) ElVA =By | Epl < ¥p
On a alors aussi
(30) BlAg ~hg_|Er) = 16507°|By)

(Si Y est une constante ¢ , le second membre peut étre remplacé par
262 )e

DEMCNSTRATICN, Supposons le résultat établi pour T=0. Soient T un

temps d'arrét , et HeFT 3 en appliquant le résultat pour O sur H munide

la loi P'=P(.|H), de la famillede tribus Ft Ppyyr de la martingale

YT+t“E [YIHlF ], au processus A AT+t p_» On obtient la formule géné-

rale (30).

I1 suffit donc de montrer que E[A ] <1bE[Y 1. Notons (X ) la
projection bien-mesurable du processus «A —A )1 ) (Z ) celle du
processus ((AOD -4, )_1/2), qui est plus ggande que 1/X ( inégalité
de JENSEN : E[1/U]§ 1/E[U] si U20 ). La relation (29) s'écrit 1Y, /X,
et entraine donc 1Y, 2, et

Bla ] =E[ /O’m dA ] = E[{O,m[ Z Y dA_ ]
Le processus Y _Z_ est projection bien-mesurable de YS(AG)—AS—)_1/2’ et
le dernier terme vaut donc
dA
EL {O’m[ sth-] < 2E[ {O,m{ Yal/ ay, &, ]

8i (Y,) est une constante ¢, on a fini : le dernier terme vaut 2B[cla_]

]

5202 .

Soit (BS) le processus croissant VI&D- VAa>—As , et soit (Cs) sa pro-
jection duale bien-mesurable, Nous avons pour le dernier terme le
calcul

2
ZE[{o,oo Y aB ] = ZE[{O,m [stcs ]= 2E[YC  I< 2B[Y"]

D'aprés le lemme de GARSIA , E[ng] < 4E[(VAGJ )2]=‘4E[Aa>]’ d'ol 1l'on
déduit '

1/2.r A2 1/2

E[Cc&]

Bla, ] < 48¥21"/25[a_ 1"/
d'ou 1l'énoncé si E[Aa)]<©o. Pour obtenir le cas général, remplacer

At par AtAn , appliquer ceci, puis faire tendre n vers +oo.

COROLLAIRE, || M || (o )<”M"BMO < 12Im (00)

La premiére inégalité est facile, et la seconde résulte du lemme 2,
I1 faut remarquer que la norme BMO d'une martingsle est plus facile
& manier que la norme | "(oo) : en effet, la surmartingale forte en-
gendrée par le processus [M ,M], est aussi projection de ((MezMy_ )2).
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2, L'INEGALITE DE FEFFERMAN ET SES CONSEQUENCES

Nous rappelons d'abord, pour étre complets, la démonstration de
1'inégalité de FEFFERMAN dans [4]. Il est essentiel pour la suite de
constater que cette inégalité est vraie pour des martingales qui ne
sont pas nulles en O.

PROPOSITION 5, Soient (Mt) et (Nt) deux martingales uniformé.ent inté-

grables. On a alors

(31) E[ /
(o,

afM,N] |1 < c|M N c=
JLIEE R
DEMONSTRATION, Nous écrivons 1'inégalité ([5], p.85)

B/ EX |almN)| 00/ mlalmm] 1V2e0/  xZapw,ni )"/

(0,0 [ (0,0l (0,0 [

ol H_,K_ sont deux processus bien-mesurables positifs. Nous prenons
82 1/2 1/2 2 1/2 s

ici HY = 1/([M,M]s_ +[M,M]s ) 4 K= 2[M,M]s . On vérifie que le

membre de gauche majore E[/ Id[M,N]sl], le produit HK  étant pres-

@

’

que partout >1 pour la mesure |a[M,N]|. Le premier terme au second mem-
bre vaut E[[M,M]é)2]1/2 . Le second terme peut s'écrire, aprés une inté-
gration par parties

2 2
/2 [y oo (W=, ek ]

On projette sur la tribu bien-mesurable , on utilise la définition de
la norme BMO, et il reste simplement HN"BMOE@[M,M];!2]1/2 . L'énoncé
en résulte.

REMARQUE., Plus généralement, le premier membre de (31) est majoré par
cp"Mlu )"N“( X oll p et q sont deux exposants conjugués quelconques.

q
Ce résultat est , lui aussi, di & GARSIA'- mais le cas od p>1 peut aussi

se ramener aux indgalités de BURKHOLDER, et nous le laissons de cdté.

COROLLAIRE, 8i |IN|'zy, <00, on & pour tout temps d'arrét T

(32) E[{T’OO |alM, N | |Bp]  seBLV TM,M]  =[0, My _| Epl. [Nligyo

DEMONSTRATION, Voir le début de la démonstration du lemme 3 ¢ le
procédé pour passer des espérances absolues aux espérances condition-
nelles est le méme,

Nous allons montrer maintenant, toujours en suivant GARSIA, comment
1'inégalité de FEFFERMAN entraine 1'inégalité de DAVIS. I1 faut pour

cela deux lemmes :

1 [G], théoréme I.3.1.
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LEMME 4. Soit (At) un processus ( non nécessairement adapté ) tel que

AO_=O » dont les trajectoires sont continues & droite i variation bor-
née, tel que

(33) E[/ [dAsllET] < 1 pour tout temps d'arrét T .
[T, [ - =

Soit (Bt) la projection duale bien-mesurable de (At)’ et soit (Nt)
la martingale (E[Ba)|gt]) . On a alors "N”BMO <5 . ([6], th.II.4.1).

DEMONSTRATION, Soit (Xt) la projection bien-mesurable du processus
(Aa>-At-)' Nous commengons par faire un calcul d'espérances absolues :

BB ] = B (B Be)+ g B a3, ]

le processus B est adapté. Les processus (Boo_Bs-) et (Aq)—As_) ont
méme projection bien-mesurable (Xt)' On en déduit que les processus
(BOO—BS) et (Aa>_As) ont méme projection bien-mesurable ( égale en
fait a (Xt+))' Par conséquent

arnl
E[B_ ] =E[{o,oo[(xs+xs+)dBS] < 25:[{0,0D [lstlj <2

Pour passer au cas général, on procéde comme dans le lemme 3 : T étant

un temps d'arrét, et H un élément de Fp » on pose Q'=H , Ei=Fy . ,
A%: T+t—AT- ,B% = BT+t_BT— ..o €t il vient
. 2
BL(B, -Bp_)°|Ep) < 2
. . 1v _ -
D'autre part, on a identiquement Xt‘Nt-Bt- , donc Nt_zxt_+Bt_ , et

1\1OD -NT_ = (13OO —BT_)-XT_
Par conséquent, comme X est majoré par 1 en valeur absolue
- _ 2 - 2 2 n
EKNCD NT-—) IETJEJ:‘[(BCO "'BT_) IZE—_‘T]+XT—+aXT-IEUBCD "BT_l liT]
< 2+1+2 = 5,

LEMME 5, Soient (Bt) un processus croissant adanté continu a droite
(By_=0), (U,) un processus prévisitle majoré2par (B;_) pour t>0, H une
V.2, positive intégrable majorée par T/Boo’(Ht)la martingale E[ngt],
et (Lt) la martingale locale /
martingale et [Ligyo < 1 - 10,%]
DEMONSTRATION, L'inégalité BMO entraine EUL,L]G)Jg 1, donc L sera néces-
sairement bornée dans L2. Supposons d'abord Booet H bornées. On peut

Usst . Alors (Lt) est une vraie

alors écrire 1
[L’L]t =]é Usd[H,H]s

8L, L], (L, L1g_[Ep)-BL [Ugdtﬁ,mslszgE[

82 4[H,
Tyo00 [4’00[ S—d[ H]SET]

1 Cette égalité a lieu p.s. pour tout temfs d'arrét T, et lesdeux
membres sont des processus bien-mesurables.
2 en valeur absolue
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le processus Hi_[H'H]t est une martingale, donc cette espérance s!
éerit
B[/ B2 gu® |F,)=E[B2 H%-B2 H2 -/  H4B2 |F, ]
[T,OO[ s-"s =T @ T="T=- [T,(D[ S s '=T
< EBZ H%|E,] < 1

Pour passer au cas général, remplacer Bt par BtAn , H par HAm , faire
tendre m vers 1l'infini, puis n vers 1l'infini,

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer 1l'inégalité de DAVIS,
Nous la donnons pour des martingales M non nécessairement nulles en

0 , ce qui sera essentiel pour le conditionnement plus loin.
PROPOSITION 6, Soit M une martingale. Il existe des constantes c et c!
telles que

(34) cB[M*] < BL00,M11/2] < erBDn*] .

( et les mémes inégalités avec E[ |F;] au lieu de E ).
DEMONSTRATION, Les inégalités conditionnelles sont des conséquences
immédiates des inégalités absolues.

Pour démontrer 1'inégalité de gauche, commengons par supposer M bornde.
Au moyen d'un théoréme de section choisissons une v.a, S positive finie
telle que |MS] > M*~e ( S n'est pas un temps d'arrdt ), et posons
At = Sgn(MS)I{t>S} y Processus dont la variation totale est §1 . Appli-
quons les notatIons et les résultats du lemme 4, et 1'inégalité de
FEFFERMAN :

*

E[M™-e] < E[lMsl]—E[{O,OO[MSdAS] = E[/O,m MaB_ ] =E[M_B_ ]

AN 1< el N5y, < ol

=E[/ | 1
0 H

( 1a constante ¢ change de place en place )., Pour étendre cela & tout

9 QO

! , on remarque 1) que toute martingale MeH' est uniformément intégra-
ble , 2) qu'il existe des martingales bornées Ui qui convergent vers
M dans H' y 3) qu'alors E[[Ma)—M2)|]4>O , ce qui entraine que M -M%)*
tend vers O en probabilité, et permet d'appliquer le lemme de FATOU.
Pour tout cela, voir [4], p.138-140,

Passons & 1'inégalité de droite. Supposons M bornée, appliquons
1'inégalité de Schwarz :

M,M 1/2

(55) B2 ) c@intee))'/2 (ap Bt/

pour évaluer le second terme, on utilise 1l'identité
[M,mM], = M2 - 2/ M_aM

b Jog° s 1
ol l'on peut faire tendre t vers +oo . Multiplions par H= ﬁ:: . Nous

2
avons MC_H < M*, Posons H =E[H|E;] et étudions le dernier terme.
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On a d'abord © o
o0
E[H{) My _dM ] = E[{) [st,MS_dMS]]_E[{)a[dMs,MS_dHS]zE[éMS_dHS.Mm]

Appliquons le lemme 5 en prenant Ut=Mt— ’ Bt=M: . La martingale Lt =
é M _dH_ a une norme BMO <1, et par conséquent (31))

ElLp¥p I 5 clMll 4 ITlgyo s c MMl
Revenons alors & (35) :

BL0M,M] /2] <@Dntve)) /2 (BIneo i, m]1/20) /2
d'ol l'on déduit que

E[[M,M]lgz]g cE[M*] ( ¢ change de place en place )
du moins lorsque M est bornée. Nous laissons de cdté les détails du
passage au cas non bornd,

3. L'INEGALITE DE BURKHOLDER, DAVIS ET GUNDY

GARSIA a remarqué que 1l'inégalité de DAVIS se met sous forme "con-
ditionnelle", et entraine alors immédiatement la "grande" inégalité de
BURKHOLDER, DAVIS et GUNDY sur la comparaison entre M* et [M,M], tou-
jours gréce au lemme de GARSIA,

Nous donnons d'abord la forme conditionnelle de 1l'inégalité de
DAVIS, Soit T un temps d'arrét ; considérons la martingale M% = MT+t-
Mp_ ( non nulle en O ) par rapport & la famille (E%)=(£T+t)’ Nous
avons [M',M']t = [M,M]T+t~[M,M]T_ , et d'autre part M'¥ < 2M* et
m* < M;_+M'* . Appliquons les inégalités (34) sous la forme condition-
née par rapport a Eé . I1 vient ( avec une constante c' modifiéde )

CCROLLAIRE., On a pour tout temps d'arrét T

(36) oB[MY My | B )<L/, W] - (M, M)y, _| Bpls BV, NIl Ep]
(37) ELVTm,M] —[M'M]T [Ep] = c'E[M*| By )

Nous pouvons alors appliquer le lemme de GARSIA, et le lemme 1 ( avec
le supplément donné dans la démonstration de la proposition 4 ), pour
obtenir directement le théoréme de BURKHOLDER-DAVIS-GUNDY :

PROPOSITION 7. Si & est & croissance modérée, on a(avec des constantes
c et c' dépendant de &)

(38) cEle(M*)] < Ble(v/IM,M] )] < c'EB[2(MF)] .

De la méme manidre, le lemme de GARSIA se préte trés bien d la dé-

monstration du théoréme suivant :
PROPOSITION 8, Soit (Dt) un processus croissant continu a droite adap-

té tel gueIAMt|§ D, _ pour tout t20 . Alors
(39) cE[§(<M,M>C1D/2)] < E[Q([M,M]:D/Z)] < c'E[§(<M,M>;0/2+DOC)] .
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