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Séminaire de Probabilités

MESURES D'INFORMATION ET

REPRESENTATION DE SEMI-GROUPES ASSOCIES

par F. ITAIIOPOULCS

INTRODUCTION

Les travaux récents de Joseph Kampé de Fériet et BruLno Forte [4,5,6]
constituent la premiére tentative pour définir la notion de "mesure d'information
associée 3 un événement" (en abrégé "information") d'une maniére indépendante de
la notion de probabilité. Ainsi 1l'information est définie sur un espace mesurable
(Q,&) comme une application J : & —'-f{-+ vérifiant essentiellement une propriété
fondamentale appelée "composition". On suppose 1l'existence d'une loi de composi-

tion interne T sur ﬁ+ telle que :
VA BEE,ANB=¢ ona J(ANB)=J(a) T JB)
et 1'on dit que J admet T comme fonction de composition.

Le cadre naturel de 1l'étude des fonctions de composition sur 'ﬁ+ est
celui des semi-groupes de composition. Un semi-groupe de composition est un couple
(A,T) od A est un intervalle fermé A = [a,b] CR et T une loi de composi-

tion interne sur A vérifiant :

.

(p1) T est associative

(p,) T est continue
(1.2) § 2
(p3) b est élément neutre A droite

(p4) Les sections de T sont croissantes.
N

De tels semi-groupes ont été étudiés par FAUCETT [3], MOSTER et SHIELDS

[9] et plus récemment par Mme LIGHY [&] .
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L'étude du comportement de divers types d'information vis-a-vis de
1'indépendance ensembliste ( M-indépendance de D. XKAPPOS [14]) a conduit
J.X. de FERIET et B. FORTE [6] & introduire le concept de "fonction de composition

universelle". Ce sont des fonctions de composition sur B{P par rapport auxquelles

1l'addition est distributive.

RESUMES DES RESULTATS

Aprés une présentation rapide des concepts de "fonction de composition"
et de "mesure d'information", nous passons a 1l'étude de semi-groupes de composi-
tion avec la démonstration du théoréme (II.1) sur l'existence de suites
T-denses. Nous montrons que si ([a,b],T) est un semi-groupe de composition sans

idempotents intérieurs alors il existe une suite {rn} d'éléments de [a,b[

nz 0
telle que

)r =a et Yn20,r <r

o n n+1

2)Vanz1, T, Tr,=T,

3) lim r, b

n—
4) pour tout x € [a,b] il existe I, CW unique telle que

X = T r, .
i€T
X

Ce résultat s'est avéré un outil efficace pour 1l'étude des semi-groupes
de composition. Il nous a permis de fournir des démonstrations nouvelles des
théorémes de L. MOSTERT et A. SHIELDS [9] et W. FAUCETT [5] , théorémes de carac—
térisation de semi-groupes du type IP (théoréme II.3) et Il (théoréme II.4).
D'autre part, grace A ces résultats nous avons pu fournir une démonstration

élégante du théoréme de caractérisation des fonctions de composition universelles.
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CHAPITRE I : MESURES D'INFORMATION

1. FONCTIONS DE COMPOSITION SUR §+.

Notations : Notre propos étant de définir une mesure d4'information comme une fonc-
tionnelle sur les événements associés & une expérience, on se placera dans un espace

mesurable {0,&} .

On notera -ﬁ_'_ = [O,+°°] .
Etant donnée une loi de composition interne T sur -ﬁ+ et un élément

z€R+ , on appellera "support de T en z " et l'on notera D; 1'adhérence de

1'ensemble {(x,y) € ﬁ_._ X §+|xTy>z} . Ainsi D; désigne le support (au sens cou-

rant du terme) de T .

D'autre part, on dira que T est "croissante" (resp. strictement crois-
sante sur son support D; ) si toutes les applications, sections de T , sont

croissantes (resp. strictement croissantes sur leurs supports).

Des applications F : §+ X §+ i §+ seront utilisées pour exprimer la me-
sure d'information J del'union de deux événements disjoints A,BE€E en fonction de
1'information de chacun d'eux : J(A U B) = F(J(4),3(B)) .

Une telle fonction doit par conséquent "respecter" d'une part, les proprié-

tés de l'union de deux ensembles et d'autre part, les propriétés que l'on imposera a

une mesure d4'information.

Les propriétés fondamentales d'une telle fonction sont domnées dans la

définition suivante :

Définition I-1 . - Fonctions de composition sur R+ .

On appelle fonction de composition sur §+ , toute loi de composgition in-

terne T sur R+ , vérifiant les conditions suivantes s
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(c-1) : ¥V x,y,2 € §+ xT(yTz) = (xTy)Tz : Associativité
(c-2) : V x,y € §+ xTy = yTx : Commutativité
(c-3) : V x €R, xT(4=)=x : +o élément neutre

(C-4) : L'application F s i_._ X E_‘_" R, définie par F(x,y)=xTy est continue

(c-5) ¢+ T est croissante. i.e. (¥ (x,y),(x,y')eﬁ_‘_x §+:y<y' 2 xTy < xTy').

On notera AT l'ensemble des idempotents de la loi T i.e. @

Ap = {x €R |xTx = x} .
'L'ensemble §+ , mmi d'une fonction de composition T , apparalt alors
comme un semi-groupe topologique commutatif, muni d'un élément neutre (+®) et qui

est croissant.

Donnons quelques exemples de fonctions de composition, exemples qui nous

seront utiles par la suite.

Exemple 1 . - Fonction de composition du type IIF .
Pour (x,y) € §+ X E+ on pose XTy = inf{x,y} o

I1 est évident que T R+ X §+ - §+ vérifie les conditions

(c=i) i =1,...,53; T est donc une fonction de composition sur §+ .

Exemple 2 . - Fonction de composition de Shannon.

Pour (x,y) € L—‘{" X §+ et c € J0,+«[ , on pose

_x X
XT Y = ~¢ Logle Ste €

ol 1'on convient que 3
a) Log x désigne le logarithme néperien du nombre x .
- O

b) Log 0 == , e =0,
c) Pour (x,y) € [0,1]1%[0,1] , x ¥ y = inf(1,x+y) .
Comme on le verra c'est la fonction de composition associée & 1l'informa-

tion de Shamnon., Elle est liée & la fonction de composition du type INF par la

relation suivante :
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lim xTy = INF(x,y) &
c— 0
Exemple 3 . - Généralisation de 1'exemple 2 ,
La fonction de composition de Shannon est définie & partir d'une fonction
d'une variable réelle ; ceci nous suggére la généralisation suivante :
Considérons un intervalle fermé [0,a] , ol 0 < a<+o , et une applica-
tion h s §+ - [0,a] bijective, décroissante.

Définissons "l'addition contractée" sur [0,a] en posant
(1) Vv (x,y) € [0,a] x [0,2] x ¥y = inf(xty,a) .

La loi de composition } sur [0,a] est continue, associative, commuta-

tive, croissante et admet a comme élément neutre, de plus :
(2) X+y S a® x4y = xty .
On déduit alors une loi de composition Th sur F\+ en posant

¥ (x,y) € §+ X §+ xT )y = h-1[h(x) 1 n(y)]

ol h-1 désigne l'application inverse de h , Il est facile de voir que Tn est
une fonction de composition sur §+ « De plus, on a
Yz=20 D; = {(x,y) € E X ﬁ_l_‘h(x) + h(y) < n(z)} .

n

Nous sommes maintenant en mesure de présenter le concept de mesure

d'information.
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2, DEFINITION I-2 . - MESURE D'INFORMATICI.

Considérons un espace mesurable {0,&} . On appellera mesure d'information

(ou information) sur {Q,&} une application J définie sur € & valeurs dans

R vérifiant les propriétés suivantes :

PROPRIETE I, - Valeuns undiverselles: J(Q) =C , J(p) = +=;

ces valeurs sont universelles en ce sens qu'on les impose & J quel que soit QO

(fini ou infini) et quelle que soit la definition particuliére de J sur & .

PROPRIETE II. - J ¢4t monotone . Autrement dit :

TAEE et YBEEL tels que ACB on a :J(B) < J(a) .

PROPRIETE III. - J est o-composable.

Pour définir la g-composition de J posons :

py={(xy) €R_xR|TaBce,ans=9,x=04),y=J8),5(aUB) 2z} .

On dira alors que J est composable (resp. c-composable) s'il existe une

fonction de composition T sur ﬁ; telle que :
. z z
i)V z €R, Ay © Dy

ii) Pour toute famille disjointe {Ai} I fini (resp. dénombrable),

ieI’?

d'éléments de € on a:

J(u Ai) = T J(Ai) .
i€ i€1

Remarque 1 : Les propriétés que nous imposons & une mesure d'information différent

des postulats utilisés par J. KAMPE de FERIET [5] essentiellement sur deux points

a) Le postulat de J.K.F. sur 1'indépendance au sens de l'information
d'une famille X de sous-tribus de € , M-indépendantes, ne figure pas parmi les

propriétés I , II et III . En fait nous l'envisageons au chapitre III .
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b) Le postulat de o-composition de J.K.F. ne contient pas la condition
i) de 1la propriété III . En fait, la condition i) est une condition de régularité
qui nous permet d'avoir une équivalence parfaite entre les types d'une information

et le type de sa fonction de composition (Propositions I-4, I-6).

Remarque 2 : Il serait plus précis de dire que J est T-composable (resp.
T-g-composable) au lieu de composable (resp. c-composable) en spécifiant ainsi la

fonction de composition sur §+ .

En effet, on peut remarquer qu'une information J peut admettre plusieurs
fonctions de composition mais qui coincident sur Ag . Pour s'en convaincre, il suf-
fit de prendre & = {Q,4} ; alors J est T-o -composable quelle que soit la fonction
de composition T sur §+ . Par la suite on utilisera 1l'expression :"J admet T

comme fonction de composition" dans le sens "J est T -og-composable'.

Remarque 3 : On impose & une mesure d'information J la propriété d'é@tre g-composa-
ble au lieu de composable, et ceci pour s'assurer de la continuité séquentielle

ascendante de J .

En effet, on a la proposition suivante :

PROPOSITION I-1 .

Pour qu'une application J : € - §+ , T-composable, soit T -o-composable,

il faut et il suffit qu'elle posséde la continuité séquentielle ascendante.
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3. LES DIVERS TYPES D'INFORMATIONS.

3.1. - Informations du type P .

L'exemple le plus connu de mesure d'information est celui de Viener-

Shannon oti la mesure d'information est définie sur un espace probabilisé (Q,€,P) .

Pour tout A € € , on pose :
(3.1.7) J.(8) = -c Log (P(4))

ot ¢ est une constante réelle strictement positive qui dépend du choix de l'unité

d'information (habituellement on choisit c = 1/109 2).

On peut facilement généraliser cette maniére de construire des mesures

d'information sur des espaces probabilisés.

PROPCSITION I-2 .

Considérons une application g : E; - [0,1] bijective,décroissante, et
posons pour X,y € §+ ngy = g~1[g(x) + g(¥)] . Alors pour tout espace

probabilisé (Q,€,P) 1'application
(3.1.2) J:e-R, telleque YAcEe J(a)= g 1(p(a))

est une mesure d'information sur (0,&) admettant Tg comme fonction

de composition.

La proposition I-2 nous conduit & poser les deux définitions qui suivent

DEFINITION I-3 . - Informations du type P .

On dira qu'une information J définie sur (Q,8) est du type P s'il

existe une mesure de probabilité P sur (0,8) et une application

g §; - [0,1] bijective, décroissante,telles que :

(3.1.3) vace J(a) =g (p(a)) .
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DEFINITION I-4 ., - Fonctions de composition du type P .

(3.1.4)

On dira qu'une fonction de composition T sur -ﬁ_,_ est du type P glil

existe une application g : §+ - [0,1] bijective, décroissante, telle que :

¥ (x,y) € E+ X E+ *Ty = g [g(x) % g()]

ou + désigne 1'addition contractée sur [C,1] .

La proposition suivante met en évidence la relation existant entre les

informations et les fonctions de composition du type P .

PROPOSITION I-3 .

a) Toute information du type P admet une fonction de composition du
type P .
b) Toute information admettant une fonction de composition du type P ,

est du type P .

3.2, - Informations du type I .

le sens

La proposition I-2 se généralise facilement dans le cas des mesures dans

suivant :

PRCPCSITICN I-4 .

J=Ff

Considérons 4 € §+ , & >0 et une application £ : }_%+ - [0,4 ] bijec-
tive décroissante. Alors pour tout espace mesuré (Q,&,u) tel que

w(Q) = £ 1'application J : &~ §+ telle que & A €&~ J(4) = f_k.u(A))
est une mesure d'information sur (Q,&) admettant Tf comme fonction de

composition.

Néanmoins, on peut remarquer que si . < +® alors l'information

o i est du type P . Seul le cas £ =+ présente un intérét nouveau.
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DEFINITION I-5 . - Informations du type M .

Une information J sur (Q,8) est du type M s'il existe une mesure

B , non finie, sur (Q,8) et une application £ : §+ - §+ bijective dé-

croissante telle que @

vaee J(a) = £ [u(a) .

Dans ce cas J admet une fonction de composition qui est du type suivant :

DEFINITICN I-6 . - Fonctions de composition du type M .

On dira qu'une fonction de composition T sur §+ est du type M, g'il

existe une application £ : §+ - §+ bijective décroissante telle gque :

v (ey) €R xR w1y = £0e(x) + 23] .

On a une proposition analogue & I-3 pour les mesures d'information et

les fonctions de composition de type 1M .

PROPCSITION I-5 .

Une information J sur (0O,£) est du type ¥ si et seulement si elle

admet une fonction de composition du type M .

On a remarqué au début de ce chapitre qu'une information peut admettre
plusieurs fonctions de composition, et 1l'on peut penser qu'une information peut &tre
a la fois du type P et M , mais ceci n'est possible que dans un cas trés particu-

lier.

PROPOSITION I-6 .

Si une information J sur (Q,&) est & la fois du type P et M , alors

elle ne prend que les valeurs universelles.
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Preuve : Supposons que J est a la fois du type P et M , alors il existe : deux

applications f : R+ - ﬁ_._ et g §+ - [0,1] , bijectives décroissantes ;

une mesure M , non finie et une probabilité P sur (Q,&) telles que :

Soit A € & et posons x = J(A) . Montrons que si x < +®, alors x =0 .

na x<+o 2 p(A) = £(x) <+o d'ot w(AS) = +o et par conséquent

3(8%) = £ (a) = £ (4 w) = 4o

D'autre part, J(A®) = g_1(P(AC)) = g_1[1 - p(a)] =g_1[1 - g(x)] =+ .

Do g(x) =1=2x=0.

3.3, - Informations du type INF .

Comme on a vu dans 1l'exemple 1 , au début de ce chapitre, la loi

XxT y = inf(x,y) est une fonction de composition sur R+ .

DEFINITION I-7 . - Mesures d'information du type INF .

Nous dirons qu'une mesure d'information J sur (Q,&) est du type INF ,

si elle admet comme fonction de composition la loi xT y = inf(x,y) .

Une classe remarquable d'information du type INF est formée par des
informations dérivantsd'une "fonction génératrice"” ([4]) , od l'on appelle ainsi

toute application

3 : Q- R telle que inf 3(w) =0 .
+
weQ

En effet, étant donnée une fonction génératrice & sur Q 1'application

J: P(Q) ~ §+ définie par :
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inf 8 (w) si Ago

(3.3.1) J(a) =

est une mesure d'information du type INF sur (Q,°(Q)) .
On remarquera que si J est du type INF alors la relation
J(A U B) = inf (J(A),J(B)) reste vraie m@me quand A et B ne sont pas disjoints.

En fait, cette propriété caractérise les informations du type INF ,

3.4, - Informations du type MIXTE .

Nous verrons lors de l'étude des semi-groupes de composition que toute
fonction de composition sur ﬁ_'_ peut &tre exprimée & l'aide d'une famille au plus
dénombrable de semi-groupes de trois types P , M et INF . Ceci nous suggérel
d'appeler les mesures d'information (resp. fonctions de composition) n'appartenant
pas & 1'un des trois types cités informations (resp. fonctions de composition) du

type MIXTE .
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CHAPITRE II : CARACTERISATION DES DIVERS TYPES DES FONCTIONS DE COMPOSITION

1. SEMI GROUPES DE COMPOSITICN (S.G.C),

Dans le premier chapitre, on a présenté divers types d'informations et de
fonctions de composition. On peut donc se poser le probléme de savoir, pour une in-
formation donnée, si elle est de tel ou tel type.

Cr d'aprés les propositions I-3 , I-5 et I-6 , une
réponse A ce probléme peut &tre apportée par 1'étude du type de la fonction de

composition T de cette information.

L'ensemble A ensemble des idempotents de T , joue un rfle fondamen-

T ’
tal dans cette étude car il est évident que si T admet un idempotent c€]0,+=[ ,

alors T n'est pas du type P ni du type M .

Toutefois, on peut remarquer que si a,b € AT tels que a < b alors la
restriction de T & [a,b] x [a,b] est une loi de composition interne sur
[a,b] vérifiant toutes les conditions imposées & une fonction de composition, &

cela prés que O est remplacé par a et +« par b .

Ceci nous conduit a généraliser le concept de fonction de composition en
nous plagant dans un intervalle fermé [a,b] < R au lieu de [0,+®] et d'affaiblir

les conditions imposées,car comme on le verra,elles ne sont pas indépendantes.

DEFIIIITION II-1 . - Semi-groupes de composition (S.G.C.).

Considérons un intervalle fermé A = [a,b] C R , et une loi de composi-

tion T, interne sur A . On dira que le couple (4,T) est un "semi-groupe

de composition”" s'il vérifie les conditions suivantes :

(P'l) T est associative

(Pg) Ts AX A= A est continue

(p3) b est un élément neutre & droite
(p4) T est croissante.

On constate qu'une fonction de composition est un S.G.C. tel que A=§+ .
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Remarque : "La condition (p3) peut &tre remplacée par la condition plus faible
(pé) aTb=a ; bTb=b ,

En effet, si (A,T) vérifie (p1,p2,p3,p4) alors l'application ¢ : A= A telle

que xh~ ©(x) = xTb est continue —(p2) - et il résulte de (pé) : p(a) = a;

¢(b) = b . Par conséquent, Y x €A, T y €A : x=7yTb d'oul :

xTb = (yTb)Tb = yT(bTb) = yTb = x . Autrement dit (4,T) vérifie (p3) .l

Le probléme que l'on se pose est de trouver des conditions nécessaires

et suffisantes pourqu'unS.G.C. (A,T) soit isomorphe au semi-groupe ([0,1],+)

)

oua (F

o)

DEFINITION II-2 .

- On dira qu'un semi-groupe de composition (A,T) est du type P s'il

est isomorphe a ([0,1],4‘-) i.e.

il existe g [a,b] d [0,1] bijective décroissante telle que

¥ (x,y) €EAX A xTy =g [g(x) + ¢()] ) .

- On dira qu'un semi-groupe de composition (A,T) est du type M s'il

est isomorphe & (§+,+) i.e.

Il existe f : [a,b] = §+ bijective décroissante telle que :

¥V (x,y) € AX A xTy = f-1[f(x) + £(y)] .

L'ensemble des idempotents AT = {x € [a,b] : xTx = x} joue un rdle
fondamental dans 1'étude des semi-groupes. Il est facile de voir que AT est une

partie fermée de [a,b] contenant les points a et b .
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2, SEMI-GROUPES DE COMPOSITION SANS IDEMPOTENTS INTERIEURS.

On suppose dans ce paragraphe que le semi-groupe (A,T) vérifie en plus

la condition :
(ps) ¥ x €Ja,bl xTx £ x .
On en déduit les propriétés suivantes (voir [8]) :

PROPRIETE 1.

. n ..
Pour tout x € [a,b[ 1la suite (x ) définie par :

nz1

= xn Tx pour nz1

tend vers a quand n — +®,

PROPRIETE 2.

Pour tout x € [a,b] ona xTa=aTx =a .

(On interpréte ceci en disant que a est un zéro de (a,T).)

PROPRIETE 3.

Le point b est un élément neutre.

PROPRIETE 4.

i) Pour tout (x,y) € AX A on a : xTy < inf(x,y)
ii) i x<y<b et xTy=x alors x = a
iii) si pour x € A il existe V0¥, € A tels que y, <y, et
x1y1 = xTy2 alors xTy1 = xTy2 = a .
iv) Pour tout (x,y) € AXx A tel que a<x <y il existe u

(resp. v ) unique tel que x = yTu (resp. x = vIy ).
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PROPRIETE 5.

Si g € Ja,b[ est tel que xo’l‘x0 =a et Vx> %y xTx > a alors

Vy>xy XIy>a.

3. THEOREME FONDAMENTAL. SUITES T-DENSES

Le théoréme qui suit est essentiel pour la suite,

THEOREME II-1 .

Soit (A,T) un semi-groupe de composition sans idempotents intérieurs,

vérifiant la condition :

(p6) : Il existe x € Ja,b] tel que x Tx =a.
Alors il existe une suite (rn)nzo dans [a,b[ wvérifiant

i) {rn}nzo est strictement croissante et tend vers.b .

ii)r =a et Yn20 r_ Tr =r
o n+1 n+1 n

iii) Pour tout x € [a,b[ il existe une sous-suite (r_ ) unique,

My k=1
extraite de {rn}n >1°? strictement croissante, telle que :

m ©
x=1lim Tr = Tr .
m-o k=1 "k k=1 "k

La sous-suite correspondant & un x € [a,b[ sera appelée développement

de x , et on dira que la suite {rn}n21 est T-dense.

LEMME 1.
Considérons 1'application ¢ : [a,b] = [a,b]
x = @(x) = xTx .

Sous les conditions du théoréme II-1 , l'application ¢ vérifie :
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1) ¢ est continue et ¢(a) =a, ¢(b) =b .
2) ¥V x € Ja,bl  o(x) <x.

3) I1 existe E € Ja,b[ tel que ¢ est strictement croissante sur [€,b]

et ¢ est constante, égale & a , sw [a,§] .

Preuve du lemme :

1) pla) =a, et o(b) =b car a,b € A, . D'autre part, ¢ est continue

croissante car T 1l'est.

2) C'est évident car : 9(x) = xTx < inf(x,x) = x (propriété 4-i)) et

d'autre part, ¢(x) = xTx # x (condition Ps ).

3) Posons € = sup{x € Alp(x) = a} , alors de (p6) on déduit que

£ 2 X, > a . D'autre part, comme ¢ est continue croissante on a :
e(€) =a ; Yxe[at] olx)=a.

Montrons que ¢ est strictement croissante sur (g,p] .
Sinon il existerait Y91Y, € [g,p] , v, <, tels que
o(y,) = 9(y,) = c .
On en déduit que :
c=9(y,) =y,Iy, Sy, Ty, < 5,1y, = ¢,
d'od c = y‘lTy‘l = y1Ty2 et comme ¥, < Yy, On déduit de la propriété (4-iii) que

c=a. Dol <p(y2) = a ; or ceci est impossible car y,>§ = sup{x € Alo(x) = a} .

Démonstration du théoréme II-1 : D'aprés le lemme précédent, 1l'application

¢ : [E,b] = [a,b] est bijective strictement croissante.

-1
= H =2 0 = .
Posons alors |r =a;pourn=0 r  , =0 (rn)

. Montrons que la suite (rn)nz o ainsi définie vérifie i) , ii), iii).
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@ D'aprés le lemme on a :

ry = 0lrpy,) <rpg

dton (r)

2'nz0 est strictement croissante, par conséquent, elle converge dans

[a,b] . Posons ¢ =1limr_ . On as
n-e

) = ¢(c) =cTc

c=1limr = 1111m (p(rn+1) = cp(l:l.m T

n

d'od c € AT et comme ¢ >E > a et (A,T) est sans idempotents interieures on a,

@ Ce point est trivial de par la définition de la suite (rn)r120 .

Il s'agit de montrer que tout x € [a,b[ admet un développement

unique.
. Existence : Considérons x € Ja,b[ , il existe alors un entier n, ,
unique, tel que :

b o sx<r
n -1 n

et d'aprés la propriété 4-iv) il existe x unique tel que x = r, Tx

1

Par récurrence on définit alors deux suites (r_ ) et (x) en
P ez

1 1°

posant pour k = 1

T = l'unique terme de la suite (r )

: < <
n,q w/n=1 tel que : rnk-1 X <T

+1
(%)

Xpp1 = 1l'unique élément de A tel que : X =T Txk+1 .
nk+1
Ces deux suites vérifient la relation suivante :

(%) Yk=0 xk<rnk+15xk+1 (on x =x) .
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En effet, d'aprés (%) on a :

rn]c+1Trn]<+1 ) I‘mk+1_1 =% " rmlc-1~1,m&°"1

et comne T est croissante on en déduit que :

*x <rnk+.‘ = Xy

Il en résulte que (r ) est une sous-suite de (rn)n21 strictement
k=21
croissante et que (xk) est une suite strictement croissante et 1lim xk =b .
k=1 k=
On a alors 3
k
= = Seee= 2
(2x) x=r Tx, =1 Tr Tx, (T r, )Txk pour tout k = 1,
1 1 2 i=1
et en passant 4 la limite :
k ©
=[1lim T rn ]T[ln.m xk] = [ T T, ]Tb Tr,
k= oi=1 =1 i=1 71
on a ainsi montré l'existence du développement de x .
. Unicité : Montrons maintenant que la suite {r_ 1} définie par (%)
k=21

est l'unique sous-suite de {rn} développement de x .

n21
Pour cela, montrons d'abord que si x € Ja,b[ admet deux développements :

(r.) défini par (%) et un autre (r_,) » alors nécessairement r_ =r , .
k21 P k21 MM

En effet, x =1, T(Tr )<r,=°rn sr.. .
1 k=2 1 1 1

Supposons r <r .
ny 1

On en déduit que :

Vk=21 rn+k srni.



Or rp =Ty 4T 41 = Tn +1 T(rn +2 Fn +2) = (rn +1 T +2)T Tn +2) e
p 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i tout 2 . D'ou :
(T T, +k)Trn » et ceci pour to P21
k=1 1 1
P P
r =1lim Tr <lim Tr , 6 =x,
%1 peokst M pawk=1
mais ceci est impossible car x<r_ . D'ou r =r, .
n n n
1 1 1
Nous montrons alors, par récurrence que YV k = 1 r,=mr
e ™
Supposons r,, =T, pour i=1e0eym m21.0na:
i i
Tr ) Tr )=(Tz )T
x=(Tzr )(Tr )=(Tr )I(Tr,.
i=1 % i>m ™ i=1 % i>m M
De la propriété 4-iii) et de (%**¥) on déduit que :
@ [--]
= Tr = Tr
*n i=1 Pmei i=1 n:;1+i
et d'aprés ce qui précéde : r, =T , Car r et r_, sont les premiers
m+1 m+1 m+1 m+1

termes de deux développements de xm .

La récurrence étant ainsi établie on en conclut l'unicité du développement

de x € Ja,b[ .
Remarquons que le développement d'un terme T, de la suite (rn)n21

1] - 3
est {rp+i}i21 . D'od come a=r,Ir, ona:

[~

a= T r_ .
n
n=1

a admet donc un développement. Montrons qu'il est unique.

si (rnk)]<21 est une sous-suite extraite de (rn)n21

alors il existe k tel que

non identique a

(rn)nz 1
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risr 1= 156005k

r. <rn pour ik .

D'ou :

® k+1
a= Tr,.< Tr, (propriété 5) d'on :
R S

8

i)T( '; ri)S(l';rn)T( ; rn)=‘ T,

k k
a<('1‘ri)Trk =(Tr
i i=1 i=k+2 i=1 i i=k+1 i i=1 "1

i=1 +1

n 3

Remarque : La suite (rn)n21 construite précédemment n'est pas l'unique suite

répondant au théoréme II-1 . Cette suite vérifie
-1
(1 r, = sup{x|p(x) = a} Vnz1 n =9 (r,) -

Or si 1l'on choisit rj € ]a,r1[ et si 1'on pose pour n = 1

=‘P_1(l‘!'1) alors la suite (r!)

est T-dense., Toutefois, on a :
n‘n21

1 ]
rn+ 1

Ynz1 r <r <! .
n n n+1
Ce qui, & notre sens caractérise la suite (rn)n21 parmi les suites
T-denses, est que (r1,r1) € D; , et cette propriété nous sera fort utile pour la

démonstration du théoréme III-1 .
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4. CARACTERISATION DES S.G.C. DU TYPE P et H .

Considérons maintenant un semi-groupe de composition ([a,b],T) sans

idempotents intérieurs, et ne vérifiant pas la condition (p6) s i.e.

(4.1) ¥ x € Ja,b] a<xTx .

Montrons alors que le semi-groupe ([a,b],T) est limite d'une suite
{(An’Tn)}n21 des semi-groupes vérifiant les conditions p; : i =1,...,6 , c'est-

a-dire les conditions du théoréme II-4.

Pour cela considérons 1'application ¢ : [a,b] = [a,b]
X ~n> p(x) = XTx

Par des raisonnements analogues & ceux du lemme 1 on montre que :

i) ¢ est continue strictement croissante
(4.2)

ii) ¥ x € Ja,b[ a<o(x) <x.

A 1'aide de ¢ on construit deux suites et (dn)nzo de la

@), o

maniére suivante :

On choisit a € Ja,b[ et on pose : d =a,

On définit alors, par récurrence, les deux suites en posant :

a, =9(a,_,)
(4.3) pour n= 1.

=1
=9 (dn—1)

On a:
La suite (an)nZO est strictement décroissante et lzJ;m a =a.
@.4) La suite (dn)nz o est strictement croissante et limd =b .
n
. = = = .
De plus ¢t Y n2 1 a, an—1Tan—1 et dn—1 dann
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En effet,

= = <
Ynz1 a<a cp(an_1) 3, qTa, <3 . Sx

d'oi 1lim a =c existe et vérifie cTc = €< X, = C=a,
n

Deméme,
Vnz1 x s d —(P(d)—"de <ada .

D'ou 1lim dn = c' existe et vérifie X, £ ¢c'Tc!' =c'®c'=b .

n
On pose alors pour n 2 1 :
<A = [an,b] ; et pour (x,y) € A X A
. XT ¥ = max {an,x‘l‘y} .
LEMME 2 o

a) Pour tout =n , (An,Tn) est un S,G.C. vérifiant les conditions p, ,

1= 15000,6 4

b) La suite {(An'Tn)n21 tend vers (A,T) , en ce sens que :
1. lim [an,b] = Ja,b]
n- o

2. ¥ (x,y) € ]a,b] x Ja,b] il existe ng €N tel que V 21, ,

on a xTny = XTy »

Preuve : Le point a) découle sans peine de la définition de (An,Tn) . Le 1. de b)

est évident car {an}n > 1 tend vers a en décroissant.

Montrons le 2) : Soit (x,y) € Ja,b] x Ja,b] , alors, comme a < min(x,y)

et 1lim a_ = a , il existe ng €N tel que VT n=2 n, a, < min (x,y) . Alors
n—o

pour n 2 no+1 on a ¢

. a, < ano < min (x,y) = (x,y) € ]an,b] X ]an,b]

.o > T, =
xTy a, Ta, a

= = = .
n +1 a, x‘I‘ny xTy
(o} [<] []
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D'ot lim (xTny) = xTy .

n-~w
Remarque : Les semi-groupes {(Ah'Tn)}n21 vérifient les conditions p; i=1,...,6

et d'aprés le théoréme II-1 chacun d'eux admet une suite dense. Pour n fixé,

n . . .
notons {rk}kzo la suite T, -dense du semi-groupe (An'Tn) construite dans le

théoréme II-1 . On a les relations 3

n
rk=an—1< pour k =0y1y¢0eyn

(4.5)

rn+k = d'k pour k=220.

.

n® "o
n
= a = a ' e =
a 1 sup {y_E { 1,l,b'_Hy‘I‘ y } da'on r_l an__,] et le reste

n
En effet, le zérode ([an,b]),Tn) étant a ona:r =a d'autre part

découle de la
définition des suites (an)n21 et (dn)n21 .

On est en mesure maintenant d'énoncer les théorémes de caractérisation

des S5.G.C., du type P et M.

THEOREME II-2 . (voir aussi [9])

Un semi-groupe de composition ([a,b],T) est du type P si et seule-

ment si il vérifie les conditions :

(p5) An = {a,b}

(p6) Ex € Ja,b[ tel que x Tx = a

Preuve : - Montrons d'abord que 1les conditions (ps) et (p6) sont nécessaires.

Supposons donc ([a,b],T) du type P ; il existe alors ¢ : [a,b] = [0,1] bi-

jective décroissante telle que

¥ (x,5) € [a,b] x [a,b]  xTy = g" '[g(x) + g(»)] .
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Les seuls idempotents du semi-groupe ([0,1],+) étant O et 1 ; on en

déduit que les .seuls idempotents de ([a,b],T) sont :
-1 -1 ,
g (0) =b et g (1) =a d'ou (ps).
D'autre part, il existe x € Ja,b[ tel que g(xo) =1, alors on a :
-1 . -1 N
x,Ix =g [g(xo) i g(xo)] =g (1) =a d'ou (P6) .

- Montrons maintenant que les conditions sont suffisantes.
Si le S.G.C. ([a,b],T) vérifie les conditions (p5) et (p6) alors du théoréme II-1
on déduit 1l'existence d'une suite (rn)n?- o » T-dense. On définit alors

l'application g : [a,b] = [0,1] par :

o

si Xx=Db

o) = ) = Lz,
-_ si x<b et D(x) = {r
1 2% Bi%i 2

v

ot D(x) désigne le développement de x dans {rn}n21 .

On a :

1) g est strictement décroissante :

Considérons x,y € [a,b[ tels que x <y , et notons {rn }

ii2
(resp. {rn,} ) le développement de x (resp. y ) .
ii=21
Alors il existe un plus petit indice ko tel que :
<n' et Vi<k n;=n'.
1
On a :
Ko™ 1 1 “o 1 1
g(y):E-n-i-.,. ETiSZ—_."‘ 7 d'ou
i=1 2 i3k 2 toisg o 27k,
k -1
P | 1 1
g(y) < = —+ <% —=g(x) .
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2) g est bijective :
L'application g étant strictement décroissante elle est injective. Il
suffit donc de montrer que g est surjective. Pour cela t € ]0,1] étant donné,

on considére le développement en base 2 de t .

Soit (—%—) ce développement, on pose alors :
27k k=21
o
x, = T r o
R
D'aprés le théoréme II-1(iii) , {r 3} est le développement de X
1 P k21
et par conséquent on a g(xt)= I ——=t.
k=1 2°k

3) ¥ (x,y) € [a,b) x [a,b] on a: g(xTy) = g(x) + g(¥)

Montrons d'abord que :

Ynz=0 et Yk=20 g(rnTrk) = g(rn) i g(rk) .

En effet, le développement de r étant {rm_k}k21 on a s
S 1
Yn20 g(r.) = ¢ = —
n X=1 2n+k 2n
olr o )=g(r)=+=—=ioagx )igx ).
n+1  n+1 n 2n 2n+1 2n+1 n+1 n+1

Supposons n < k et posons x = rnTr alors le développement de x

k ?

i ‘ol :
est {rn,r . iz 1} d'on

k+i

g(x) = g(r,Tr,) = 2—1,1 + i2=1 ot g(r,) + jg = g(r)) + (g(x,) .

Or l'application g étant bijective décroissante elle est bi-continue .



180

1 .
L] " n —_— —
D'autre part, elle échange les "bases {r } >1 et { 2n} =1 des semi

groupes ([a,b],.T) et ([0,1],%) et vérifie :
P = H
vnk20 g(rmr)=g()+er) .
C'est donc un isomorphisme.

Remarque : L'application g construite précédemment n'est pas unique car d'apreés

la remarque (2.1) la suite ne l'est pas.

(rn)n21

THEOREME II-3 . (voir aussi [3])

Un semi-groupe de composition ([a,b],T) est de type M , si, et seule-
ment si il vérifie les conditions :
(Ps) AT = {arb}

(Pé) V x € ]a,b] a < xTx .

Preuve : a) les conditions sont nécessaires car s'il existe £ : [a,b] = ﬁ_’_ bijec-
tive décroissante telle que ¢
2 -1
¥ (x,y) € [a,b] xTy = £ [£(x) + £(y))
alors on a ¢
ES
Y x € Ja,b[ £f(x) € ]10,+4o[ d'on  0< £(x) < £(x) + £(x) < +o
et par conséquent :

a=£ o) < e e(x) + £(x)] = xTx < £ [8(x)] = x < £(0) = b .

Cette relation montre que (ps) et (p%) sont vérifiées.
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b) les conditions sont suffisantes.

si (p5) et (pé) sont vérifiées alors, on considére 1'application
¢ : [a,b] = [a,b] , x ~~> XTx et un point x, € Ja,b[ qui reste fixé pour
tout ce qui suit,

Posons, a0 = do = Xo et
pour n20,a . = q:(an)

_ =1
dn+1 =9 (dn) °

Alors du lemme 2, on déduit que la suite des semi-groupes
{[an’b]’Tn}n21 converge vers ([a,b],T) et que pour tout n= 1, le S.G.C.

(Ca,,b],T ) vérifie les conditions du théoréme II-2 , ol la suite T -dense est :
n n n

k = 0y000yn
rn+k=dk k20.

Notons g, 1'isomorphisme entre ([an,b],Tn) et ([0,1],4) associé
n
r

4 la suite ( k)kzo .

Pour tout n=2 1, on a :

1
1° g (an—k) =—  pour kX = 0y7,5000,n

gn(dk) = 2n+k pour k=2C.

2° ¥ (x,y) € [:=1n_1,b]2 et Ym=zn.

XTIy = XT y = g;[gm(X) +9. (I .

3° Si 1l'on pose, pour x € [an,b] , fn(x) = 2n.gn(x) alors

£, 2 [an,b] - [0,2"] est bijective strictement décroissante telle que :
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2 -1 .
¥ (x,y) € [a,0)"  xI,y = £ [£(x) + £ (v)]
( + étant ici 1'addition contractée sur [0,27])

V (%) € [a,_,00%  x1y =y = £2'0,(x) + £,(1)] .

De 1°) on déduit que :

L}
n

Pour X = Oyees,n fn(ak)

Pour k20 fn(dk)

On en déduit que pour tout x € [an,b] la suite {fm(x)}mzn est

constante.

Posons alors pour x € Ja,b] : £(x) = lim fn(x) .

n-e
Alors de 2°), on a :
¥ (x,y) € Ja,b] x Ja,b] , il existe n tel que a, < inf (x,y) et par

conséquent, pour tout m>n
£(x1y) = £ (xTy)= 2m(9m(xTy)) = 2m[9m(><) +g,(9)]
= £ (x) + £,(v) = £(x) + £(y) .
D'ou :
Vv (x,5) € Ja,b] x Ja,b]  xTy = £ '[£(x) + £(y)] .

D'autre part, £ : Ja,b] = ]0,+«] est continue strictement décroissante
car pour tout n = 1 la restriction de f sur [an,b] est égale a .f:‘n et

£, ¢ [an,b] - [0,2"] est bijective décroissante.

De plus, on a :

lim £(a ) = lim £ (a ) = lim M=+,
n n'n
n—o n— o n—o
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On prolonge alors f sur [a,b] en posant f£(a) = +=.

Ainsi f : [a,b] = [0,+=] est continue, bijective, strictement décrois-

sante. On définit un S.G.C. du type M sur [a,b] , en posant pour (x,y)€ [a,b]2
Ty = £08(x) + £()] .

Or d'aprés (4) , T et Tf coincident sur le pavé semi-ouvert
Ja,b] X Ja,b] et comme elles sont continues, elles coIncident sur le fermé

[a,b] x [a,b] d'od T = Tg « C.Q.F.D.

Jusqu'a présent on a vu que les S.G.C. sans idempotents intérieurs sont
ou bien du type P ou bien du type I .

Le théoréme qui suit montre que tout semi-groupe de composition peut &tre
décrit & 1l'aide d'une famille au plus dénombrable de semi-groupes de composition,

chacun appartenant & 1l'un des trois types P ,Id , INF .,

THEOREME II-4 .

Pour tout S.G.C. (4,T) , il existe une famille unique, au plus dénombra-
ble de S.G.C., soit ([ai’bi]’Ti)ie p telle que :
a) Les intervalles (]ai’bi[)ie ; sont dewx & deux disjoints et leur
réunion est contenue dans A .
b) Pour tout i € I, le S.G.C. ([ai,bi],Ti) est du type TP ou I,
¢) Pour tout couple (x,y) € AX A, ona
xTy s'il existe i€Is x,y€ [ai,bi]

xXTy =
inf(x,y) sinon.

Preuve : L'ensemble des idempotents AT de (A,T) est fermé, par conséquent

AT = A - AT est un ouvert d'un IR contenu dans A . Il existe donc une famille

unique, au plus dénombrable, d'intervalles ouverts deux & deux disjoints, soit

{]ai,bi[}iG ; telle que
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KT = i!é . ]ai,bi[ .
On en déduit que pour tout i€ I, a; € AT et b, € AT , et si 1'on note par T;
la restriction de T a [ai,bi] alors il est évident que ([ai,bi],Ti) est un
S.G.C. sans idempotents intérieurs. Il est donc, ou bien du type IP , ou bien du
type M , ce qui prouve a) et b). Pour montrer c), considérons (x,y) € AX A .
S'il existe i € I tel que (x,y) € [ai,bi] X [ai’bi] alors xTy = xT,y o Si
pour tout i € I, (x,y) £ [ai;bi] X [ai,bi] , alors en supposant que X S y , on
en conclut que l'intervalle [x,y] n'est pas contenu dans KT . Il en résulte qu'il

existe c € [x,y] N AT et par conséquent :
x = xTc £ xTy < inf(x,y) = x

d'od xTy = inf(x,y) .
C+Q.F.D.

5. CARACTERISATION DES DIVERS TYPES DE FONCTIONS DE COMPOSITIONS SUR §+ .

Les résultats obtenus dans les paragraphes précédents nous permettent de

caractériser les divers types des fonctions de composition sur R+ .

Ce qui est remarquable c'est que la restriction de T & 1la diagonale

de §+ X ﬁ_'_ détermine parfaitement le type de T .

En effet, considérons une fonction de composition T sur R+ et notons

Pp * §+ - l_?+ telle que X ~~> q)T(x) = xTx , alors :
Ay = {O,42} & (¥ x € ]0,+ 0T cpT(x) <x) .

Ainsi des théorémes II-2 et II-3 , on en déduit :

PROPOSITION II - 2.

T est du type M si et seulement si :

¥V x € ]0,+[ O<(pT(x)<x.
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PROPOSITION II - 3.

T est du type P si et seulement si :

a) ¥ x € Jo,+=[ OS<,pT(x)<x

b) T c €]0,+w[ LpT(c) =0 .

PROPOSITION II - 4.

T est du type INF si et seulement si :

Vx€R (pT(x)

L}
]

L'ensemble des fonctions de composition des types P et M est caracté-

risé par l'absence d'idempotents dans ]0,+«[ . Or, d'aprés la propriété

4 du chapitre II, on a g

A= {0'+°°}

!

(T est strictement croissante a 1l'intérieur de son support D; ) .

o - -
Si T est du type M alors DT = R+ X R+ et T est strictement crois-

sante & 1'intérieur de Dg mais non sur la frontiére de Dg car Vx€§+ 0Tx=0 .

Par contre, si T est du type P , alors il existe g : §+"’ fo0,1]

bijective décroissante telle que :

V(%) €R2 x1y =g '[g(x) + 9] ,
On en déduit que :
D2 = {(x,y) € R:|g(x) + 9(y) < 1

ce qui entraine que T est strictement croissante sur D; .
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D'autre part, si T est strictement croissante sur D; alors

(0,0) ﬂ Dg ce qui implique qu'il ekxiste x, > 0 tel que xQTxO =0 et de la

proposition 4.2., on tire que T est du type IP

PROPOSITION II - 2',

» D'ou @

T est du type M si et seulement si
«) (0,0) € D;’.

B) T est strictement croissante

a l'intérieur de son support.

PROPOSITION II - 3'.

T est du type P si et seulement si

T est strictement croissante

Sur son support.

D'autre part, T étant associative, continue, croissante, entraine

Ti 1l'est aussi et comme bi € AT , alors on a pour tout x < bi xTb, = x

(propriété 2.4, Chapitre I) d'ou :

¥V x € [ai,bi] xI;b, = x .

On en déduit que ([ai,bi],Ti) est un semi-groupe de composition

de plus il est sans idempotents intérieurs car

(o4
]ai,bi[ c AT .

que

On en déduit donc que les S.G.C. {[ai'bi]'Ti}iEI sont du type P ou

PRCPCSITICN II - 6.

xTiy s'il existe

inf (x,y) sinon.

Pour tout couple (x,y) € §+ X §+ ,ona:

- .
iceIs:xyEe€ [aifbi]
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Preuve : S'il existe i € I tel que x,y € [ai,bi] alors d'aprés la définition de

Ti,ona x’I‘y=xTiy.

si Yier: (x,y) £ [ai,bi] X [ai,bi] alors en supposant que

x = inf(x,y) , on a :

L'intervalle [x,y] & A; ce qui implique qu'il existe c € [x,y] ﬂAT

et par conséquent :

x = xTc < xTy < inf(x,y) = x d'ou xTy = inf(x,y) .

C.Q.F.D.

On conclut donc que toute fonction de composition sur §+ peut &tre

définie "par morceaux" & l'aide des S.G.C. des types P , M et INF .

Le théoréme II-4 nous permet d'établir la proposition suivante

PROPOSITION II-7,

Pour toute fonction de composition T sur l-?-+ y 11 existe un espace

mesurable {Q,€} et une information J sur & tel que :
a) J admet T comme fonction de composition ;

b) ¥ z € R+ et YV (x,y) € 1"; y 11 existe A,B € & tels que

ANB=¢ ; x=J(a) ; y=J(B) .

Preuve : Considérons la décomposition de A; en intervalles ouverts :

A;: U Ja.,b.[ ; IC]\I*,
. i'7i
1€l

Posons A, = A5 A =TJa;,b[ pour i€I; I ={0}UI ainsi

Ua = AS =R s s . =
ieIAl AL UAL R c'est-a-dire {Ai}iGIo est une partition de R, .
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Notons par 8 1la tribu des boréliens de §+ et posons pour tout i€ Io
ﬁi = Alﬂ(?;

de sorte que Vi€ I {Ai,ﬁi} est un espace mesurable.

On sait que V i€ 1 1le semi-groupe {Ki,Ti} est du type P ou M et
par conséquent on peut considérer une famille d'applications {hi}i ¢ et une

famille de mesures {”'i}ie ; telles que :

1) si (Ki,Ti) est du type P alors :

. hy s [ai'bi] - [0,1] bijective décroissante telle que T, =T,

i

.. W; est une probabilité non atomique sur (Ai,&i) . (Par exemple si
b, <+« alors u; estla loi uniforme sur ]ai,bi[ et si b, =+

alors p; est définie par une densité strictement positive) .

2) Ssi (Ki,'l‘i) est du type M alors :

o hi H [ai,bi] - R+ bijective décroissante telle que Ti = Thi

.. p; est une mesure infinie sur {]ai,bi[,ei} telle que

Y x,y € §+ il existe A,B € &, tels que ANB=¢ , x= pi(A) , y=p.i(B) .
(On peut par exemple choisir p; définie par une densité

£ ¢ ]ai,bi[ - R+ telle que 1'intégrale de £, diverge au voisinage

de a, et de b..)
i i
Considérons d'autre part l'application & : AT i AT telle que ¥(x) = x .
Comme O € A, et 8(0) =0, 3 est une "fonction génératrice" .
Pour tout i€I et tout AEBi on pose @

B (s (A) s Ao
Ji(A) =
+ @ si A=0.



Pour tout A € 60 on pose :

inf & (x) si Af¢
3 (8) = x€A
+ @ si A=¢ .

Ainsi Vi€J ,J;:8 - AiU{+w} et pour tout A,B € €, tels que ANB =¢
on a: J‘i(AU B) = Ji(A)ToJi(B) , d'autre part, de nos hypothdses sur les (p.i)

découle que Ji est surjective.

Considérons maintenant un élément B € @ et posons Vi€J B, =BN A;.

On définit alors :

Js:@R- R+
B=J(B) = T J.(B;) .
ier 1t
T1 en découle que pour tout i€I  la restriction de J & {Ai,lBi} est

identique & J, , ceci parce que Ji(¢) = +® élément neutre de T .

- Montrons que J est T-0O -composable :

Soit {Bk}kZ‘l une suite disjointe d'éléments de @ ; posons pour tout

k=21 et tout 1€Io Bk,:‘.:BknAi alors on a :

u . Najd= ‘ Na,
J(mﬁk) T 7, [( kl2J1Bk) A;] & Lo, ( kg1(3k 4;))]

1€Io

T[TJ.(BNA,
iEIok>_1lak 2

T[T (B N4)] =k§1”(3k)3 .

k=1 1€Io

D'autre part, il est évident que J prend les valeurs universelles et
est monotone. Par conséquent J est unme information sur (Q,f) admettant T

comme fonction de composition.
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- Montrons maintenant le point b) .
Soit z €R_ et (x,y) € F,; , alors il existe 1i€1I (resp. j € Io)

tel que x € A; (resp. y € AJ.) . D'ou ¢
Si i # j s alors il existe B; € Bi et Bj € BJ. tels que
x = 3,(8;) = 3(8;) 5 v = 3,(8,) = 3(8,)

et comme i % j alors BiﬂBJ.=¢ .

s e - .
Si_ i = j : alors de nos hypothéses sur les (pi)ie 1 et $ découle qu'il existe

B,C € B; tels x=Ji(B) ,y=Ji(C) et BNC=¢ .

C.Q.F.D.
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CHAPITRE III : INFORMATIONS CCNDITIONNELLES - INDEPENDANCE

1. INFORMATIONS CONDITIONNELLES.

Considérons un espace probabilisé (Q,&,P) et la mesure d'information

de Shannon : J(A) = -Logz(P(A)) définie sur (Q,8) .
Donnons nous un événement fixé E € € tel que P(E) > 0 et considérons

la mesure de probabilité P' définie sur (Q,&) comme étant la probabilité con-

ditionnelle par rapport a E .
Notons J' 1'information de Shannon associée a (Q,&,P') .

On se trouve alors en présence de deux mesures d'information sur (Q,€)

liées par la relation :
VAcEeE J'(a) =J(ANE)-J(E) .

La quantité J'(A) est interprétée comme 1'information conditionnelle de
A par rapport & E .

Ceci nous suggére de définir 1'information conditionnelle dans le cas
général de 1la maniére suivante :

DEFINITION III-1 . Information conditionnelle.

Soit J une mesure d'information sur (Q,€) et soit E € & tel que

J(E) <+ . Alors pour A € & on définit 1'information conditionnelle de

A par rapport & E, et 1'on note J(4/E) , par :

J(a/E) = J(AN E- J(E) .

v@mmnan':a~Rfd&mmpa J'(a) = J(A/E) vérifie :

]

0

1) J'(Q) = J(E) - J(E)

L}

2) J'(p) = J() - J(E)

]
+
8

3) Si A,BE€E tels que AC B alors
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J'(B) =J(BNE) - JE) <JANE) - JE) =JT(a)

i.e. J' est monotone.

4) si (An)n21 est une suite croissante d'éléments de € telle que

A=UAn alors on a
n

J'(a) =J(ANE) - J(E) = lim [J(An N E) - J(E)] = 1im J'(An)

autrement dit J' posséde la continuité séquentielle ascendante.

I1 suffit donc de montrer que J' est composable pour en conclure que J'

est une mesure d'information sur (Q,&) . A cet effet, on montre le lemme suivant :

LEMME 1 .

Soit T une fonction de composition sur §+ . Pour tout =z € R+ la loi

Tz définie sur R+ X R+ par @

XT,y = max{ (x+z)T(y+z) - 2,0}

est une fonction de composition sur §+ telle que :

La démonstration de ce lemme étant triviale, nous la négligerons.

PROPOSITION III-1 .

8i J est une mesure d'information sur (Q,€) , T-composable, alors

pour tout E € &€ tel que J(E) < +» , l'information conditiommelle

J(./E) , est une mesure d'information sur (Q,¢) , TJ(E)—composable.
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Preuve : Soit E € & tel que J(E) <+« , alors en vertu du lemme 1 , on peut con-

sidérer la loi de composition T, définie par xT,y = max{ (x+2z)T(y+z) - 2,0} .
Montrons que J' = J(./E) est T, composable.

En effet, considérons A,B € & tels que AN B=¢ et posons
u=J'(a),v=3'(),n =J(aAUB)
alors on a ¢

=J(AUB) =J((AUB)NE) -JE) =J((ANE)U (BNE)) -2

=
1}

(AN ENT(IBNE)) - z=[I(a)+I(E)IT[I'(B)+I(E)] - J(E) .

Or comme J((AUB)NE)=J(E) ona:
. h=J'(AUB) = J'(A)TZJ'(B)

. (u+z,v+z) € DTZ = (u,v) € D? .
z

C.Q.F.D.

Examinons maintenant les relations qui peuvent exister entre le type de
J et le type de J(./E) .

A cet effet, montrons le lemme suivant :

LEMME 2 .

Soit T une fonction de composition sur §+ telle que AT = {0,+=} .

Alors pour tout z € ]O,+o[ la fonction de composition Tz définie par :
XTIy = max{ (x+z)T(y+z) - z,0}
est du type P .

Preuve : D'aprés la proposition II-3 chapitre II, il suffit de montrer que :

1)V x€Jo+el g (x) = xT x <x
z
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2) Il existe x_ € Jo,+[ tel que cpTz(xo) =0.

Or comme A, = {0,+} on en déduit que :
V¥ x € J0,+[ cpT(x) = xTx < x

d'od ¥ x € JO,+=[ Pp(x+z) -z <x .

On a alors :

@ (x) = XT X = max{ (x+z)T(x+z) - z,0}

max {cpT(X+Z) - 2,0} <x.

D'ou
V x €J0,4[ O (x) <x.
z
D'autre part, l'application Pr étant continue croissante et

<pT(z) <z <+« on en déduit qu'il existe z € Jz,+=[ tel que q)T(zo) =z,

Posons alors X, = zo-z on a
1) x, € 10,4l
ii) op = max{cpT(xo+z) - 2,0} =0.
z
C.Q.F.D.

De la proposition III-1 et du lemme 4on déduit facilement la :

PROPOSITION III-2 .

Soit J une mesure d'information sur un espace mesurable (Q,&) .
1) Si J est dutype P ou M alors pour tout E € & tel que
J(E) €J0,+o[ , 1l'information conditionnelle J(./E) est du type P .

2) si J est du type INF alors J(./E) est du type INF .
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Remarque : Si J(E) = O alors on a toujours TJ(E) = To =T c'est-a-dire J et
J(./E) ont la méme fonction de composition mais en général J(./E) £ J . D'une
maniére générale on a J(A/E) = J(ANE) - J(E) = J(AN E) = J(4) . Un cas od
1'égalité a lieu est celui od J est du type P , en effet, dans ce cas

J(E) =0= J(Ec) =+ = J(AN EC) =+o d'ol

vaee J(4E) = JANE)=JIanETIANE) =I4) .

2. INDEPENDANCE AU SENS DE L'INFORMATION.

Soit J une mesure d'information sur (Q,€) T-composable. Il est naturel
de dire qu'un événement A € € est indépendant d'un autre événement B € & , si
la connaissance de la réalisation de B ne modifie pas l'information contenue dans
A, c'est-a-dire J(A/B) = J(a) .

Or si J(B) = += la quantité J(A/B) n'est pas définie, néanmoins cha-
que fois qu'elle a un sens la relation J(A/B) = J(A) est équivalente &

J(AN B) =J(a) + J(B) , et cette derniére garde un sens méme si l'un des deux

événements est d'information infinie. Ceci nous conduit & la définition suivante :

DEFINITION III-2 .

On dira que deux événements A,B € € sont J-indépendants. si :

J(an B) =J(a) + J(B) .

Ainsi Q et ¢ sont toujours indépendants de tout autre événement et

ceci quelle que soit la mesure d'information J , considérée sur (Q,8) .

On remarquera aussi que pour l'information de Shannon J'C(A) =-clog(P(4))
sur un espace probabilisé (Q,&,P) on a : deux événement A,B € € sont

J-indépendants si et seulement s'ils sont P-indépendants.
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Toutefois on peut constater que la notion d'indépendance au sens de 1l'in-
formation n'est pas la méme que celle au sens des probabilités. En effet, 1'indé-

pendance probabiliste vérifie la :

PROPRIETE C :|- si A,B € € sont"indépendants "alors leurs tribus engendrées

o(a) = {0,4,A°8} et o(B) = {Q,B,B%,4} sont "indépendantes ¥

Cette propriété n'est pas toujours vraie pour l'indépendance au sens de

1'information. En effet, considérons l'information du type mixte, J définie

sur un espace probabilisé (0,&,P) :

+ © si P(A) =0
J(a) =

1-P(a) si P(a)>o0.
Considérons alors deux événements A,B € £ tels que :
0<P(A)<1;0<P(B)<1;0<P(ANB)<1;AUB=Q;
alors on a :
J(ANB)=1-P(ANB)=1+PAUB) - P(a) - P(B) = J(&) + J(B)

autrement dit A et B sont J-indépendants. Montrons que o(A) et o(B) ne

sont pas J-indépendants. En effet :

AUB=Q=2a%cB

d'ol

J(a° N B) = 3(a%) = 1 - P(&°) car P(&%) € JO,1] d'ou :
J(A° N B) <1 - p(&%) + 1 - PB(B) = J(&%) + I(B)

on en déduit que S et B ne sont pas J-indépendantes.
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Par conséquent, on peut se poser le probléme de rechercher les mesures

d'information pour lesquelles 1la propriété Cest vérifiée.

Remarque : Pour une information J swr (Q,€) , vérifiant C , on aurait

(1) J(AN B)

J(a) + J(B)

(ii) 7(a° n B) = 3(&%) + J(B)
Or si (i) et (ii) ont lieu simultanément et si T est une fon ction de

composition admise par J alors on a :
J(B) = 3((an B) U (&°n B)) = 3(a N B)TI(a° N B) = (3(a) + J(B))T(3(&®) + 3(B)) .
Par conséquent, T doit vérifier la relation
(iii) [3(a) + J(B)IT[I(AS) + 3(B)] = J(B) .

Remarquons que le couple (J(A),J(a%)) € I‘; olt 1"; désigne la frontiére

du support DC.I), de T .

On constate donc que la fonction de composition T , admise par J , joue
un ré e fondamental dans le comportement de J vis & vis de la propriété C . En
effet, pour que J vérifie la propriété C , il faut que T vérifie (iii) pour
les valeurs J(&) , J(AS) , J(B) od A et B sont J-indépendants.

3. FONCTIONS DE COMPOSITION UNIVERSELLES.

DEFINITICN III-3 . [5]

Nous dirons qu'une fonction de composition T est universelle si, étant

donnés 3

1) Un ensemble Q gt deux parties A et B de Q telles que
ANBEG ,A5NBAg .

2) Deux couples (x,x') , (v,¥y') € 1"; ; on peut définir une information

J sur 1l'algébre engendrée par {A,B} telle que :

o) J est T-composable ;
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8) (&) =x; 3(B) =y ; J(A&T) =x' ; I(B) =y ;
v) Les algébres ©(A) et ¢ (B) sont J-indépendantes ;

et ceci quel que soient leschoix de Q , A, B, (x,x", (v,y') .

De la remarque précédente, on déduit facilement la

PRCPOSITION III-3 .

Une fonction de composition T est universelle si et seulement si @

(%) ¥ (x,x') € F; et ¥z €ER, (x+2)T(x'+2) = z .

Le concept de fonction de composition universelle a été introduit par

J. KAMPE de FERIET dans [6 ] , ou il énonce le résultat suivant :

PROPOSITION III-4 .

Les seules fonctions de composition universelles sont :

1) La fonction de composition de Shannon :

X X
XTIy = -c Logle € 1 e ©7.

2) La fonction de composition INF :

xTy = inf(x,y) .

Nous donnons une nouvelle démonstration de cette proposition,

IS

que nous avons obtenue & partir du théoréme II-1 .

Démonstration de la proposition III-4 :

A) IT1 est facile de vérifier que les fonctions de composition1 ) et 2) vérifient

la condition (*) de la proposition III-3 . En effet, on a :

_x o _x
(x,x‘)el"g oe S4e =1,

C
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D'ou Vz€R+ on a

_xz x4z
(x+z,x'+2z) € Dg = (x+z)Tc(x'+z) =-—clogle “+e © 7]

c
= —c Log[e S(e S+ e ) =2z.

De méme (x,x') € F?INF” inf(x,x') =0, d'od

Vzé€ ﬁ_,_ inf(x+z,x"+2) = inf(x,x') + 2 = z .

B) Montrons maintenant que 1) et 2) sont les seules fonctions de composition univer-
selles.
D'aprés la proposition III-3 , si T est universelle, elle vérifie (%) .
Alors @

a) si (0,0) € D,CI). :

Choisissons (x,x') = (0,0) alors, de (%) , on a :
Vz€R+ cpT(z)=sz=z

et de la proposition II.4. , on en déduit que T = INF .
. 0
b) si (0,0) £ Dy :

Alors il existe x >0 tel que (xo,xo) € I‘; et de (%) , on déduit

que :
Vz€R, (xo+z)T(xo+z) =1z .
Considérons 1'application Pp 3 Xnnn> xTx , on a 3

0<x

- Yx€lox]  on(x)

[}

.. Y xE€ ]xo,+°°[ tpT(x) cpT(xo+(x—xo)) = (x0+(x-x0))T(xo+(x—xo))

=x—x0<x.
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On en déduit donc que T vérifie les conditions du théoréme II-1 et

et par conséquent, il existe dans 5+ une suite {rn} T-dense. Rappelons

nz1

que cette suite vérifie entre autres :
.r, = sup{x € R+|cpT(x) = 0}

+Vnz1 ™= q"T(rn+1)

Op * [r1,+°°] - [0,+»] est bijective strictement croissante.
or (r,l,r,l) € I‘g et de (%) , on déduit que :

Ynz1 cpT(r1+rn) = (r1+rn)T(r1+rn) =r = cpT(rnH) .

D'ol

= = < = N. .
Vn 1 rn+1 rn+r_l ¥n r, nr,I

Considérons maintenant 1'application g construite dans le théoréme

II-2 & partir de la suite {r }

wn=1 ° On rappelle que g vérifie :

. g ﬁ+ - [0,1] est bijective décroissante
Ynz1 g(r ) = .
.. n

2n

oo ¥V (xy) €R_ xR g(xty) = 9(x) + g(y)
ceee ¥ () €07 g(xmy) = g(x) + g(¥) .
I1 en découle que :

(1) vazo  glur) === oG]

(ii) v (x,x') € I‘f;, et ¥ z¢€ Il—?'_‘_ (x+z,x'+z) € D,(; et g(x+z) + g(x'+z) = g(z)

(iii) Vx€ER  x' = g [1-9(x)1
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est 1'unique point de §+ tel que (x,x') € 1"; .

Faisons maintenant intervenir les faits que (r1,r1) € 1"; et g(r1) =%.

On a
VzeR ~ g(z) = 29(zr,)) = g(zer,) = 39(2) = 9(2).q(z,) .
D'autre part, comome V n 2 1 r, = n.r1 , on en déduit que :
= n
VzeR  g(zr) = g(zn.r)) = 9(2).[g(r)]" = o(2).g(x))
d'ou
(iv) Yn21 et VzeR,  g(zr) = 9(z).9(x)) .
Les deux lemmes qui suivent nous permettront de conclure.
LEMME 1 .

* *
Pour tout partie finie EC N et pour tout pEN , on a:

r + Tr.= Tr. = T r,

P ojee ' iee M™P  ieEsp *

ott 1'on pose E + p = {n+p|n € E} .

Preuve : En effet, E étant fixé, de (iv) on déduit que :

1
Yp=1 g(Tr, +r)=g(r)g(Tr,)=9(r). =%
ieg* P PP e t P"iep 2t

ce qui prouve le lemme, car g est bijective.
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LEMME 2 .

* —
Pour toute partie finie EC XN et pour tout z € R+ ,On a:

g(z+ Tr)=g(z)g( Tr).
i€E i€E

Preuve : On opérera par récurrence sur m(E) = max(k) .
k€E

D'aprés (iv), le lemme est vrai pour m(E) = 1 . Supposons le lemme

vrai pour m(E) £ n et montrons qu'il est aussi vrai pour m(E) = n+1 .

. *
Soit ECN tel que m(E) = n+1 (2 n+1 € E) . Posons x = iéFE T

E' = {1,...,n+1}\E . On distingue deux cas :

@) Si 1£€E:

Alors x = Tri=r1 + T r, .en vertu du lemme 1 . D'ou
i€E 1€E-1

Vz€§+ g(z+x) g(z+r1+ T r,)

i€E-1

et d'aprés (iv)

g(z+ T ri).g(r1)
i€E-1

et comme m(E-1) =n

g(z).g( T r))g(r,)
i€E-1

9(2)~9(r1+.€g 1ri) = g(z).9(x) .

B) si 1€E

Dans ce cas, l'ensemble, E" = E' U {n+1] ne contient pas 1 , et d'autre
part, si x= Tr, alors x'= T r, . Ainsi de (ii) on déduit que ¥V z€R, ,
ieg * iegn * *

on a 3
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g(z+x) = g(z) - g(z+ T r;) .
icg"
Or 1# E" et d'aprés (o) , g(z+ T ri)=g(z).g( T ri)=g(z).g(x) d'ou
iGE" i€E|| :

g(z+x) = g(2)[1-g(x")] = g(z).g(x) .

C.Q.F.D.

Montrons maintenant que @
(v) ¥ (xy) €R XR_ g(xy) = g(x).9(y) .

Pour cela il suffit de considérer le développement de y , noté

P

; et deposer y = Tr . On a:

{r } , dans la suite (rn)n21 = L

I k=1

. limy =y

p—bm

.. g(x+yp) = g(x + g rnk) = g(x).g(yp) en vertu du lemme 2 .

=1

ees g(x+y) = 1lim g(x+yp) = g(x).g(y) en vertu de (..) et de la continuité de g .

P

De la continuité de g et de (v) , on déduit que :

X

Vx€§+ g(x) =e €

1 .
ol ¢=- Tog Ts(q >0 car g(1) € ]0,1[ , et par conséquent
X _X
V(x,y)€§+xﬁ+ x’I‘y=-cLog[ec-i-ec].

La proposition III-4 est ainsi établie.
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