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Séminaire de Probabilités
Institut de Recherche Mathématique Avancée
Université de Strasbourg I Année 1972/73

UN_ENSEMBLE PROGRESSIVEMENT MESURABLE ...

C. Dellacherie

Le titre exact de 1l'exposé devrait &tre :" Un exemple d'ensemble
progressivement mesurable ne contenant pas de graphe de temps d'arrét, ou ,
ce qui est équivalent, ayant une projection bien-mesurable nulle ".

Un premier exemple, dfil & Meyer et maintenant classique, est le suivant :
soit (Bt) un mouvement brownien linéaire issu de O, et, pour tout réel a,
désignons par Ha l'ensemble des extrémités gauches des intervalles contigus
au fermé aléatoire {(t,uo : BtGu) = a.} i les ensembles H, sont alors
progressifs, non évanescents, et ne contiennent pas de graphes de temps
d'arr8t. On sait maintenant, depuis les travaux de Getoor-Sharpe, l'importance
de ces ensembles progressifs non bien-mesurables, contenus dans l'ensemble
des extrémités gauches des intervalles contigus & un fermé aléatoire bien—
mesurable. Mais, tous ces ensembles ont leurs coupes dénombrables, et notre
propos est de donner un exemple d'ensemble dont les coupes seront non-dénom—
brables : ce sera tout simplement l'ensemble H = J:1L Ha , Ol Ha est défini

ci-dessus.

On désigne par Sl 1'ensemble des applications continues w de ‘R+ dans R

telles que 1lim infw(t) = -®» et 1lim sup w(t) = + ®, par (B,) les
ty+w [ 2% ) t

applications coordonnées et par E? g: les tribus habituelles. On sait

qu'il existe une loi P sur (ﬂ,l:o) telle que (Bt) soit un mouvement brownien
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issu de O, et on désigne par g la tribu complétée de F°, par gt la tribu

engendrée par ;_?_'_'.’; et les ensembles négligeables de E. Pour tout réel a,
1'ensemble F, = {(t,0) : Bt(w) = a} est un fermé aléatoire bien-mesurable;
nous appellerons Ha l'ensemble des extrémités gauches des intervalles contigus

a Fa’ et nous poserons H =3%Ha. Comme les trajectoires oscillent entre
¢

les deux infinis, toutes les coupes de H sont non-dénombrables.

PROPOSITION l.- L'ensemble H est progressivement mesurable

DEMONSTRATION.- Les tribus I__" contenant les ensembles négligeables de g,

il suffit de montrer que, pour t fixé, Hn([o,t[xﬂ.) appartient & la tribu

B( [O,t[)xgt. Pour ue[0,t[et re [O,t[f\Q (Q désigne les rationnels), l'appli-
cation (u,r,w)—» Bu(w) - Br(ﬂ»‘) est B( [o,t[) xB(Q) x F, -mesurable. Posons,

pour m,n,p entiers, et u et r comme ci-dessus,

By np = {(wre) ¢ o farku] ou B,@) - B @)>: }

L'ensemble Am,n,p appartient a B( [O,t[) xB(Q) xF,, et on a 1'équivalence logique
((u,u)eH et u(t)@(ﬂn Vm)n 3p Vr(t (uyr,)€A

m,n,p)

Les rationnels étant dénombrables, on en déduit aisément le résultat voulu.

PROPOSITION 2.- L'ensemble H ne contient pas de graphe de temps d'arrét.

DEMONSTRATION.- Au lieu d'employer une technique markovienne, nous utiliserons
un raisomnement adapatable & toute autre martingale continue que (Bt)'
Nous raisonnerons par l'absurde et supposons qutil existe un t.d'a. S
non p.s. infini dont le graphe est contenu dans H. Soit T le t.d'a.
défini par Tw) = infSt) S(w) : B (@) = Bs(w)(w)k . OnaT)s sur {s<+m}.
Soient d'autre part Sl et 82 les te.d'a. définis par

$,(@) = inf {t)s(w) : B, (@) Y Bs(w)(u:)k

S,€) = inf {t ys@) : B, @) (Bs(w)(w)}

Comme T > S sur {S <+ mj et que les trajectoires sont continues, les graphes

de Sl et 32 sont disjoints et leur réunion est égale au graphe de S 3
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de plus, on a Bt(w)>Bs(w)(w) pour Sl(w)<t('1‘(w) et Bt(w)<Bs(w)(u)

pour 32(m)<t(T(ta). Si S n'est pas p.s. infini, S; ou S, ne 1'est pas

non plus : nous supposerons pour fixer les idées que Sl n'est pas pe.s. infini.
Choisissons alors un entier n suffisamment grand tel que P{Sl(’l‘énk>0,

et désignons par U le t.d'a. égal & Sl sur {Sl(Tgnlet a4 TAn sur le
complémentaire. La martingale arrétée (Mt) = (BTAnAt) est uniformément
intégrable et 1l'on a, pour tout entier p, M'U+(1/p)>MU sur {Sf—é(T{nk

et MU+(1/p) = MT sur le complémentaire. Comme on a aussi MU = MT et

E[MU] = E[MU+(l/p)] , on obtient une contradiction pour p suffisamment grand.



